Példa: a dobott szamok Gsszege (4. el6adas)

Két szabalyos dobékockaval dobunk. Ekkor €:

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

Legyen Y : Q — R a dobott szdmok Gsszege, mint val6sziniiségi valtozé:
Y(11) =2,Y(12) = Y(21) =3,...,

Y(61) = Y(52) =...= Y(16) = 7,..., Y(66) = 12.



Példa: a dobott szamok Gsszege (4. el6adas)
Két szabalyos dobékockaval dobunk. Ekkor €:

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

Legyen Y : Q — R a dobott szdmok Gsszege, mint val6sziniiségi valtozé:
Y(11) =2,Y(12) = Y(21) =3,...,
Y(61)=Y(52)=...=Y(16) =7,..., Y(66) = 12.
Ekkor példaul

P(Y =2) =1/36, P(Y =3)=2/36, P(Y =7) =1/6, P(X =8) =5/36.



Példa: a dobott szamok Gsszege

Két szabélyos dobdkockaval dobunk. A dobott szdmok Gsszegének eloszlasa:

Dobott szamok &sszege
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Két kockadobas Gsszegének eloszlasa: lehetséges értékek és valdszinliségek



Diszkrét valdszinliségi valtozo eloszlasa
Definicié (Valésziniiségi valtozo)
Egy X : Q — R fiiggvény valésziniiségi valtozo, ha tetszbleges t valds szamra

{we: X(w) <t} eA

Definici6 (Diszkrét valésziniiségi valtozé)
Az X : Q — R valdsziniségi valtozé diszkrét, ha véges sok vagy megszamlalhato
sok értéket vesz fel.

V.

Definicié (Diszkrét valésziniiségi valtozé eloszlasa)

Legyenek az X valdsziniiségi valtozé lehetséges értékei x1,xz,... € R, és legyen

kaP(XZXk) (k:1,27...).

Ekkor az (x1, p1), (x2, p2), . .. sorozat az X valdszindségi valtozé eloszlasa.

llyenkor mindig teljesiil, hogy px > 0 minden k-ra, és >~ px = 1, azaz a (px)k>0
sorozat valésziniiségeloszlas (réviden: eloszlas).



Diszkrét valdszinliségi valtozo eloszlasa

Korabbi példa: X a fitk szdma harom gyerek koziil, mind
a 23 = 8 lehet6ség egyforman valészindi.

Ekkor X lehetséges értékei: 0,1,2,3.

P(X =0)=1/8; P(X=1)=3/8 P(X=2)=3/8 P(X=3)=1/8.

Mindezek alapjan X eloszlasa az alabbi sorozat:

(0,1/8),  (1,3/8),  (2.3/8),  (3,1/8).

Egyszer dobunk szabalyos dobdkockaval, jeldlje
Y a dobott szdmot. Ekkor Y eloszldsa:

(1,1/6),  (2,1/6),  (3,1/6),  (4,1/6),  (5,1/6),  (6,1/6).



Példa: a gyerekek szamanak eloszlasa.

0 1 2 3

Lehetséges értekek

Valésziniiségek
000 005 040 0.45 020 025 030 035

A fidk szdmanak eloszlasa: a lehetséges értékek és a hozzajuk tartozo valdsziniisé-
gek
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Valészinlségi valtozé eloszlasa
Definicié (Valésziniiségi valtozo)
Egy X : Q — R fiiggvény valésziniiségi valtozo, ha tetszbleges t valds szamra

{weQ: X(w) <t} e A,

vagyis tetszéleges t valos szamra a P(X < t) valésziniiség értelmes.

Nem feltétlenil diszkrét X : Q — R val6szin(iségi valtoz6 eloszlasa: Qx mérték,
melyre

Qx(B) =P(X € B),
ahol X C R megfelel6 feltételeket teljesité halmaz (Borel-halmaz).

Példaul: B = [a, b] intervallum esetén
QRx([a, b]) =P(X € [a, b]) = P(a < X < b).
Vagy B = (—o0, t] félegyenes esetén

Qx((—o0, t]) = P(X € (—o0, t]) = P(X < t).



Binomialis eloszlas

o n fiiggetlen kisérletet végziink;
@ mindegyik p valdsziniiséggel sikeriil;

@ X a sikeres kisérletek szama.



Binomialis eloszlas

o n fiiggetlen kisérletet végziink;
@ mindegyik p valdsziniiséggel sikeriil;

@ X a sikeres kisérletek szama.

Peéldaul:

@ Visszatevéses mintavétel

@ Egy felmérésben n = 1500 embert kérdeziink meg, egy adott kérdésre min-
denki a tobbiektdl fiiggetleniil p = 0,8 valdsziniiséggel valaszol. A valaszok
szama binomialis eloszlasa.

@ Egy biztosité n = 60000 iigyfele koziil mindenki a tSbbiektsl fiiggetleniil
p = 0,0001 valészinliséggel okoz balesetet egy adott évben. A balesetet
okoz¢ tigyfelek szama binomialis eloszlasa.

@ Tegyiik fel, hogy a nyar n = 92 napjanak mindegyikén a t6bbitdl figgetleniil
p = 0,02 valésziniiséggel lesz jéges6 egy adott helyen. A nyari jégesék szama
binomialis eloszlasa.



Binomialis eloszlas

@ n fiiggetlen kisérletet végziink;
@ mindegyik p valdsziniiséggel sikeriil;

@ X a sikeres kisérletek szama.



Binomialis eloszlas

@ n fliggetlen kisérletet végziink;
@ mindegyik p valdsziniiséggel sikeriil;
@ X a sikeres kisérletek szama.
Definicié
Az X valésziniiségi valtozé binomialis eloszlasa n renddel és p paraméterrel, ha

lehetséges értékei:
0,1,2,...,n,

és minden 0 < k < n egészre

P(x =) = ()o@ - o,

(n>1egeész, 0 < p <1.) Jelolés: Bin(n,p).




Példa: binomialis eloszlas

Bin(n=20, p=0,75)
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Binomialis eloszlas, n =20, p = 0,75.
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Példa: binomialis eloszlas

@ Egy felmérésben n = 1500 embert kérdeziink meg, egy adott kérdésre min-
denki a tobbiektsl figgetlenil p = 0,8 valdsziniiséggel valaszol. Ha X jeldli
a véalaszadok szamat, akkor tetszéleges 0 < k < 1500 esetén

1
P(k vélasz) = P(X = k) = (Z) p"(l _ p)n—k _ ( 5/?0)0,8" .0, 21500~k

Példaul

1500

IP(1200 vélasz) = P(X = 1200) = (1200

)0, 81299.0,2%% = 2,57%.

@ Visszatevéses mintavételnél a hazott fekete golyék szama (N golyd, ebbsl M
fekete, n-szer hazunk visszatevéssel) binomialis eloszlast n renddel és p =
M/N paraméterrel:

MK(N — M)"*

P(pontosan k fekete) = (Z) N



Hipergeometriai eloszlas

Definicié
Legyenek N, M, n pozitiv egészek agy, hogy 1 < n < M < N. Az X valésziniiségi

valtozé hipergeometriai eloszlasi, ha

]P(X:k):w

(»)

(k=0,1,...,n).




Hipergeometriai eloszlas

Definicié
Legyenek N, M, n pozitiv egészek agy, hogy 1 < n < M < N. Az X valésziniiségi

valtozé hipergeometriai eloszlasi, ha

p(x = k) = (B (k)

()

(k=0,1,...,n).

visszatevés nélkiili mintavételnél a hazott fekete golyék szama (N golyo,
ebbdl M fekete, n-szer huzunk visszatevés nélkiil).

Lottésorsolasnal a talalatok szama (X) hipergeometrikus eloszlasi N = 90, M =5,
n =5 paraméterekkel:

P(X = k) = P(k talalat) = ®GZ)

(¥)

k=0,1,2,3,4,5.




Példa: a hipergeometriai eloszlas

Hipergeometrikus eloszlas

0 1 2 3 4 5 6

Lehetseges értékek

Valészinliségek
000 005 010 015 020 025 030 035
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abra: Hipergeometriai eloszlas, N =20, M =9,n=17.



A hipergeometriai és binomialis eloszlas 6sszehasonlitasa

valoszinlségek
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Megfigyelések

Egy haztartasban él6k szama

3 4 5 6 i 8

Lehetséges értékek

Relativ gyakorisagok
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Egy haztartasban él6k szamanak hisztogramja (forras: KSH, 2011)



Geometriai eloszlas

Egy kdzvéleménykutatasban mindenki a t6bbiektél fliggetleniil 0, 2 valésziniiséggel
valaszol egy adott kérdésre. Jel6lje Y, hogy hany embert kell megkérdezni, mig
talalunk egy vélaszadét.

P(Y = 1) = P(az els6 ember valaszol) = 0, 2;

P(Y = 2) = P(az els6 nem valaszol, a masodik igen) =



Geometriai eloszlas

Egy kdzvéleménykutatasban mindenki a t6bbiektél fliggetleniil 0, 2 valésziniiséggel
valaszol egy adott kérdésre. Jel6lje Y, hogy hany embert kell megkérdezni, mig
talalunk egy vélaszadét.

P(Y = 1) = P(az els6 ember valaszol) = 0, 2;
P(Y = 2) = P(az els6 nem valaszol, a masodik igen) = 0,8 - 0, 2;

P(Y = 3) = P(az els6 kett6 nem valaszol, a harmadik igen) =



Geometriai eloszlas

Egy kdzvéleménykutatasban mindenki a t6bbiektél fliggetleniil 0, 2 valésziniiséggel
valaszol egy adott kérdésre. Jel6lje Y, hogy hany embert kell megkérdezni, mig
talalunk egy vélaszadét.

P(Y = 1) = P(az els6 ember valaszol) = 0, 2;
) = P(az elsé nem valaszol, a masodik igen) = 0,8 - 0, 2;

) = P(az elsé kettd nem vélaszol, a harmadik igen) = 0,82 - 0,2;
) = B(

= P(az els6 k — 1 nem vélaszol, a k. igen) =



Geometriai eloszlas

Egy kdzvéleménykutatasban mindenki a t6bbiektél fliggetleniil 0, 2 valésziniiséggel
valaszol egy adott kérdésre. Jel6lje Y, hogy hany embert kell megkérdezni, mig
talalunk egy vélaszadét.

P(Y = 1) = P(az els6 ember valaszol) = 0, 2;
) = P(az elsé nem valaszol, a masodik igen) = 0,8 - 0, 2;

) = P(az elsé kettd nem vélaszol, a harmadik igen) = 0,82 - 0,2;
) = B(

= P(az elsé k — 1 nem valaszol, a k. igen) = 0,81 .0,2.



Példa: geometriai eloszlas
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Az els6 hatos eloszlasa: geometriai eloszlas, p = 1/6, k = 10-ig
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Geometriai eloszlas

o fiiggetlen kisérleteket végziink;
@ mindegyik p valésziniiséggel sikeriil;

@ Y: hanyadik kisérlet az els6 sikeres.



Geometriai eloszlas

o fiiggetlen kisérleteket végziink;
@ mindegyik p valésziniiséggel sikeriil;
@ Y: hanyadik kisérlet az els6 sikeres.
Definicié
Az Y valésziniiségi valtozé geometriai eloszlasti p paraméterrel, ha lehetséges
értékei:
1,2,3...

és minden 1 < k egészre

P(Y = k)= (1L-p)"p.

(0 < p <1.) Jelolés: Geo(p). Masik elnevezés: Pascal-eloszlas.




Megfigyelések

Haztartasok és geometriai eloszlas
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geomedtriai eloszlds
«©
g
&~
[5
o
‘o
@
o |
iE, e |
% o
el
©
=
) I:| h
e .j d:l —_—l] =
1 2 3 4 5 6 7 8

Lehetséges értékek

Egy haztartasban él6k szdma és geometriai eloszlas p = = = 0, 423-vel
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Fliggetlenség
Definicié

Az X és Y diszkrét valosziniiségi valtozok fiiggetlenek, ha az X minden lehetséges
Xy értékére és az Y minden lehetséges y, értékére

PX =x,Y=y)=PX=x)-B(Y=y) (k/=1,2,...)

teljesiil.

Példaul: X az els6 dobas, Y a masodik dobas egy kockaval.
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P(X =3)-P(Y =5) =




Fliggetlenség

Definicié

Az X és Y diszkrét valosziniiségi valtozok fiiggetlenek, ha az X minden lehetséges
Xy értékére és az Y minden lehetséges y, értékére

P(X:Xk,Y:y/):P(X:Xk)-P(YZy/) (k,/=1,2,...)

teljesiil.

Példaul: X az els6 dobas, Y a masodik dobas egy kockaval.

P(X =3,Y =5)=P(X =3)-P(Y =5) = —.

Definicié
Az X és Y valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek, ha tetszéleges ty, t, szamokra

P(X <t,Y< t2) = P(X < t]_) P(Y < tz)

teljesiil.




Fliggetlenség
Definicié (Véges eset)
Azt mondjuk, hogy az Xy, ..., X, : Q — R valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek, ha

P(Xl <t1, X% <t...,X, < tn) = ]P)(X]_ < t]_) ]P)(Xz < tz)...P(Xn < tn)

teljesiil tetszéleges ty, to, . .., t, valés szamokra.

Definici6 (Végtelen eset)

Az Xq, X5, X3 ... valosziniiségi valtozék fiiggetlenek, ha kéziililk barmely véges so-
kat kivélasztva fiiggetlen valészindiségi valtozokat kapunk.

4

Allitas (Egész értékii eset)

Az Xi,..., X, : Q — Z valésziniiségi valtozék pontosan akkor fiiggetlenek, ha

P(Xy = ki, Xo = ko, ..., X = kn) = P(Xy = k1) - P(X = ko) ... P(X,, = ky)

teljesiil tetszéleges ki, ko, . .., k, egész szamokra.




Fliggetlenség

Fiiggetlen valészin(iségi valtozdkra példa:

@ Két kockadobasnal az els6ként és masodikként dobott szam.
@ A holnapi csapadékmennyiség Budapesten és New Yorkban.

@ Két taldlomra valasztott ember jovedelme.
Nem fiiggetlen valésziniiségi valtozokra példa:

@ Két kockadobasnal az elsé szdm és a két dobott szam Gsszege.
@ A holnapi csapadékmennyiség Budapesten és Budadrson.

@ Két taldlomra valasztott ember jovedelme 6t év malva.



Feltételes eloszlas

Legyen X diszkrét valdsziniiségi valtozo, lehetséges értékei xi, xa, ..., a hozzajuk
tartoz6 valoszintiségek: P(X = xx) = px. Legyen A pozitiv valésziniiségii esemény.
Ekkor az X-nek az A eseményre vonatkozo feltételes eloszlasa:

]P({Xk = Xk} N A)

Ekkor

azaz a (qx) sorozat is valdszin(iségeloszlas.

Masrészt az {X = x}, k =1,2,... események teljes eseményrendszert alkotnak.



