Unié6 valészintisége: példa (3. eléadas)

Egy 72000 f8s varosban harmincezer embernek van autdja, huszonotezernek
lakasa, tizenkétezernek mindkett6. Mennyi a valésziniisége, hogy egy vé-
letlenszeriien valasztott lakos az auté és a lakas koziil legalabb az egyikkel
rendelkezik?
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30000 25000 12000 43000
P(AUL) = P(A)+P(L)~P(ANL) = o005+ 75000~ 72000 — 72000 — 0%







Szitaformula
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P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C) —-P(ANnB)—-P(ANC)—-P(BNC)
+P(ANBNC)



A valészinliség tulajdonsagai
o Kiilonbség valdsziniisége:
P(A\ B) =P(A) —P(AN B),

mert A= (AN B)U(A\ B), ahol ez utébbi kizaré események unidja,
az additivitas hasznalhaté.



A valészinliség tulajdonsagai
o Kiilonbség valdsziniisége:
P(A\ B) =P(A) —P(AN B),

mert A= (AN B)U(A\ B), ahol ez utébbi kizaré események unidja,
az additivitas hasznalhaté.

e Szitaformula két eseményre (annak val6sziniiségét szamitjuk ki, hogy
A és B koziil legalabb az egyik bekovetkezik):

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B),

mert AUB = BU(A)\ B), ahol ez utdbbi kizaré események uniéja, az
additivitas hasznalhato, ezért

P(AUB) =P(B) +P(A\ B),

ezutan pedig a P(A\ B) kiszamitasara az els6 egyenletet hasznalhatjuk.



Szitaformula

Szitaformula két eseményre:
P(AuU B) =P(A) +P(B) —P(AN B),
Szitaformula harom eseményre:

P(AUBU C) =P(A) + P(B) + P(C) — P(AN B)—
—P(ANC)-P(BNC)+P(ANnBNC)



Szitaformula
Szitaformula két eseményre:

P(AuU B) =P(A) +P(B) —P(AN B),
Szitaformula harom eseményre:

P(AUBU C) =P(A) + P(B) + P(C) — P(AN B)—
—P(ANC)-P(BNC)+P(ANnBNC)

Szitaformula 4ltalanosan: az Aj, ..., A, események unidjanak (vagyis annak,
hogy legalabb az egyik bekovetkezik) a valésziniisége:

(UA) P(A1) + P(A) + ...+ B(A,) — P(A; N Ay) — P(A; N As)—

—...—P(An_lﬁAn)+P(AlﬂA2ﬂA3)+



Szitaformula

Annak valdsziniisége, hogy az A1, Ay, ..., A, események koziil legalabb az
egyik bekovetkezik:

(UA) P(A1) + P(A) + ...+ B(A,) — P(A; N Az) — P(Ay N As)—
—P(Ap—1NA,) +P(AL N AN A3) +
Vagyis:
P( U A,') = ZP(A,‘) - Z P(A,'l N A;2)+
i=1 i=1 1<ii<i<n

+ ) P(A, NA,NAL)-

1<ii<ir<iz<n

A (-1D)™P(A N NA))

= (—1)k+1 Z IP)(A;1 ﬁA;2 n... ﬂA,‘k).

1<in<ir<...<ik<n



Végtelen eseményterek

Q, az Gsszes lehetdség halmaza lehet véges, de lehet végtelen, példaul: az
atomok szama a vilagegyetemben sokmilliard év malva, a hémérséklet értéke
egy adott id6pontban vagy egy ember testmagassaga, kerekités nélkiil

Ha az Q eseménytér végtelen, legtdbbszér Q-nak nem minden részhalmaza
esemény, hanem csak bizonyos részhalmazok.

A: az események Osszessége, halmaza, ennek az alabbi feltételeket kell tel-
Jesitenie:
@ ha Ay, Ay, ... € A, akkor

0o
AAlUAUA3U... = UAnGA,
n=1

azaz megszamlalhaté sok esemény uniéja (ami azt jelenti, hogy legalabb
az egyik bekovetkezik) is esemény

e ha A € A, akkor Q\ A € A, azaz egy esemény komplementere/ellentett
eseménye (ami azt jelenti, hogy A nem kdvetkezik be) is esemény



A Kolmogorov-féle valészintiségi mez6

Definici6
Az (2, A,P) harmas Kolmogorov-féle valésziniiségi mezd, ha
o Q nem lires halmaz;
o ACP(Q), azaz minden A € A-ra A C Q ugy, hogy
(i) Qe A;
(i) haAi,As,... € A, akkor| ]~ A, € A (azaz megszamlalhato sok A-beli
elem unicja is A-beli);
(i) ha A € A, akkor Q\ A € A (azaz A-beli halmazok komplementere is
A-beli.
e P: A —[0,1] fiiggvény, melyre
() BQ) = 1;
(i) ha A1, As,...€ A ésmindenl < i< j-re AiNA; =0, akkor

IP( G A,,) - i]P’(An).

n=1 n=1




Fliggetlenség: példa

Két szabalyos dobdkockaval dobunk.

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
b1 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

A: az elsG dobas hatos; B: a masodik dobas hatos; A N B: mindkét dobas
hatos
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Az A és B események fiiggetlenek.
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Két szabalyos dobdkockaval dobunk.
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A: az els6 dobas hatos; C: az dsszeg 10; ANC: az els6 dobas hatos, a
masodik négyes



Fliggetlenség: példa
Két szabalyos dobdkockaval dobunk.

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 b5 b6
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobas hatos; C: az dsszeg 10; ANC: az els6 dobas hatos, a
masodik négyes

& =FANO #B(A) B = ¢

Az A és C események nem fiiggetlenek.



Fliggetlenség: példa
Két szabalyos dobdkockaval dobunk.
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A: az els6 dobas hatos; D: az 3sszeg 7; AN D: az elsé dobas hatos, a
masodik egyes



Fliggetlenség: példa
Két szabalyos dobdkockaval dobunk.

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobas hatos; D: az 3sszeg 7; AN D: az elsé dobas hatos, a
masodik egyes

2 = B(AN D) =P(A) -P(D) =

| =
| =

Az A és D események fiiggetlenek.



Fliggetlenség: példa

Egy 72000 f8s varosban harmincezer embernek van autéja, huszondtezernek
lakasa, tizenkétezernek mindkettd. Igaz-e, hogy az, hogy egy véletlenszeriien
valasztott lakos rendelkezik autéval, illetve lakassal, fiiggetlen egymastol?
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16,7% = —— =P(ANL) #P(A) - P(L) = ——= - ——— = 14,5%.
1% 72000 ( ) 7 B(A)-B(L) 72000 72000 5%




Fliggetlenség: példa

Egy 72000 f8s varosban harmincezer embernek van autéja, huszonotezernek
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16,7% =P(ANL) # P(A)-P(L) = 14,5% = nem fiiggetlen a két esemény.




Események fliggetlensége
Definicié
Az A, B € A események fiiggetlenek, ha

P(AN B) = B(A) - P(B).

Ha A, B € A események, és P(B) > 0 teljesiil: A és B pontosan akkor
fuggetlenek, ha P(A|B) = P(A), hiszen

P(AN B)

PAIB) = 5

=P(A) < P(ANB)=P(A)-P(B).




Események fliggetlensége
Definicié
Az A, B € A események fiiggetlenek, ha

P(AN B) = B(A) - P(B).

Ha A, B € A események, és P(B) > 0 teljesiil: A és B pontosan akkor
fuggetlenek, ha P(A|B) = P(A), hiszen

P(ANB)

PAIB) = 5

=P(A) < P(ANB)=P(A)-P(B).

Hiazunk egy lapot egy magyarkartya-csomagbdl , mindet azonos
valésziniiséggel (32 lap, 8 piros, 4 4sz). A: piros, B: asz.

PA) =, E(B)=y  FANB)= 3i2

Tehat A és B fiiggetlenek.



Fliggetlenség

Definicié (Fliggetlenség)

Az A1, Ag, ..., Ap € A véges sok esemény fliggetlen, ha minden1 < k < n-
reésl <ip <ip<...<Iix<n indexsorozatra

P(A,‘l N Afz n...N Aik) = ]P(A,‘l )IP)(A,'Z) e ]P)(A,'k).

Az A1, Az, ... € A végtelen sok esemény fiiggetlen, ha tetszblegesen kiva-
lasztva véges sokat koéziiliik fiiggetlen eseményeket kapunk.




Fliggetlenség

Definicié (Fliggetlenség)

Az A1, Ag, ..., Ap € A véges sok esemény fliggetlen, ha minden1 < k < n-
reésl <ip <ip<...<Iix<n indexsorozatra

P(A,‘l N Afz n...N Aik) = ]P(A,‘l )IP)(A,'Z) e ]P)(A,'k).

Az A1, Az, ... € A végtelen sok esemény fiiggetlen, ha tetszblegesen kiva-
lasztva véges sokat koéziiliik fiiggetlen eseményeket kapunk.

Definicié (Paronkénti fiiggetlenség)

Az A1, Ay, ... € A események paronként fiiggetlenek, ha minden1 < i < j
esetén A; és A; fiiggetlenek, azaz

]P’(A,' N AJ') = P(A,)P(Aj)




Paronkénti fliggetlenség

Ha az A1, Ay, ..., A, események fliggetlenek, akkor paronként fiiggetlenek.
De: a paronkénti fiiggetlenségbdl nem kovetkezik a fliggetlenség; a fenti
definiciéban nem elég a paronkénti szorzatokat megvizsgalni.

Szabalyos dobdkockaval kétszer dobunk. Legyen

A: az els6 dobas paros. B: a masodik dobas paros. C: a két dobas dsszege
paros.

P(A) =P(B) =P(C) =1/2.
P(ANB)=P(ANC)=P(BNC)=1/4.

Ugyanakkor, ha az elsé és a masodik dobas paros, akkor a két dobas Gsszege
is biztosan paros, igy

P(ANBNC)=1/4+£1/2-1/2-1/2 = P(A) - P(B) - P(C).

Tehat: A, B, C paronként fliggetlenek, de nem fiiggetlenek.



Hazi feladat oktéber 2-ig

Egy szabalyos dobdkockaval dobunk hdromszor egymas utédn. Tekinstiik az
alabbi eseményeket:

A: legalabb két hatos dobas van

B: a dobott szamok &sszege harommal oszthaté
C: a dobott szamok &sszege tobb 15-nél

(a) Fiiggetlen-e A és B?

(b) Fliggetlenek-e az A, B és C események?

(c) Egy dobdkockaval ismételjik meg ezt a kisérletet (harom kockadobas)
hiszszor. Mennyiaz A, B, C, ANB, ANBNC események relativ gyakorisaga?



Fliggetlenség: tulajdonsagok és példak

@ holnap Budapesten és New Yorkban is lesz csapadék:
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Fliggetlenség: tulajdonsagok és példak

@ holnap Budapesten és New Yorkban is lesz csapadék: fiiggetlenek
@ holnap Budapesten és Budadrson is lesz csapadék: nem fiiggetlenek

@ egy véletlenszer(ien valasztott ember Budapesten lakik, illetve kék a
szeme: fliggetlenek

@ egy véletlenszer(ien valasztott magyar ember Budapesten lakik, illetve
diplomas: nem fiiggetlenek

Tulajdonsagok

@ egymas utani kisérletek eredménye fiiggetlen, ha a korabbiak nem be-
folyasoljak a késébbieket

@ visszatevéses mintavételnél a kapott eredmények fiiggetlenek, visszate-
vés nélkiilinél nem fiiggetlenek

e ha A és B kizaréak (AN B = (), azaz nem kdvetkezhetnek be egyszerre)
és fiiggetlenek is, akkor A vagy B val6sziniisége 0



Valészindségi valtozék
események (egy kisérlet eredményéhez igen vagy nem tartozik):

@ holnap lesz csapadék Budapesten

@ egy véletlenszeriien valasztott magyar ember Budapesten lakik

@ egy véletlenszerien vélasztott magyar ember 500000 forintnal tébbet
keres



Valészindségi valtozék
események (egy kisérlet eredményéhez igen vagy nem tartozik):

@ holnap lesz csapadék Budapesten

@ egy véletlenszeriien valasztott magyar ember Budapesten lakik

@ egy véletlenszerien vélasztott magyar ember 500000 forintnal tébbet
keres

valészin(iségi valtozék (egy kisérlet eredményéhez egy szam tartozik):

@ a holnap lehull6 csapadék mennyisége
@ egy véletlenszeriien valasztott magyar ember lakcimének iranyitészama

@ egy véletlenszeriien valasztott magyar ember brutté keresete



Valészindségi valtozék
események (egy kisérlet eredményéhez igen vagy nem tartozik):

@ holnap lesz csapadék Budapesten
@ egy véletlenszeriien valasztott magyar ember Budapesten lakik

@ egy véletlenszerien vélasztott magyar ember 500000 forintnal tébbet
keres

valészin(iségi valtozék (egy kisérlet eredményéhez egy szam tartozik):

@ a holnap lehull6 csapadék mennyisége
@ egy véletlenszeriien valasztott magyar ember lakcimének iranyitészama

@ egy véletlenszeriien valasztott magyar ember brutté keresete

kérdések val6szintiségi valtozokrél: mennyi a valdsziniisége, hogy holnap leg-
feljebb 5 mm csapadék esik, mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlensze-
riien valasztott magyar ember legfeljebb brutté 500000 forintot keres



Valészintiségi valtozo

Definicié (Valészintiségi valtozo)
Egy X : Q — R fiiggvény valbsziniiségi valtozo, ha tetszéleges t valds

szamra

{weQ: X(w) <t}eA,

vagyis tetszéleges t valds szamra a P(X < t) valdsziniség értelmes.




Valészintiségi valtozo

Definicié (Valészintiségi valtozo)
Egy X : Q — R fiiggvény valbsziniiségi valtozo, ha tetszéleges t valds

szamra

{we: X(w)<t}eA,

vagyis tetszéleges t valés szamra a P(X < t) valdsziniiség értelmes.

Valakinek harom gyereke sziiletik. Legyen X a fidk szama. Ekkor
Q = {FFF,FFL,FLF,FLL,LFF,LFL,LLF, LLL};
X(LLL)=0;  X(LLF) = X(LFL) = X(FLL) = 1;
X(FFL) = X(FLF) = X(LFF) =2; X(FFF) = 3.
Ekkor P(X =0) = 1/8,P(X = 1) = 3/8,P(X =2) =3/8,P(X =3) =
1/8.



