Halmazok és részhalmazok (2. el6adas)

Legyen Q = {a1,a,...,a,} egy véges halmaz.
Az Q elemei: a; € Q, a» € Q, stb.

Az Q részhalmazai: A C Q részhalmaza -nak, ha A egy olyan halmaz, melynek
minden eleme Q-nak is eleme. Példaul: A = {ay,a3,as} C Q.

Példaul: Q = {1,2,3,4,5}, ekkor A = {2,4} C Q részhalmaza Q-nak, de B =
{2,4,6} nem részhalmaza Q-nak.

Az Q ={1,2,3,4,5} részhalmazai: () (iires halmaz, ez minden halmaznak a részhal-
maza), {1},{2},...,{5},{1,2},{1,3},...,{1,3,4,5},{2,3,4,5},{1,2,3,4,5}.

Osszesen 25 = 32 részhalmaza van: mind az 6t elemrél kiilon-kiilon eldonthet;jiik,
hogy bekeriiljon-e a részhalmazba.

Altalaban, egy n elemii halmaznak 2" részhalmaza van. Példaul egy egyelem(inek 2
(az Ures és sajat maga), egy kételem(inek 4, egy haromelem(inek 8, és igy tovabb.



Leszamlalasok és jelolések

nl =

_ n\ ' n(n—1)...(n—k+1)
n-(n—1)-(n—2)-...2-1; <k> T K(n— k) k(k—1)...2-1 ’

n targyat nl-féleképpen lehet sorrendbe tenni.

n targy koziil k darabot visszatevés nélkiil n(n—1)...(n— k + 1)-féleképpen
lehet hazni, ha figyelembe vessziitk a sorrendet: az els§ n-féle, a masodik
n — 1-féle lehet (akarmi volt az elsé), a harmadik n — 2-féle lehet (akarmi volt
az els6 kettd), és igy tovabb

n targy kozil egy k darabbdl allé csoportot (Z)—féleképpen lehet kivalasztani
(itt a kivalasztas sorrendje nem szamit)

ha n egyméas utani kisérlet mindegyikénél k lehetGség van, akkor az Gsszes
lehet8ség szdma a sorrendet is figyelembe véve

n-n-...~n:nk.

Példaul egy kockadobas hatféle lehet, ketté 36-féle, hdrom 6 - 6 - 6-féle, n
kockadobas 6"-féle.



Tulajdonsagok

B-6"0 @)=s)= (-7
(,'\7,)—0, ha N> .

(x +y)? = x% + 2xy + y? altalanositasa a binomialis tétel:

n n
(x+y)"=x"+nx"ty + (2>X”2y2 +...+ <k>xky"k + o xy" 4y
Kovetkezmény x = y = 1-re:

(o) Q) @) () (02 ()

Ez éppen egy n elem( halmaz részhalmazainak szdma, a jobb oldalon aszerint
csoportositva, hogy hany elemiik van.



Multinomialis/polinomialis tétel

@ (x+y)?=x>+2xy +y?
@ (x+y+2zP2=x>+y?>+22+2xy +2xz+2yz
@ (x+y)?=x3+3x%y +3xy2 + 3



Multinomialis/polinomialis tétel

o (x+y)2=x>+2xy+y?

@ (x+y+2zP2=x>+y?>+22+2xy +2xz+2yz
@ (x+y)?=x3+3x%y +3xy2 + 3
@ altalanosan:
(x1 +x2 + +Xk)"zzn—!~xi‘~xi2~...~xik
IR R R ko
ahol 6sszegziink az Gsszes olyan (i1, f, . . ., ix) pozitiv egészekbdl all6 sorozat-

ra, melyre iy +ip + ...+ iy = n.



Példa: visszatevés nélkili mintavétel

Egy osztalyban 8 lany és 25 fiG van. Egy felméréshez véletlenszer(ien kivalaszta-
nak egy hatfés csapatot koziiliik (minden hatfés csoportot azonos valésziniiséggel

valasztanak). Mennyi a valésziniisége, hogy a kivalasztott csapatban pontosan két
lany van?



Példa: visszatevés nélkili mintavétel

Egy osztalyban 8 lany és 25 fiG van. Egy felméréshez véletlenszer(ien kivalaszta-
nak egy hatfés csapatot koziiliik (minden hatfés csoportot azonos valésziniiséggel

valasztanak). Mennyi a valésziniisége, hogy a kivalasztott csapatban pontosan két
lany van?

8\ . (25
P(pontosan két lany) = M =0, 319.




Példa: visszatevés nélkili mintavétel

Egy osztalyban 8 lany és 25 fiG van. Egy felméréshez véletlenszer(ien kivalaszta-
nak egy hatfés csapatot koziiliik (minden hatfés csoportot azonos valésziniiséggel
valasztanak). Mennyi a valésziniisége, hogy a kivalasztott csapatban pontosan két

lany van?
8\ (25
P(pontosan két lany) = M =0, 319.

Emlékeztets: n dolog koziil k kiilonbozét (Z)—féleképpen lehet kivalasztani, ha
a sorrend nem szamit. Ezért (3°)-féleképpen vélaszthatjuk ki a hatfés csapatot.
Ezek a lehet8ségek egyforman valészindek, ez egy klasszikus valésziniiségi mezé.
Masreszt, (3)-feleképpen dénthetjiik el, hogy melyik két lany keriiljon, és (%)-
féleképpen azt, hogy melyik négy fia. Mivel a lanyok barmilyen valasztasdhoz a
filk tetsz6leges valasztasa megfelels, a kedvez esetek szamat a két érték szorzata
adja.



Példa: visszatevés nélkiili mintavétel
8 lany, 25 fig, hatfés csapatot valasztanak.

(2) ) (62—5k)

P(pontosan k lany) = 3 , k=0,1,2,...,6.
(5)
Hipergeometrikus eloszlas
g J I I I . ]
0 1 2 3 4 5 6

Lehetséges értékek

A lany csapattagok szamanak eloszlasa: lehetséges értékek és valdsziniiségek



Visszatevés nélkili mintavétel

Egy osztdlyban 8 lany és 25 fit van. Egy felméréshez véletlenszeriien kivalaszta-
nak egy hatfés csapatot koziiliik (minden hatfés csoportot azonos valésziniiséggel
valasztanak). Mennyi a valésziniisége, hogy a kivalasztott csapatban pontosan k
lany van?



Visszatevés nélkili mintavétel

Egy osztdlyban 8 lany és 25 fit van. Egy felméréshez véletlenszeriien kivalaszta-
nak egy hatfés csapatot koziiliik (minden hatfés csoportot azonos valésziniiséggel
valasztanak). Mennyi a valésziniisége, hogy a kivalasztott csapatban pontosan k
lany van?

8 25
M (k=0,1,2,...,6).

(¥)

P(pontosan k lany) =




Visszatevés nélkili mintavétel

Egy osztdlyban 8 lany és 25 fit van. Egy felméréshez véletlenszeriien kivalaszta-
nak egy hatfés csapatot koziiliik (minden hatfés csoportot azonos valésziniiséggel
valasztanak). Mennyi a valésziniisége, hogy a kivalasztott csapatban pontosan k
lany van?

8 25
(k) ) (ﬁ—k)
33
(%)
Egy dobozban N golyé van, koéziilik M fekete, a tobbi fehér. Visszatevés nélkiil
kihaznak n darabot (minden hizasnal minden, még a dobozban lévs goly6t azonos

val6sziniiséggel valasztva). Tegyiik fel, hogy n < M és n < N — M. Annak
valészin(isége, hogy pontosan k darab fekete goly6t haznak ki:

() - (22
(%)

Megjegyzés: a kihizott fekete golyék szama hipergeometrikus eloszlasa.

P(pontosan k lany) = (k=0,1,2,...,6).

P(pontosan k fekete) = (k=0,1,2,...,n).



Visszatevéses mintavétel

Egy osztalyban 14 lany és 22 fiG van. A tanar minden fizikaéran kivalaszt egy
felel6t, minden alkalommal mindenkit azonos val6szin(iséggel valasztva (egy didk
tobbszor is felelhet). Mennyi annak valésziniisége, hogy hat egymas utani fizika-
6rabél pontosan két olyan van, amikor lany felel?



Visszatevéses mintavétel

Egy osztalyban 14 lany és 22 fiG van. A tanar minden fizikaéran kivalaszt egy
felel6t, minden alkalommal mindenkit azonos val6szin(iséggel valasztva (egy didk
tobbszor is felelhet). Mennyi annak valésziniisége, hogy hat egymas utani fizika-
6rabél pontosan két olyan van, amikor lany felel?

6> 142 . 224

o) g5 = 0316

P(pontosan két lany) = (




Visszatevéses mintavétel

Egy osztalyban 14 lany és 22 fiG van. A tanar minden fizikaéran kivalaszt egy
felel6t, minden alkalommal mindenkit azonos val6szin(iséggel valasztva (egy didk
tobbszor is felelhet). Mennyi annak valésziniisége, hogy hat egymas utani fizika-
6rabél pontosan két olyan van, amikor lany felel?

6> 142 . 224

o) g5 = 0316

P(pontosan két lany) = (

A hat 6ra mindegyikén 36-féleképpen lehet a felel6t kivalasztani, igy 36° lehet&ség
van Gsszesen, amik egyforman valészintek (ez is klasszikus valdsziniiségi mezg).
Ezutan megszamoljuk, hogy hany j6 eset van. (3)-féleképpen vélaszthatjuk ki, hogy
melyik két fizikadran fog lany felelni. Ezen a két 6ran 14, a tobbi 4 6ran 22 lehetGség
van a felel§ kivalasztasara. Barmelyik valasztads barmelyikkel kombinalhatd, ezért
jelenik meg a fenti szorzat.



Visszatevéses mintavétel

Egy osztalyban 14 lany és 22 fiG van. A tanar minden fizikadran kivalaszt egy
felel6t, minden alkalommal mindenkit azonos val6szin(iséggel valasztva (egy didk
tobbszor is felelhet). Mennyi annak valésziniisége, hogy hat fizikadrabél pontosan

k olyan van, amikor lany felel?



Visszatevéses mintavétel

Egy osztalyban 14 lany és 22 fiG van. A tanar minden fizikadran kivalaszt egy
felel6t, minden alkalommal mindenkit azonos val6szin(iséggel valasztva (egy didk
tobbszor is felelhet). Mennyi annak valésziniisége, hogy hat fizikadrabél pontosan
k olyan van, amikor lany felel?

14k . 2267k
P(pontosan k lany) = <2> 36 (k=0,1,2,...,6).




Visszatevéses mintavétel

Egy osztalyban 14 lany és 22 fiG van. A tanar minden fizikadran kivalaszt egy
felel6t, minden alkalommal mindenkit azonos val6szin(iséggel valasztva (egy didk
tobbszor is felelhet). Mennyi annak valésziniisége, hogy hat fizikadrabél pontosan
k olyan van, amikor lany felel?

K o6k
6)”22 (k=0,1,2,....6).

P(pontosan k lany) = <k 366

Egy dobozban N golyé van, koziilik M fekete, a tobbi fehér. Visszatevéssel
kihaznak n darabot (minden hizasnal mind az N goly6t azonos valdszinliséggel
valasztva). Annak valésziniisége, hogy pontosan k hizasnal jon fekete:

M¥ - (N — M)k
Nn

P(pontosan k fekete) = (Z) (k=0,1,2,...,n).

Megjegyzés: a kihizott fekete golyék szdma binomialis eloszlasi.



Feltételes valészintiség

Gabornak harom gyereke van. Feltéve, hogy pontosan egy fia van, mennyi
a valésziniisége, hogy a kozépsé gyermeke fia?



Feltételes valészintiség

Gabornak harom gyereke van. Feltéve, hogy pontosan egy fia van, mennyi
a valésziniisége, hogy a kozépsé gyermeke fia?

A: a kozépss gyerek fia; B: pontosan egy fit van.
. 1
P(A) = P(a kdzépss fi) = 5
A P(A|B) feltételes valésziniiséget igy szamolhatjuk ki:

PN, . P(ANB P(LFL
P(a kozéps6 fialegy fia van) = (]P’(B) ) = ]P’(FLL(LFL)LLF) =

=1/3.

o|w|oo|—



Feltételes valészintiség

Gabornak harom gyereke van. Feltéve, hogy pontosan egy fia van, mennyi
a valésziniisége, hogy a kozépsé gyermeke fia?

A: a kozépss gyerek fia; B: pontosan egy fit van.
. 1
P(A) = P(a kdzépss fi) = 5
A P(A|B) feltételes valésziniiséget igy szamolhatjuk ki:

PN, . P(ANB P(LFL
P(a kozéps6 fialegy fia van) = (]P’(B) ) = ]P’(FLL(LFL)LLF) =

=1/3.

o|w|oo|—

Definici6 (Feltételes valésziniiség)

Legyenek A, B € A események, és tegyiik fel, hogy P(B) > 0. Az A esemény B-re
vonatkozo feltételes valdsziniisége:

P(AN B)

P(AIB) = —prp)




Feltételes valészintiség: példa

Egy 72000 f6s varosban harmincezer embernek van autdja, huszonttezernek lakasa,
tizenkét ezernek mindkett6. Egy véletlenszeriien valasztott lakosrdl tudjuk, hogy

van auté6ja. Erre vonatkozéan mennyi a feltételes val6sziniisége, hogy az illeténak
van lakasa?

ﬁzooo 6 \

30000 auté




Feltételes valészintiség: példa

Egy 72000 f6s varosban harmincezer embernek van autdja, huszonttezernek lakasa,
tizenkét ezernek mindkett6. Egy véletlenszeriien valasztott lakosrdl tudjuk, hogy

van auté6ja. Erre vonatkozéan mennyi a feltételes val6sziniisége, hogy az illeténak
van lakasa?

ﬁzooo 6 \

30000 auté

\_ J

p(La) = F(LNA) _ 12000/72000 _ 12000 25000

- = =40% > P(L) = ==—— = 34,7%.
P(A) 30000,/72000 ~ 30000 %> P(L) = 23000 K




Bayes-tétel: példa

Tegyiik fel, hogy egy varos lakossaganak 36%-a rendelkezik diplomaval,
42%-a érettségivel (mint legmagasabb végzettség), a tobbiek egyikkel sem. A
diploméasok 23%-a, az érettségizettek 21%-a, az érettségivel nem rendelkezék 10%-
anak van sajat autgja.

@ Mennyi a valészin(isége, hogy egy véletlenszeriien valasztott lakos sajat auté-
val rendelkezik?

@ A véros egyik lakosa elarulja, hogy van sajat autéja. Ez alapjan mennyi a
feltételes valosziniisége, hogy az illets diploméaval rendelkezik?



Bayes-tétel: példa

Tegyiik fel, hogy egy varos lakossaganak 36%-a rendelkezik diplomaval,
42%-a érettségivel (mint legmagasabb végzettség), a tobbiek egyikkel sem. A
diploméasok 23%-a, az érettségizettek 21%-a, az érettségivel nem rendelkezék 10%-
anak van sajat autogja.

A: aut6; B;: diploma; By: érettségi; B3: nem érettségizett

P(A) =P(ANB)+P(ANBy) +P(AN Bs3) =
= P(A|B1)P(By) + P(A|B>)P(B,) + P(A|B3)P(Bs) =
—0,23-0,36+0,21-0,42+0,1-0,22 = 19, 3%.

Vagyis egy véletlenszeriien valasztott lakos 19, 3% val6sziniiséggel rendelkezik sajat
autéval.



Bayes-tétel: példa

Tegyiik fel, hogy egy varos lakossaganak 36%-a rendelkezik diplomaval,
42%-a érettségivel (mint legmagasabb végzettség), a tobbiek egyikkel sem. A
diploméasok 23%-a, az érettségizettek 21%-a, az érettségivel nem rendelkez8k 10%-
anak van sajat autgja.

A: auto; B;: diploma; By: érettségi; B3: nem érettségizett

B P(A|B1)P(By) _
P(B1|A) = P(A|B1)P(By) + P(A|B2)P(Bs) + P(A|B3)P(Bs) B
0,23-0,36

T 0,23-0,3610,21-0,42+0,1-0,22

= 42,9%.

Vagyis egy autéval rendelkez lakosnak 42, 9% val6sziniiséggel van diploméaja. Ez
nagyobb a diplomasok aranyanal (36%), hiszen a diploméasok kdzétt nagyobb az
autésok aranya, mint a teljes népességben.



Teljes eseményrendszer

Definicié (Teljes eseményrendszer)

A Bi,B,,... € A (véges vagy megszamlilhaté sok) esemény egyiittesét teljes
eseményrendszernek nevezziik, ha

(i) U2, Bi = Q, azaz minden elemi esemény szerepel valamelyik eseményben;

(i) BiN Bj = 0 teljesiil minden 1 < i < j-re, azaz paronként kizaréak, semelyik
elemi esemény nem szerepel egyszerre két eseményben is;

(iii) P(B;) > 0 minden i =1,2,...-re, azaz mindegyiknek pozitiv a valdsziniisége.




Teljes eseményrendszer

Definicié (Teljes eseményrendszer)

A Bi,B,,... € A (véges vagy megszamlilhaté sok) esemény egyiittesét teljes
eseményrendszernek nevezziik, ha

(i) U2, Bi = Q, azaz minden elemi esemény szerepel valamelyik eseményben;

(i) BiN Bj = 0 teljesiil minden 1 < i < j-re, azaz paronként kizaréak, semelyik
elemi esemény nem szerepel egyszerre két eseményben is;

(iii) P(B;) > 0 minden i =1,2,...-re, azaz mindegyiknek pozitiv a valdsziniisége.

Tétel (Teljes valészintiség tétele)

Legyen A € A tetszbleges esemény, By, Bs, . .. pedig teljes eseményrendszer. Ekkor

P(A) = P(A|B1)P(By1) +P(A|B2)P(B2) + P(A|B3)P(B3) +. .. = iP(A|Bi)P(Bi)-
i=1

v




Bayes-tétel

Tétel (Teljes valészintiség tétele)

Legyen A € A tetszbleges esemény, By, Bs, . .. pedig teljes eseményrendszer. Ekkor

P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(B2) + P(A|B3)P(B3) +. .. = iP(A|Bi)P(Bi)-

i=1

Tétel (Bayes-tétel)

Legyen A € A olyan esemény, melyre P(A) > 0, By, B, ... pedig teljes esemény-
rendszer. Ekkor minden k = 1,2, .. .-re teljesiil, hogy

- P(A|Bi)P(Bx)
P(Bx|A) = P(A|B;)P(By) + P(A|B:)P(Bs) + P(A[B3)P(Bs) + . ..
__ P(A[B)P(Bx)
S 2L PAIB)P(B;)




Bayes-tétel: példa

Hanna satorozni megy Sopronba. Az alabbi tablazat mutatja, hogy adott
mennyiségii csapadék esetén mennyi valdsziniiséggel azik be a satra, illetve az el6-
rejelzés szerint mennyi az adott csapadékmennyiség valdsziniisége.

csapadék (mm) 0(B1) 0-5(B) 5-10(Bs;) 10-nél tdbb (B4)
beazas val6sziniisége 0 15% 35% 60%
elérejelzés 40% 10% 30% 20%

@ Mennyi annak valésziniisége, hogy holnap beazik Hanna satra?

@ Masnap Hanna a beazott satorrdl kiild képeket. Mennyi annak valdszin(isége,
hogy Sopronban tébb mint 10 mm esé esett ezen a napon?



Bayes-tétel: példa

Hanna satorozni megy Sopronba. Az aldbbi tablazat mutatja, hogy adott
mennyiségli csapadék esetén mennyi valdsziniiséggel azik be a satra, illetve az el6-
rejelzés szerint mennyi az adott csapadékmennyiség val6sziniisége.

csapadék (mm) 0(By) 0-5(B;) 5-10(Bs) 10-nél tdbb (By,)
beazas val6sziniisége 0 15% 35% 60%
elérejelzés 40% 10% 30% 20%

A: Hanna satra beazik. A Bj, By, Bs, B, teljes eseményrendszer, mert ezek koziil
pontosan az egyik kovetkezik be (a B-t Ggy értve, hogy van csapadék, de nem
tobb 5 mm-nél). Alkalmazhatjuk a teljes val6sziniiség tételét:

P(A) = P(A|B1)P(By) + P(A|B2)P(B2) + P(A|B3)P(B3) + P(A|Bs)P(Ba)
—0.0,340,15-0,140,35-0,3+0,6-0,2 = 0,24 — 24%.

Vagyis Hanna satra 24% valdszintiséggel azik be.



Bayes-tétel: példa

Hanna satorozni megy Sopronba. Az alabbi tablazat mutatja, hogy adott
mennyiségii csapadék esetén mennyi valdsziniiséggel azik be a satra, illetve az el6-
rejelzés szerint mennyi az adott csapadékmennyiség val6sziniisége.

csapadék (mm) 0(B1) 0-5(By) 5-10(Bs;) 10-nél tdbb (B4)
beazas valosziniisége 0 15% 35% 60%
elérejelzés 40% 10% 30% 20%

Mar lattuk, hogy P(A) > 0, By, Ba, Bs, By pedig tovabbra is teljes eseményrendszer,
igy alkalmazhatjuk Bayes tételét:

) B(AIB)2(B) _
P(BlA) = BralBP(B) + ... + P(AIB)P(Ba)
0,6-0,2 ~ 0,12

~0.0,3+0,15-0,1+0,35-0,3+0,6-0,2 0,24

=50%.

Vagyis feltéve, hogy bedzott a sator, 50% val6szintiséggel volt 10 mm-nél tébb
csapadék.



Hazi feladat szeptember 25-ig

Legalabb tizen6t ismerGsrél jegyezziik fel a nemiiket, és azt, hogy bal— vagy jobbkezesel
e. Készitsiink tablazatot az eredményekrél a négy lehetSség (balkezes férfi stb.)
gyakorisagaval, majd becsiiljiilk meg az alabbi valésziniiségeket a relativ gyakorisa-
gok segitségével:

@ annak valésziniisége, hogy valaki balkezes

@ annak valésziniisége, hogy valaki balkezes, feltéve, hogy férfi

© annak valésziniisége, hogy valaki jobbkezes, feltéve, hogy né

@ annak valésziniisége, hogy valaki férfi, feltéve, hogy balkezes

@ annak valésziniisége, hogy valaki férfi, feltéve, hogy jobbkezes

Q@ annak valdsziniisége, hogy valaki a ,,n8" és a ,,jobbkezes” tulajdonsidgok koziil
legalabb az egyikkel rendelkezeik



