Az atlag konvergenciaja (12. el6adas)

Az atlag valtozasa
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A [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasbél vett minta atlaga n = 500-ig



Konvergenciafajtak
Definicié

A Zy, 25, ..., valészintiségi valtozékbdl allé sorozat sztochasztikusan konvergal
az Z valésziniiségi valtozéhoz, ha minden € > 0-ra

P(|Z,—Z|>¢e)—0

teljesiil n — oo esetén.




Konvergenciafajtak

Definicié

A Zy, 25, ..., valészintiségi valtozékbdl allé sorozat sztochasztikusan konvergal
az Z valésziniiségi valtozéhoz, ha minden € > 0-ra

P(|Z,—Z| >¢)—0

teljesiil n — oo esetén.

Definicié
A 71,2, ..., valésziniségi valtozokbdl allé sorozat 1 valésziniiséggel konvergal
az Z val6bsziniségi valtozéhoz, ha

Pw e Q: Zy(w) = Z(w) n — oo esetén) = 1.




Konvergenciafajtak

Definicié

A Zy, 25, ..., valészintiségi valtozékbdl allé sorozat sztochasztikusan konvergal
az Z valésziniiségi valtozéhoz, ha minden € > 0-ra

P(|Z,— Z| > ¢) = 0

teljesiil n — oo esetén.

Definicié
A 71,2, ..., valésziniségi valtozokbdl allé sorozat 1 valésziniiséggel konvergal
az Z val6bsziniségi valtozéhoz, ha

Plwe Q: Zy(w) = Z(w) n — oo esetén) = 1.

Ha Z, — Z teljesiil 1 valészin(iséggel, akkor Z, — Z sztochasztikusan.

Lehetséges, hogy Z, — Z sztochasztikusan, de Z, nulla valdsziniiséggel konver-
gens.




A nagy szamok torvényei

Tétel (A nagy szamok gyenge torvénye)

Legyenek Xi,Xa, ... olyan valdszindségi valtozék, melyek fiiggetlenek és azonos
eloszlasuak. Tegyiik fel, hogy D(X1) < co. Ekkor minden € > 0 esetén

P(|X, —E(X1)| >¢) =0 (n — 00),

azaz X, — E(Xy) sztochasztikusan.




A nagy szamok torvényei

Tétel (A nagy szamok gyenge torvénye)

Legyenek Xi,Xa, ... olyan valdszindségi valtozék, melyek fiiggetlenek és azonos
eloszlasuak. Tegyiik fel, hogy D(X1) < co. Ekkor minden € > 0 esetén

P(|X, —E(X1)| >¢) =0 (n — o),

azaz X, — E(X;) sztochasztikusan.

Tétel (A nagy szamok erGs torvénye)

Legyenek X1, Xo, ... valésziniiségi valtozék, melyek fiiggetlenek és azonos eloszla-
stak. Tegyiik fel még, hogy m = E(Xy) < oo. Ekkor

Yn:X1+X2+...+Xn

n —>E(X1) =m

teljesiil 1 valoszindiséggel n — oo esetén.

A maésodik esetben gyengébb feltevésbdl erGsebb allitas kovetkezik.




Normalis eloszlas

Normalis eloszlas

gyakorisagok

000 002 004 006 008 010 012 014

énekek

Szaz fliggetlen normalis eloszlast valdszindiségi valtozd hisztogramja és a siiriiség-
fliggvény (m=10,0 = 3,Xx = 9,88, s = 2,58)

o 5 = = £ DA



Normalis eloszlasok atlaga

Ezer normalis eloszlas atlaga

gyakorisagok

I T T T 1
98 99 10.0 101 102

értekek

Szazelemi{i minta az alabbi eloszlasbél: n = 1000 fiiggetlen normalis eloszlasa
(m = 10,0 = 3) valészinliségi valtozé atlaga és az N(10,3/+/1000) normalis
eloszlas sirliségfiiggvénye (x = 9,99,sF =0,084,0/4/n = 0,095) - - .-



Normalis eloszlasok atlaga

Legyenek X, Y fiiggetlenek, normélis eloszldstak: X ~ N(my,02),Y ~ N(my,03).
Ekkor a kovetkez6k igazak:
@ X + b eloszlasa normaélis, my + b varhaté értékkel és o szérassal;

@ aX eloszlasa normalis amy varhat6 értékkel és |ajo szérassal;

@ X + Y eloszlasa normalis, my + m, varhaté értékkel és \/of + o3 szérassal.

Emlékeztets: E(X + Y) = E(X) + E(Y), és ha X és Y fiiggetlenek, akkor
D?(X + Y) = D*(X) + D?(Y).



Normalis eloszlasok atlaga

Legyenek X, Y fiiggetlenek, normélis eloszldstak: X ~ N(my,02),Y ~ N(my,03).
Ekkor a kovetkez6k igazak:

@ X + b eloszlasa normalis, m; + b varhato értékkel és o szérassal;
@ aX eloszlasa normalis amy varhat6 értékkel és |ajo szérassal;

@ X + Y eloszlasa normalis, my + m, varhaté értékkel és \/of + o3 szérassal.

Emlékeztets: E(X + Y) = E(X) + E(Y), és ha X és Y fiiggetlenek, akkor
D?(X + Y) = D*(X) + D?(Y).

Ebbél kévetkezik: ha Xi, ..., X, fiiggetlen normalis eloszlastak m varhaté értékkel

és o szorassal, akkor
X1+ ...+ X, ( 02)
_—~ N m7 _
n n



Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlas
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gyakorisagok

értekek

Szaz fiiggetlen A = 1/3 paraméter(i exponencilis eloszlast val6sziniiségi valto-
z6 hisztogramja és a siirtiségfiiggvény, azaz e '/3/3 (E(X) = D(X) = 3,X =
3,03,s" = 2,89) ol

D¢



Exponencialis eloszlasok atlaga

Ezer exponencialis eloszlas atlaga

gyakorisagok

I T T T T 1
27 28 29 3.0 31 32

értekek

Szazelem(i minta az alabbi eloszlasbol: n = 1000 fiiggetlen exponencialis eloszlasa
(A = 1/3) val6sziniiségi valtozé atlaga, és az N(3,3/1/1000) normilis eloszlas
slirségfiiggvénye (x =2,98,s =0,098,0/y/n=0,095) -~ - - = -oc



Két kockadobas dsszege

Dobott szamok dsszege

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Lehetséges értékek
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Két szabalyos kockadobas Gsszegének eloszlasa



Kockadobasok atlaga

Ezer kockadobas atlaga

gyakorisagok

I T T T T T 1
335 340 345 3.50 355 3.60 385

értekek

Szazelem( minta az alabbi eloszlasbol: n = 1000 fiiggetlen szabalyos kockado-
bas atlaga, és az N(3,5, D(X1)/+/1000) normilis eloszlas siirliségfiiggvénye (X =
3,501, 5 — 0,008, //f — 0,051) o

DA



Exponencialis eloszlas a kitevben

Exponencialis eloszlas a kitevoben
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X X2 . X0 hisztogramja, ahol X-k fiiggetlenek, 2 paraméterii exponenci-

4lis eloszlastak (E(e*1) =2, D(eXt) = 0o,x = 1,99, s} = 2,33)



Exponencialis eloszlas a kitevben

Ezer exponencialis eloszlas atlaga
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gyakorisagok
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értekek

Szazelem(i minta az alabbi eloszlasbol: Xt eXz ... eXw00 atlaga, ahol X;-k fiig-
getlenek, 2 paraméter(i exponencialis eloszlastiak. Itt eXi varhaté értéke véges, de
szbrasa végtelen.



Centralis hatareloszlastétel

Tétel (Centralis hatareloszlastétel)

Legyenek Xy, X5, ... fiiggetlen azonos eloszlasi valdszindségi valtozék, melyekre
E(X1) = m és D(X1) = 0 < oo, azaz szérasuk véges. Ekkor tetszéleges t valos
szamra

]P)<X1+X2+...+Xn—n'm§t>_)IP(ZSt) (n—)oo),
oy/n

ahol Z standard normadlis eloszlasi, azaz

t

P(Z < t):¢(t):/_oo 127rexp(—X;>dx.

Ezt agy is fogalmazhatjuk, hogy

X1+X2+...+Xn—n-m_>N(0’1)
oy/n

teljesiil n — oo esetén eloszlasban. Azonos eloszlasa: P(X; < t) = P(X; < t)
minden /,j parra és t valés szamra



Centralis hatareloszlastétel

Legyenek Xi, Xs,... fliggetlen azonos eloszlast valdsziniiségi valtozok, melyekre
E(X1) = m és D(X;1) = 0 < co. Ekkor

Xi+Xo+...+X,—n- 1 b
lim P(ag 1ttt A AN m<b> :—/ e 2dx.
n—o0 ov/n T

A hatarértéket ®(b)—®(a) = P(a < Y < b) alakban is irhatjuk, ahol Y ~ N(0,1).




Centralis hatareloszlastétel

Legyenek Xi, Xs,... fliggetlen azonos eloszlast valdsziniiségi valtozok, melyekre
E(X1) = m és D(X;1) = 0 < co. Ekkor

j— . b
<8§X1+X2+...+Xn n m<b>: 1 /e‘x2/2dx.
oy/n V2T Ja

A hatarértéket ®(b)—®(a) = P(a < Y < b) alakban is irhatjuk, ahol Y ~ N(0,1).

lim P
n—o0
Igy is atfogalmazhaté a tétel allitasa:
P(nm+ aoc\/n < Xy + Xo + ... + X, < nm + ba+/n) — ®(b) — d(a).

Ez azt jelenti, hogy az X, atlag eloszlasa kézel van egy m varhaté értékd, o/\/n
sz6rast normalis eloszlashoz.



Konvergenciafajtak

Definicié
A 71,7, ..., valdsziniségi valtozékbdl allé sorozat eloszlasban konvergal az Z

valészintiségi valtozéhoz, ha minden olyan t szamra, melyre Z eloszlsfiiggvénye
folytonos t-ben, teljesiil, hogy

P(Z,<t) > P(Z<t) (n— o).




Konvergenciafajtak

Definicié
A 71,7, ..., valdsziniségi valtozékbdl allé sorozat eloszlasban konvergal az Z

valészintiségi valtozéhoz, ha minden olyan t szamra, melyre Z eloszlsfiiggvénye
folytonos t-ben, teljesiil, hogy

P(Z,<t) > P(Z<t) (n— o).

Ha Z, — Z teljesiil 1 valészin(iséggel, akkor Z, — Z sztochasztikusan és eloszlas-
ban is.

Lehetséges, hogy Z, — Z eloszlasban, de Z, nem tart Z-hez sztochasztikusan (és
ezért 1 valdsziniiséggel sem).



A centralis hatareloszlastétel alkalmazasa

Tegyiik fel, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember p valdsziniiséggel szavaz egy
adott partra. Legalabb hany embert kell megkérdezniink (feltételezve, hogy min-
denki a tobbiektdl fiiggetleniil valaszol és igazat mond), hogy annak valésziniisége,

hogy a partra szavazék aranya legfeljebb 0,01-gyel tér el p-t6l, tetszéleges p esetén
legalabb 95% legyen?



A centralis hatareloszlastétel alkalmazasa

Tegyiik fel, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember p valdsziniiséggel szavaz egy
adott partra. Legalabb hany embert kell megkérdezniink (feltételezve, hogy min-
denki a tobbiektdl fiiggetleniil valaszol és igazat mond), hogy annak valésziniisége,
hogy a partra szavazék aranya legfeljebb 0,01-gyel tér el p-t6l, tetszéleges p esetén
legalabb 95% legyen?

n megkérdezett, mindenki p valésziniiséggel tamogatja a partot
X: a partot tdmogatok szama a megkérdezettek kdzott
Kell:
X
P(|— —p|<0,01)>0,95
n

teljesiiljon minden 0 < p < 1-re.



A centralis hatareloszlastétel alkalmazasa

n megkérdezett, mindenki p valésziniiséggel tamogatja a partot
X: a partot tdmogatok szama a megkérdezettek kozott,

Kell:
X
IP’(‘ — p’ < 0,0l) > 0,95
n

teljesiiljon minden 0 < p < 1-re, ahol X = ZJ":lXJ az Xj-k fiiggetlenek, és

PXj=1)=1-P(X;=0)=p;  E(X)=p  D(X)=vp(l-p)

(|5 -p[s0m) -r(|Ei=r| < 2T

1
zzq;(o’o\/ﬁ) ~1

p(1—p)



A centralis hatareloszlastétel alkalmazasa

n megkérdezett, mindenki p valésziniiséggel tamogatja a partot

P(‘X—p‘ <o,01> m2q><0’01ﬁ) ~1>0,95
n p(1—p)

teljesiiljon minden 0 < p < 1-re. Vagyis mivel p(1 — p) < 1/4:
1
q)(W) > 0,975;
p(L—p)
0,01
0.0y > ®~1(0,975) = gqnorm(0, 975) = 1,96;

Vvp(l—p)

n>p(l-p)- 1,96

Kell:

1 .
0,012

n>=-.1,962- = 9607.

0,012

FNY



A centralis hatareloszlastétel alkalmazasa

Tegyiik fel, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember p valdsziniiséggel szavaz egy
adott partra. Legalabb hany embert kell megkérdezniink (feltételezve, hogy min-
denki a tobbiektdl fiiggetleniil valaszol és igazat mond), hogy annak valésziniisége,

hogy a pértra szavazék aranya legfeljebb 0,01-gyel tér el p-tdl, tetszéleges p esetén
legalabb 95% legyen?

@ Csebisev-egyenlGtlenséggel: n > 50000 biztosan elég

@ centrdlis hatareloszlastétellel kozelitve: n > 9607 elég



A centralis hatareloszlastétel alkalmazasa

Tegyiik fel, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember p valdsziniiséggel szavaz egy
adott partra. Legalabb hany embert kell megkérdezniink (feltételezve, hogy min-
denki a tobbiektdl fiiggetleniil valaszol és igazat mond), hogy annak valésziniisége,
hogy a pértra szavazék aranya legfeljebb 0,01-gyel tér el p-tdl, tetszéleges p esetén
legalabb 95% legyen?

@ Csebisev-egyenlGtlenséggel: n > 50000 biztosan elég
@ centrdlis hatareloszlastétellel kozelitve: n > 9607 elég
@ valdjaban: n = 9607, p = 1/2 esetén 0,94987 ad6dik a 0,95 helyett

@ valéjaban n > 9650 kell (pontos szamolassal)



