Feltételes siirliségfiiggvény és varhaté érték (11. eléadas)

Legyen az (X, Y) valosziniiségi vektorvaltozo egyiittes siiriiségfiiggvénye a f. Az
X, illetve Y sir(iségfiiggvénye:

o0 oo

fx(x) = / f(x,y)dy; fy(y) = / f(x,y)dx.

— 00 — 00

Definicié

Az X valbsziniiségi valtozénak az Y = y feltételre vonatkozé feltételes siiriiség-
fiiggvénye adott y valds szamra:

fx|v:y(X) =

A g(X) mennyiség feltételes varhaté értéke az Y = y feltétel mellett:

oo

E(g(X)Y =) :/ g(x)fx|y=y (x)dx.

— 00




Feltételes varhaté érték: példa

Legyenek X és Z fiiggetlen standard normalis eloszlast valészinGségi valtozok. Ek-
kor az (X, X + Z) egyiittes siiriiségfiiggvénye:

1 2x? — 2xy + y?
fx,y) = 27reXP<— -5 )

Az X + Z valoszin(iségi valtozé normaélis eloszlasi m = 0 varhaté értékkel és o = 2

szbrasnégyzettel, igy
1 y2
fx+z(y) = mexp < - 4>~
Ebbél:

o] 2 _ 2
E(X|X+Z:y):/ % xy) / xexp< 2x 2Xy_|_y/2>dx

oo Ixtz(y 2

:/_Zx.\/l%exp<—(x2_.)1///22))dx:}2/.




Egyenl6tlenségek
Allitas (Markov-egyenl&tlenség)

Legyen t > 0 tetszéleges pozitiv szam, X pedig olyan véges varhato értékii valo-

szinliségi valtozé, mely csak nemnegativ értékeket vesz fel, vagyis melyre X > 0
teljesiil. Ekkor

]P(er)g@.




Egyenl6tlenségek
Allitas (Markov-egyenl&tlenség)

Legyen t > 0 tetszéleges pozitiv szam, X pedig olyan véges varhato értékii valo-

szinliségi valtozé, mely csak nemnegativ értékeket vesz fel, vagyis melyre X > 0
teljesiil. Ekkor

P(X >t) < Q

Allitas (Csebisev-egyenl&tlenség)

Legyen X véges szorasi valdsziniiségi valtozo, t > 0 pozitiv szam. Ekkor

P(IX — E(X)| > 1) < Dz(X)




Egyenl6tlenségek
Allitas (Markov-egyenl&tlenség)

Legyen t > 0 tetszéleges pozitiv szam, X pedig olyan véges varhato értékii valo-
szindiségi valtozé, mely csak nemnegativ értékeket vesz fel, vagyis melyre X > 0
teljesiil. Ekkor

]P’(er)g@.

Allitas (Csebisev-egyenl&tlenség)
Legyen X véges szorasi valdsziniiségi valtozo, t > 0 pozitiv szam. Ekkor

D(X)

P(X —E(X)| 2 1) < —;

Kovetkezmény
Legyen X véges szérasi valosziniiségi valtozo, t > 0 pozitiv szam. Ekkor

D*(X)

P(X —E(X)| < 1) 21— —2.




A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa

Tegyiik fel, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember p valdsziniiséggel szavaz egy
adott partra. Legalabb hany embert kell megkérdezniink (feltételezve, hogy min-
denki a tobbiektdl fiiggetleniil valaszol és igazat mond), hogy annak valésziniisége,

hogy a partra szavazék aranya legfeljebb 0,01-gyel tér el p-t6l, tetszéleges p esetén
legalabb 95% legyen?



A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa

Tegyiik fel, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember p valdsziniiséggel szavaz egy
adott partra. Legalabb hany embert kell megkérdezniink (feltételezve, hogy min-
denki a tobbiektdl fiiggetleniil valaszol és igazat mond), hogy annak valésziniisége,
hogy a partra szavazék aranya legfeljebb 0,01-gyel tér el p-t6l, tetszéleges p esetén
legalabb 95% legyen?

n megkérdezett, mindenki p valésziniiséggel tamogatja a partot
X: a partot tdmogatok szama a megkérdezettek kdzott
Kell:
X
P(|— —p|<0,01)>0,95
n

teljesiiljon minden 0 < p < 1-re.



A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa

n megkérdezett, mindenki p valésziniiséggel tamogatja a partot
X: a partot tdmogatok szama a megkérdezettek kdzott

Mivel X binomialis eloszlasa:



A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa

n megkérdezett, mindenki p valésziniiséggel tamogatja a partot
X: a partot tdmogatok szama a megkérdezettek kdzott

Mivel X binomialis eloszlasa:

(2)-Lwn ofX)- v (L

Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazva az X /n valésziniiségi valtozora:

X D*(%) _ p(1—p) 1
—_— > < ns — <
IED(‘n p‘_0,01>_ 0,012 0,012-n— 4.0,012-n

mivel p(1 — p) < 1/4 a szamtani-mértani kézepek kozdtti egyenl6tlenség szerint.




A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa

n megkérdezett, mindenki p valésziniiséggel tamogatja a partot
X: a partot tdmogatok szama a megkérdezettek kdzott

A Csebisev-egyenl6tlenség szerint

p(1X_pl>001) < 1
n PI=0% ) =470012 0

Kell:
X
P P <0,01 ) > 0,95,
azaz
X
P P >0,01) <0,05.
Elég:
1 1
<0,05 < n>-———-——— =150000.

4.0,012-n ~ 4.0,01%2-0,05



A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa

n megkérdezett, mindenki p valésziniiséggel tamogatja a partot
X: a partot tdmogatok szama a megkérdezettek kdzott

A Csebisev-egyenl6tlenség szerint

p(1X_pl>001) < 1
n PI=0% ) =470012 0

Kell:
X
P(|> —p| <0,01) 20,95,
azaz
X
B(|= —p| >0.01) <0,05.
Elég:
1
. <005 & n>—— - —50000.
4.002-n " "= %470,012-0,05

Ha 0,01 helyett 0,005-6t irnank (a felét), n > 200000 (négyszer annyi) adédna.



Az atlag konvergenciaja

Az atlag valtozasa

07
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mintaelemszam

A [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasbél vett minta atlaga n = 500-ig



Az atlag varhaté értéke

Allitas

Legyenek X, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlasi valosziniiségi valtozok, melyekre
m = E(X;) < co. Ekkor

E(Y):IE<X1+"'+X")

n




Az atlag varhaté értéke

Allitas

Legyenek X, ..., X, figgetlen azonos eloszlasi valsziniiségi valtozék, melyekre
m = E(X;) < co. Ekkor

E(X) = E(X“LnjLX) =m

Bizonyitas.
Xi1+...+ X, 1 1
E(X)—E(H_n—i_) = ;E(Xl—l—...—i—Xn): —-nm=m.

Felhasznaltuk a varhato érték linearitasat, és hogy csak eloszlastol fiigg:

E(cX) = cE(X), ha c € R;
e E(Y + Z) =E(Y) + E(2);
@ ha Y és Z eloszlasa (azaz eloszlasfiiggvényiik) megegyezik, akkor E(Y) =

(2)

ﬁ




Az atlag szoérasa
Allitas

Legyenek X, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlasa valsziniiségi valtozék, melyekre
o = D(Xy) < oo. Ekkor

D(X) = D(M) =o/v/n.

n




Az atlag szoérasa
Allitas

Legyenek X, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlasa valsziniiségi valtozék, melyekre
o = D(X1) < co. Ekkor

Xi+...+ X,
n

D(X) = D< )_a/ﬁ.

Bizonyitas.

. 2
D(X):D(X1+"'+X”) D(Xy+ ...+ X,) no \af
n n n

n
Felhasznaltuk a sz6ras alabbi tulajdonsagait:
@ D(cX) = |c|D(X), ha c € R;

@ D?(Y +2Z)=D?(Y)+ D?(Z), ha Y és Z fiiggetlenek;
@ ha Y és Z eloszlasa megegyezik, akkor D(Y) = D(Z2)




A nagy szamok gyenge torvénye

Legyenek X, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi véges szérast valdsziniiségi valto-
z6k. Legyen m = E(X) és 0 = D(X1).

A korabbiak szerint
EX)=m; D*X)=_.



A nagy szamok gyenge torvénye

Legyenek X, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi véges szérast valdsziniiségi valto-
z6k. Legyen m = E(X) és 0 = D(X1).

A korabbiak szerint )
EX)=m; D*X)=_.
A Csebisev-egyenl6tlenség szerint minden € > 0-ra

D?(X) o2
g2 €2n

P(|X —m|>¢) <

Tehat X — m = E(X;) sztochasztikusan.



A nagy szamok torvénye

Tétel (A nagy szamok gyenge torvénye)

Legyenek Xi,Xa, ... olyan valdszindségi valtozék, melyek fiiggetlenek és azonos
eloszlasuak. Tegyiik fel, hogy D(X1) < co. Ekkor minden € > 0 esetén

P(|X, —E(X1)| >¢) =0 (n — 00),

azaz X, — E(Xy) sztochasztikusan.




A nagy szamok torvénye

Tétel (A nagy szamok gyenge torvénye)

Legyenek Xi,Xa, ... olyan valdszindségi valtozék, melyek fiiggetlenek és azonos
eloszlasuak. Tegyiik fel, hogy D(X1) < co. Ekkor minden € > 0 esetén

P(|X, —E(X1)| >¢) =0 (n — o),

azaz X, — E(X;) sztochasztikusan.

Tétel (A nagy szamok erGs torvénye)

Legyenek X1, Xo, ... valésziniiségi valtozék, melyek fiiggetlenek és azonos eloszla-
stak. Tegyiik fel még, hogy m = E(Xy) < oo. Ekkor

Yn:X1+X2+...+Xn

n —>E(X1) =m

teljesiil 1 valoszindiséggel n — oo esetén.

A maésodik esetben gyengébb feltevésbdl erGsebb allitas kovetkezik.




Hazi feladat december 11-ig

Legyenek X1, X, ..., Xio000 fliggetlen azonos eloszlast val6sziniiségi valtozék. Az
eloszlas tetszélegesen valaszhatd, de ne normalis eloszlas legyen. Legyen m =
E(X1) az Xy varhato értéke és o = D(X) az Xy szérésa.

Tetszbleges j = 0,1,2,...,99 esetén legyen Y; = Xloom+Xloo,-+2+1~(-):fxl°°f“°°_100'",
azaz a mintaelemeket szazasaval csoportositva tekintsiik azt a mennyiséget, ami a
centralis hatareloszlastételben szerepel.

Készitsiink hisztogramot az X1, X5, ..., X10000 Mintabdl, illetve az Y, Y1,..., Yoo
mintabol (két kiilon abran).



Hazi feladat november 27-ig: megoldas

Szamitogép segitségével (példaul R-ben) generaljunk 1000 elem(i mintat (1000 fiig-
getlen valésziniiségi valtoz6t) normalis eloszlasbdl (a varhato érték legyen tetszdle-

gesen valasztott szam 2 és 6 kozott, a szoras pedig szintén tetsz6legesen valasztott
1 és 3 kozott).

@ Készitsiink hisztogramot az elsé 10, 100, 1000 mintaelembdl (harom kiilon-
b6z& abran).
@ Mennyi annak valésziniisége, hogy egy mintaelem értéke 2 és 6 kozé esik?

© Abrazoljuk n fiiggvényében azt, hogy a mintaelemek hanyadrésze esik 2 és 6
kozé, ha az elsé n mintaelemet tekintjik (n=1,2,...,1000).

(2) Legyen m =5 és o = 2. Ekkor az R segitségével

P(2 < X <6) = <b<62_5> —¢(2;5> = ®(0,5) — ®(—1,5) =

= pnorm(0.5) — pnorm(—1.5) = 0, 624.



Hazi feladat november 27-ig: megoldas

> minta<-rnorm(1000, m=5, sd=2)

> hist(minta[1:10], col="#5a8ee2", main="Tizelemid N(5, 4) minta hisztogram-
ja", xlab="értékek", ylab="gyakorisagok")

> hist(minta[1:100], col="+4t5a8ee2", main="Szazelemii N(5, 4) minta hisztog-
ramja", xlab="értékek", ylab="gyakorisagok")

> hist(minta, col="4t5a8ee2", main="Ezerelemi N(5, 4) minta hisztogramja",
xlab="értékek", ylab="gyakorisagok")

> relgyak <-function(n){sum(minta[l:n]>=2 & minta[1:n]<=6)/n}

> plot(sapply(1:1000, relgyak), col="blue", lwd="3", main="N(54) eloszlas",
xlab="mintaelemszam", ylab="relativ gyakorisag")

> val=rep(0.624, 1000)

> lines(val, lwd="3")



Hazi feladat november 27-ig: megoldas

N(5,4) eloszlas

relativ gyakorisag
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A 2 és 6 kozotti mintaelemek relativ gyakorisaga és a P(2 < X < 6) val6szin(iség.



Hazi feladat november 27-ig: megoldas

Tizelemii N(5, 4) minta hisztogramja
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Tizelemi N(2,4) normalis eloszlasi minta hisztogramja
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Hazi feladat november 27-ig: megoldas

Széazelemii N(5, 4) minta hisztogramja
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Hazi feladat november 27-ig: megoldas

Ezerelem(i N(5, 4) minta hisztogramja
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