Exponencialis eloszlas (10. elgadas)
Definicié (Exponencialis eloszlas)

Legyen A > 0 valos szam. Azt mondjuk, hogy az X valdszindségi valtozé exponen-

cidlis eloszlasii A paraméterrel, ha siiriiségfiiggvénye

—As h .
f(s):{)\e , has>0;

0, kiilénben.

Exponencialis eloszlas

Exp(1) stiriiségfiiggvénye és 500 elemii minta hisztogramja




Az exponencialis eloszlas tulajdonsagai

Allitas
Legyen X exponencialis eloszlasi A\ > 0 paraméterrel. Ekkor a kbvetkezék teljestil-
nek.

(i) X eloszlasfiiggvénye:

t Y }
HQ:MXSQ:MX<Q:/ fls)ds = 4+~ € » hat>0;
0 kiilbnben.

(i) X vdrhato értéke: E(X) = 1/A, szérasa: D(X) =1/A\.
(iii) Orokifja tulajdonsag. Legyenek s, t pozitiv szamok. Ekkor

P(X > s+t X >s) =P(X > t).

Radioaktiv részecske bomlasi ideje, kiszolgalasi vagy feldolgozasi id6.



Exponenciélis eloszlas: példa

Egy boltban egy vevs kiszolgalasanak ideje legyen az X valdsziniiségi valtozo, és

tegliyk fel, hogy ez percben szamolva 3 varhat6 értéki exponencialis eloszlasi
valdsziniiségi valtozé.

Mennyi a valdsziniisége, hogy a vevét legalabb 5 percig tart kiszolgalni?



Exponenciélis eloszlas: példa

Egy boltban egy vevs kiszolgalasanak ideje legyen az X valdsziniiségi valtozo, és
tegliyk fel, hogy ez percben szamolva 3 varhat6 értéki exponencialis eloszlasi

valdsziniiségi valtozé.
Mennyi a valdsziniisége, hogy a vevét legalabb 5 percig tart kiszolgalni?

Mivel exponencilis eloszlas esetén E(X) = 1/, most A = 1/3 lesz. Az exponen-
cialis eloszlas eloszlasfiiggvénye alapjan

P(X>5)=1-P(X <5)=1-F(5)=1—(1—e ) =e=e"5%=0,189.



Exponenciélis eloszlas: példa

Egy boltban egy vevs kiszolgalasanak ideje legyen az X valdsziniiségi valtozo, és
tegliyk fel, hogy ez percben szamolva 3 varhat6 értéki exponencialis eloszlasi
valdsziniiségi valtozé.

Mennyi a valdsziniisége, hogy a vevét legalabb 5 percig tart kiszolgalni?

Mivel exponencilis eloszlas esetén E(X) = 1/, most A = 1/3 lesz. Az exponen-
cialis eloszlas eloszlasfiiggvénye alapjan

P(X>5)=1-P(X <5)=1-F(5)=1—(1—e ) =e=e"5%=0,189.

Mennyi a valészin(isége, hogy a vevd kiszolgélasa legalabb 2, de legfeljebb 4 percig
tart?



Exponenciélis eloszlas: példa

Egy boltban egy vevs kiszolgalasanak ideje legyen az X valdsziniiségi valtozo, és
tegliyk fel, hogy ez percben szamolva 3 varhat6 értéki exponencialis eloszlasi
valdsziniiségi valtozé.

Mennyi a valdsziniisége, hogy a vevét legalabb 5 percig tart kiszolgalni?

Mivel exponencilis eloszlas esetén E(X) = 1/, most A = 1/3 lesz. Az exponen-
cialis eloszlas eloszlasfiiggvénye alapjan

P(X>5)=1-P(X <5)=1-F(5)=1—(1—e ) =e=e"5%=0,189.

Mennyi a valészin(isége, hogy a vevd kiszolgélasa legalabb 2, de legfeljebb 4 percig
tart?

PR<X<4)=P(X<4)-P(X<2)=F(4)-F((2)=
—(1—e*3)—(1-e?3)=e23_e*3=0,025.



Az exponencialis eloszlas 6rokifja tulajdonsaga

Allitas
Legyen X exponencialis eloszlasi valdszindiségi valtozo, s, t pozitiv szamok. Ekkor

P(X > s+ t[X >s)=P(X >t).

Bizonyités. A feltételes valésziniiség definicidjat és az exponenciélis eloszlas elosz-
lasfiiggvényének alakjat felhasznélva

PU{X>s+t}Nn{X>s}) 1-P(X<s+t) _

P(X >s+t|X>s)=

P(X > s) - 1-P(X<5s)
L L—F(s+t)  1—(1—e Astt))  gmAlsHt)
O 1-F(s)  1—(1—es)  ers

=eM=1-(1-eM=1-F(t)=P(X >1).



Valészinliségi vektorvaltozo

Definicié
Az
X=(X,....X%): Q> R"
fliggvény valésziniiségi vektorvaltozé, ha Xi, X, ..., X, valdszintiségi valtozok.

Ha X valdszindiségi vektorviltozo, akkor az X; valdsziniiségi valtozo eloszlasat az
X i. peremeloszlasanak nevezziik.

Az X valosziniiségi vektorvaltozé diszkrét, ha értékkészlete véges vagy meg-
szamlalhatoan végtelen.

v

1000 embert megkérdeziink a havi jovedelmérdl. Legyen X; az i. megkér-
dezett jovedelme. Ekkor (X1, Xa, ..., Xioo0) valésziniiségi vektorvaltozé.

Y;: a Duna vizéllasa az i. napon (i =1,2,...,20).



Valdszinlségi vektorvaltozé: példa

Duna
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X1 =106, X, = 133,..., X590 = 186 (az adatok forrasa: Orszagos Vizjelz6 Szolga-
lat)



Egyiittes eloszlasfiiggvény

Definicié
Az X = (Xi,...,X,) valosziniiségi vektorvaltozé egyiittes eloszlisfiiggvénye az
F :R" — [0,1] fiiggvény, melyre

F(t) = F(tr,. -, tn) =P(X1 < t1, X0 < tp,..., X, < t), ha (ts,...,t,) € R".

Példaul: egy véletlenszer(ien valasztott embert megkérdeziink a havi jovedelméré!
(X1), a havi kiadasairol (Xz), és az életkorardl (X3). Ekkor (X1, X2, X3) valészindi-
ségi vektorvaltozo, és ha eloszlasfiiggvénye F, akkor példaul

F(200000, 150000, 40) = P(X; < 200000, X> < 1500000, X3 < 40)

annak valésziniisége, hogy egy véletlenszer(ien valasztott ember havi jovedelme
legfeljebb 200000 (forint), havi kiadasa legfeljebb 150000 (forint), életkora pedig
legfeljebb 40 (&v).



sr

Egyuttes sdriiségfliiggvény
Definicio

Az X = (X1, ...,Xy,) valosziniiségi vektorvaltozo abszolit folytonos, ha van olyan
f:R" — R fiiggvény, melyre

t1 iy
F(tl,...,t,,):/ / f(s1,...,Sn)dsy ...dsp,.

teljesiil minden (ti,...,t,) € R" esetén. llyenkor az f fiiggvényt az

(X1, Xa, ..., X,) egyiittes siiriiségfiiggvényének nevezziik.

v



Egyuttes sdriiségfliiggvény

Definicié

Az X = (X1, ..., X,) valésziniiségi vektorviltozé abszolit folytonos, ha van olyan
f:R" — R fiiggvény, melyre

t1 i
F(tl,...,t,,):/ / f(s1,...,Sn)dsy ...dsp,.

teljesiil minden (ti,...,t,) € R" esetén. llyenkor az f fiiggvényt az

(X1, Xa, ..., X,) egyiittes siiriiségfiiggvényének nevezziik.

Tegyiik fel, hogy az (X1, Xa, ..., X,) valésziniiségi vektorvaltozé egyiittes siirliség-
figgvénye . Ekkor egy A C R" halmazra

P((X1, X3,...,X,) € A) = / f(t1, to, ..., tn) dty dts ... dty.
A

Kovetkezmény:

o0 o0
/ / f(ty,ta, ..., ty) dty dtp ... dt, = 1.



Kétdimenziés normalis eloszlas

0.2

Két fiiggetlen standard normalis eloszlas egyiittes siiriségfiiggvénye



Peremeloszlasok siirliségfiiggvénye

Tegyiik fel, hogy az (Xi,Xa,...,X,) valésziniiségi vektorvaltozé egyiittes siirdi-

ségfiiggvénye f. Hogyan kaphat6 meg példaul az elsé peremeloszlds, azaz X;
stir(iségfiiggvénye?



Peremeloszlasok siirliségfiiggvénye

Tegyiik fel, hogy az (Xi,Xa,...,X,) valésziniiségi vektorvaltozé egyiittes siirdi-
ségfiiggvénye f. Hogyan kaphat6 meg példaul az elsé peremeloszlds, azaz X;

stir(iségfiiggvénye?

Allitas

Tegyiik fel, hogy az X = (Xi,...,X,) valésziniségi valtozék egyiittes siiriség-
figgvénye f. Ekkor az X; valosziniiségi valtozo siiriiségfiiggvénye (melyet fj-vel

Jeldliink), azaz a j. peremsiiriségfiiggvény igy kaphaté meg f-bél:

G(t):/ / f(st,...,S-1,t,Sj41,...,Sp)ds1 ... dsj_1dsji1 ...dsp.

Specidlisan n = 2-re:




Fliggetlenség

Definicié (Véges eset)
Azt mondjuk, hogy az Xy, ..., X, : Q — R valdsziniségi valtozok fiiggetlenek, ha

P(Xl <t, X < tp,..., X, < tn) = P(Xl < fl)-P(XQ < tz)...]P(Xn < l'n)
teljesiil tetszéleges ty, ty, ..., t, valos szamokra, azaz
F(ti,ta,...,tn) = Fi(t1) - Fa(t2) - ... Fa(tn),

ahol F; az X; valosziniiségi valtozo eloszlastfiiggvénye.

Definicié (Végtelen eset)

Az Xi, Xo, X3 ... valosziniiségi valtozok fiiggetlenek, ha koéziililk barmely véges so-
kat kivalasztva fiiggetlen valészindiségi valtozékat kapunk.

v




sr

Fliggetlenség és egylittes siirliségfiiggvény

Allitas (Fiiggetlenség és siirtiségfiiggvény)

Legyen az X = (Xu, ..., X,) valbsziniiségi vektorvaltozé egyiittes siiriségfiiggvénye
f, tovdbba az X; valdsziniiségi véltozo siirliségfiiggvénye f; minden j =1,2,...,n
esetén. Ezekkel a jelolésekkel: Xy, Xz, ..., X, pontosan akkor fiiggetlenek, ha

f(ty, ..., ty) = fA(t1) - H(t2). .. fa(th)

teljesiil barmely t;, to, . .., t, valés szamokra.

cey

Példaul: ha Xi, X fliggetlen standard normalis eloszlast valészinitségi valtozok,
akkor egyiittes siriiségfiiggvényiik

f(t, t) = At)h(t) = (j;rp ( - Z)) ' (fz?p ( t2>>

1 2+ t3
—27Texp<— > .




Egyenletes eloszlds a négyzeten

A [0,1] x [0,1] négyzeten egyenletes eloszlas (két fiiggetlen, [0,1]-en egyenletes

eloszlas) egyiittes siirliségfiiggvénye



s sy

Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

A [0,1] x [0, 1] négyzeten x + y alaka egyiittes siiriiségfiiggvény



sr

Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

Tegyiik fel, hogy az (X, Y) valosziniiségi vektorvaltozo egyiittes siiriiségfiiggvénye

f(x,y) = x+y, ha0<x<lés0<y<I,;
V)= 0 kilénben.

Szamitsuk ki X és Y korrelaciés egyiitthatéjat:

_cov(X,Y) | E(XY) - E(X)E(Y)
RXY) = B5x)p(v) =~ Doop(y)




sr

Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

F(x,y) = x+y, hado<x<lés0<y<I,;
YI= 0 kiildnben.

Allitas
Legyen az (X, Y') valészindségi vektorvaltozo egyiittes siiriségfiiggvénye f. Ekkor

Be(x. v) = [ h / " 40,y (x,y) dy dx.




sr

Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

F(x,y) = x+y, hado<x<lés0<y<I,;
7)o kiildnben.

Allitas
Legyen az (X, Y) valdsziniiségi vektorvaltozo egyiittes siiriségfiiggvénye f. Ekkor

gx.v) = [ O; / o; £(%,y)f(%,y) dy dx.

E(XY) / / xy - f(x,y) dydx—//xyx+ydydx—
2 1 1 1
N N Y A

felhasznalva, hogy [ x¥dx = [x**1/(k + 1)]t_q = 1/(k +1).



sr

Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

Az (X, Y) egyiittes s(irliségfiiggvénye:

f(x,y) = x+y, had<x<lés0<y<I,
SR kiilsnben.

Az X valészin(iségi valtozé siirliségfiiggvénye:

o0 1 1
fl(X):/ f(x7y)dy=/ X+ ydy = x+ =,
—00 0

ha 0 < x <1, és 0 kiildonben. Ezért



sr

Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

Az (X, Y) egyiittes s(irliségfiiggvénye:

f(x,y) = x+y, had<x<lés0<y<I,
SR kiilsnben.

Az X valészin(iségi valtozé siirliségfiiggvénye:

o0 1 1
fl(X):/ f(x7y)dy=/ X+ ydy = x+ =,
—00 0

ha 0 < x <1, és 0 kiildonben. Ezért

E(X):/ Xfl(X)dX:/O X'<X+2)dx:/0 X2+§dX:



sr

Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

Az X valészin(iségi valtozé siirliségfiiggvénye:

o0 1 1
fl(x):/ f(x7y)dy=/ X+ ydy = x+ 3,
—00 0

ha 0 < x <1, és 0 kiildonben. Ezért

> ! 1 ! 1,1 7
E(X):/ xfl(x)dx—/ox-<x+2)dx—/0X2—|—)2<dx—3—|—4—12.

o0 1 1 ! x2 1 1 5
2\ 2 — 2, —_ — 3 J— = — —- = .
E(X)—/_Ooxfl(x)dx—/o x <x+2)dx /Ox + =gt =1



sr

Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

Az X valészin(iségi valtozé siirliségfiiggvénye:

o0 1 1
f1(><)=/ f(x7y)dy=/ X +ydy =x+ =,
o) 0

ha 0 < x <1, és 0 kiildonben. Ezért

> ! 1 ! 1,1 7
E(X):/ xfl(x)dx—/ox-<x+2)dx—/0X2—|—)2<dx—3—|—4—12.

2

o ! 1 ! x? 1 1 5
2y 2 = 2. — = 3 _— = — _ = —,
E(X)—/_Ooxfl(x)dx—/ox <x+2)dx /Ox + =gt =1

A szimmetria miatt hasonléképpen:



sr

Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

x+y, ha0<x<lés0<y<I,
fx,y) =

0 kiildnben.
1 7 2 2 5
E(XY)Zg; E(X):E(Y):E; E(X?) = E(Y ):E.

Az X és Y korrelacios egyiitthatéja:

_cov(X,Y) | E(XY) - E(X)E(Y)
RXY) = 5pv) ~ — boop(y)
1/3 — (7/12)2 1/3—(7/12)?

~ B2 (7/12)2 - \/5/12 - (7/122  5/12— (7/12)?

= —0,001.

Nagyon gyenge negativ korrelacié van a két valdsziniiségi valtozé kozott.



Hazi feladat december 4-ig

Legyen az (X, Y) valésziniiségi valtozék egyiittes siiriiségfiiggvénye (megfelels ¢
szammal)

ex(x+y), had0<x<1lés0<y<1,
f(va) = g
0 kiilonben.

Hatarozzuk meg c értékét, és szamitsuk ki X és Y korrelaciés egyiitthatdjat.



Hazi feladat november 20-ig

Szamitogép (példaul R) segitségével generaljunk két fiiggetlen, n = 500 elem( min-
tat, az elsé (ezek X1, Xs,..., X, valoszin(iségi valtozok) eloszlasa legyen normalis
eloszlas 2 varhaté értékkel és 3 szérassal, a masodik minta (ezek az Y1, Ya,..., Y,
valoszin(iségi valtozok) tetszélegesen valasztott, de nullatdl eltér6 m varhaté érték-
kel és tetsz6legesen valasztott, de 1-t8l eltér§ o szérassal.

@ Készitsiink hisztogramot az (Xi, Xz, ..., X,;) mintabdl. Mennyi ennek a min-
tanak az atlaga és a korrigalt tapasztalati sz6rasa?

@ Készitsiink hisztogramot az (X; + Y1, Xa+ Ya, ..., X, + Y,) mintabdl. Mennyi
ennek a mintanak az atlaga és a korrigdlt tapasztalati szérasa? Mennyi az
X1 + Y1 valészintségi valtozé varhaté értéke, illetve szérasa?

© Készitsiink hisztogramot az (X; — 2Y1,X; — 2Y5, ..., X, — 2Y,) mintabdl.
Mennyi ennek a mintanak az atlaga és a korrigélt tapasztalati szérdsa? Mennyi
az X; — 2V valdszin(iségi valtozé varhaté értéke, illetve szérasa?



Hazi feladat november 20-ig: megoldas

> x=rnorm(n=>500,m=2, sd=3)

> y=rnorm(n=500, m=8, sd=4)

> felo=seq(-6,11,1/1000)

> sf=dnorm(felo, m=2, sd=3)

> hist(x, col="+#6eb7ef", main="X hisztogramja", xlab="értékek",
ylab="gyakorisagok", freq=FALSE, ylim=c(0,0.15))

> lines(felo,sf,col="blue" lwd=5)



Hazi feladat november 20-ig: megoldas

X hisztogramja

0.15

gyakorisagok
0.10

0.05
1

0.00
1

értekek

n = 500 elem{ minta hisztogramja m = 2,0 = 3 sz6rasi normalis eloszlasbdl,
és ennek s(riiségfliggvénye; mintaatlag (mean): X = 1,937, korrigalt tapasztalati
sz6ras (sd): s = 3,21

[m] = = =

DA



Hazi feladat november 20-ig: megoldas

X ~ N(2,3%) és Y ~ N(8,42) fiiggetlenek, ekkor X + Y ~ N(10,52), az sszeg is
normélis eloszlas, és

E(X+Y)=EX)+E(Y)=2+8=10;
D*(X + Y) = D*(X) + D*(Y) =9+ 16 = 25.



Hazi feladat november 20-ig: megoldas

X ~ N(2,3%) és Y ~ N(8,42) fiiggetlenek, ekkor X + Y ~ N(10,52), az sszeg is
normélis eloszlas, és

E(X+Y)=EX)+E(Y)=2+8=10;
D*(X + Y) = D*(X) + D*(Y) =9+ 16 = 25.

> x=rnorm(n=500,m=2, sd=3)

> y=rnorm(n=500, m=8, sd=4)

> osszeg=x-+y

> felo=seq(-10, 30, 1/1000)

> sf=dnorm(felo, m=10, sd=5)

> hist(osszeg, col="+6eb7ef", main="X+Y hisztogramja", xlab="értékek",
ylab="gyakorisagok", freq=FALSE, ylim=c(0,0.08))

> lines(felo,sf,col="blue" lwd=5)



Hazi feladat november 20-ig: megoldas

X+Y hisztogramja

0.04 0.06 0.08
1 1 ]

gyakorisagok

0.02
1

0.00
1

T T T T 1
-10 0 10 20 30

értekek

A két n = 500 elemi{ minta &sszegének hisztogramja és az N(10,52) normalis

eloszlas siiriségfiiggvénye; mintaatlag (mean): X = 10,16, korrigalt tapasztalati
sz6ras (sd): s =5,33
[m] = = =

DA



Hazi feladat november 20-ig: megoldas

X ~ N(2,3%) és Y ~ N(8,4?) fiiggetlenek, ekkor X —2Y ~ N(—14,73), az dsszeg
is normalis eloszlasa, és

E(X —2Y)=E(X) —2E(Y)=2—-2-8= —14;
D*(X —2Y) = D*(X) + D*(—2Y) =9+ (-2)*-16 = 73.



Hazi feladat november 20-ig: megoldas

X ~ N(2,3%) és Y ~ N(8,4?) fiiggetlenek, ekkor X —2Y ~ N(—14,73), az dsszeg
is normalis eloszlasa, és

E(X —2Y)=E(X) —2E(Y)=2—-2-8= —14;
D*(X —2Y) = D*(X) + D*(—2Y) =9+ (-2)*-16 = 73.

> x=rnorm(n=500,m=2, sd=3)

> y=rnorm(n=500, m=8, sd=4)

> linkomb=x-2*y

> hist(linkomb, col="#6eb7ef", main="X-2Y hisztogramja", xlab="értékek",
ylab="gyakorisagok", freq=FALSE)

> felo=seq(-40, 10,0.002)

> sf=dnorm(felo, m=-14, sd=sqrt(73))

> lines(felo,sf,col="blue" lwd=5)



Hazi feladat november 20-ig: megoldas

X-2Y hisztogramja

0.02 0.03 0.04
1 1 1

gyakorisagok

0.01
1

0.00
1

értékek

Az X —2Y minta hisztogramja és az N(—14,73) normalis eloszlas siirliségfiiggve-
nye; mintaatlag (mean): X = —14,51, korrigélt tapasztalati sz6ras (sd): si = 8,37

[m] = = =

DA



