Normalis eloszlas paramétereire vonatkozé prébak (9. ea.)
Az alabbi probak akkor hasznalhaték, ha

@ a megfigyelések fliggetlenek, és feltételezhetjiik, hogy normalis eloszlastak

o a megfigyelések fiiggetlenek, véges szérasa eloszlasbdl szarmaznak (pl. nincse-
nek kiugré értékek), és a minta mérete, azaz n "elég nagy", példaul n > 100
(hogy a centralis hatareloszlastétel alapjan az atlag kdzel normalis eloszlasi
legyen), de nem talsagosan nagy (tdl érzékennyé valik a préba)
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Normalis eloszlas paramétereire vonatkozé prébak (9. ea.)
Az alabbi probak akkor hasznalhaték, ha

@ a megfigyelések fliggetlenek, és feltételezhetjiik, hogy normalis eloszlastak

o a megfigyelések fiiggetlenek, véges szérasa eloszlasbdl szarmaznak (pl. nincse-
nek kiugré értékek), és a minta mérete, azaz n "elég nagy", példaul n > 100
(hogy a centralis hatareloszlastétel alapjan az atlag kdzel normalis eloszlasi
legyen), de nem talsagosan nagy (tdl érzékennyé valik a préba)

@ z-préba (vagy u-préba): varhaté értékre vonatkozé hipotézis esetén, ha a
o szOras ismert — egymintas esetben legerésebb préba

@ t-préba (vagy Student-préba): varhaté értékre vonatkozé hipotézis esetén,
ha a o széras nem ismert (csak az s; tapasztalati széras)

@ F-préba: szérasra vonatkozé hipotézis esetén
Kapcsolat a konfidenciaintervallummal: egymintas prébanal akkor fogadjuk el

a nullhipotézist « terjedelem mellett, ha a benne megadott érték (varhato érték
vagy szoras) az 1 — o megbizhatésagi szintii konfidenciaintervallumba esik.



Egymintas egyoldali z-préba (one-sample one-sided z test)

A préba a normalis eloszlas varhaté értékére vonatkozik ismert széras mellett. Tor-
zitatlan, konzisztens, legerdsebb préba egyoldali esetben (a Neyman—Pearson-
lemma alapjan bizonyithaté).

@ X1, Xa,...,X, ~ N(m,o?), ahol m ismeretlen paraméter, o > 0 ismert.

@ Probastatisztika (eloszlasa standard normalis Hp mellett, ezt belattuk):

o Egyoldali ellenhipotézis (one-sided): Hy : m < myg; Hy - m > mg.
@ Ha z > ®71(1 — ), akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk.
@ A p-érték ilyenkor 1 — &(z2).

p < 0,05: a varhaté érték szignifikdnsan tébb mg-nal.

p > 0,05: a varhat6 érték nem tdbb szignifikinsan mg-nal.



Az egyoldali z-préoba kritikus értéke

Standard normalis eloszlas
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Az o = 0,05 szignifikanciaszintl egyoldali z-préba kritikus értéke:
d1(1 - a)=9"1(0,95) = 1,645.



Példa: egymintas egyoldali z-préba
Feltételezés: a testmagassag normalis eloszlasa.

@ Az eurépai férfiak atlagos testmagassaga 177,6 cm.

@ Megmértiitk 90 holland férfi testmagassagat, a magassagok atlaga 181,7 cm
lett. A szérast 8,5 cm-nek feltételezve mondhatjuk-e, hogy a holland férfiak
testmagassaga szignifikansan tobb az eurdpai atlagnal?



Példa: egymintas egyoldali z-préba
Feltételezés: a testmagassag normalis eloszlasa.

@ Az eurépai férfiak atlagos testmagassaga 177,6 cm.

@ Megmértiitk 90 holland férfi testmagassagat, a magassagok atlaga 181,7 cm
lett. A szérast 8,5 cm-nek feltételezve mondhatjuk-e, hogy a holland férfiak
testmagassaga szignifikansan tobb az eurdpai atlagnal?

@ Hy: m<177,6; Hy :m>177,6.

X — 181,7—-1
z = mo.ﬁ:w,/g =4, 57.
g b

@ a = 0,05 szignifikanciaszint mellett #~1(1—a) = 1,645, igy z > ®~1(1—a).
p-érték: 1 — d(4,57) < 0,0001 < 0, 05.
@ Elutasitjuk a nullhipotézist. Az adatok alapjan a holland férfiak testmagas-

saganak varhaté értéke szignifikinsan tobb 177,6 cm-nél, vagyis az eurdpai
atlagnal.



Egymintas kétoldali z-préba

A proba a normalis eloszlas varhato értékére vonatkozik ismert széras mellett. Nem
legerésebb (nincs legerésebb proba ebben a feladatban).

@ X1, Xa,..., X, ~ N(m,o?), ahol m ismeretlen paraméter, o > 0 ismert.

@ Probastatisztika (eloszlasa standard normalis Hy mellett):

X —
7= Mo . /n.

g
o Kétoldali ellenhipotézis (two-sided): Hy : m = mo; Hi:m# mq.
@ Ha |z| > ®71(1 — /2), akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilsnben elfogadjuk.
@ A p-érték ilyenkor 2 — 29(|z]).

® a standard normalis eloszlasfiiggvény: ®(t) = fioo %ﬂe_xz/zdx.

p < 0,05: a varhaté érték szignifikinsan eltér mg-tél.

p > 0,05: nincs szignifikans eltérés mg-tél.



A kétoldali z-préba kritikus értéke

Standard normalis eloszlas
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Az o = 0,05 szignifikanciaszintl kétoldali z-préba kritikus értéke:
®~1(1 - /2) = ©71(0,975) = 1, 96.



Példa: egymintas z-préba
Egy gyarban a minGségellenérzésnél olyan mérleget hasznalnak, melynél egy m t6-

meg( targyat mérve a mérési eredmények fiiggetlen normalis eloszlast valésziniiségi
valtozék m varhaté értékkel és o = 3 gramm szérassal.

@ A termékkataldgus szerint egy adott tipust kalapacs fejének 364 g tomegiinek
kell lennie.

@ A fenti mérlegen megmérték 20 kalapacs fejének tomegét. Az atlag 367,2
gramm lett. Ez alapjan allithaté-e, hogy a kalapacsok fejének tomege szigni-
fikansan eltér az elGirt 364 grammtél?



Példa: egymintas z-préba
Egy gyarban a minGségellenérzésnél olyan mérleget hasznalnak, melynél egy m t6-

meg( targyat mérve a mérési eredmények fiiggetlen normalis eloszlast valésziniiségi
valtozék m varhaté értékkel és o = 3 gramm szérassal.

@ A termékkataldgus szerint egy adott tipust kalapacs fejének 364 g tomegiinek
kell lennie.

@ A fenti mérlegen megmérték 20 kalapacs fejének tomegét. Az atlag 367,2
gramm lett. Ez alapjan allithaté-e, hogy a kalapacsok fejének tomege szigni-
fikansan eltér az elGirt 364 grammtél?

@ Hy: m =364 Hy : m £ 364.

°
X — 2 — 364
Lo Xomo o 3672 364 . 364 /20 = a.77.
@ a = 0,05 szignifikanciaszint mellett ®~1(1—a/2) = 1,96. p = 1,84-10° <
0, 05.
@ |z| < ®1(1—a/2), elutasitjuk a nullhipotézist. A kalapacsok fejének tdmegé-

nek varhaté értéke a minta alapjan szignifikansan eltér az el8irt 364 grammtdl.



Fisher—Bartlett-tétel

Val6jaban az eloszlas valédi szérasa a legtdbb esetben nem ismert. A o szérast

az s korrigélt tapasztalati szérassal helyettesitjiik. Kérdés, hogyan valtozik igy az
eloszlas.

Tétel (Fisher—Bartlett)

Tegyiik fel, hogy X1, Xa, ..., X, fiiggetlen m varhaté értékd, o szérasi, normalis
eloszlasa valdsziniiségi valtozok. Ekkor

O X~ N(m, ),
Q X és s fiiggetlenek;
© (n—1)s'?/0? eloszlasa n — 1 szabadsagi foku x?-eloszlas;

Q (X — m)\/n/s; eloszlisa n — 1 szabadsagi foki t-eloszlas.

Itt

1

o= n—1jzj;(XfX)2> - nﬁ1<<r17;X12) Xz)'

*




t-eloszlas egyoldali kritikus értékei
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Az f = 9 szabadsagi foka « = 0,05 szignfikianciaszintii egyoldali t-préba kritikus
értéke: f970705 =1,83.



Egymintas egyoldali t-préba (one-sample one-sided t-test)
@ A normalis eloszlas varhaté értékére, ismeretlen széras esetén — leg-
erdsebb proba.
@ X1, Xa,..., X, ~ N(m,o?), ahol m, o ismeretlen paraméterek.

@ Prébastatisztika, aminek eloszlasa t-eloszlas Hy mellett a Fisher—Bartlett-tétel
szerint:

X_
t= Mo . /n.

*
SI'I

o Egyoldali ellenhipotézis (one-sided): Hy : m < mo; Hy - m > mg.
@ Hat > t, 1, azaz p < «, elutasitjuk a nullhipotézist; ilyenkor a varhaté

érték szignifikdnsan tobb mg-nal.

@ Hat <tp_1,, azaz p > q, elfogadjuk a nullhipotézist, a varhaté érték nem
tobb szignifikdnsan mg-nal az adatok alapjan.

@ A kritikus érték: t,_1,, az f = n — 1 szabadsagi fok( (degree of freedom)
t-eloszlas 1 — a-kvantilise, vagyis az f = n — 1 szabadsagi fok egyoldali t-
préba kritikus értéke « szignifikanciaszint (level of significance) mellett.



Példa: egymintas egyoldali t-préba

Egy adott helyen vett tiz mintdbdl megmeértiik az ivéviz keménységét. Az alabbi
eredmények adédtak (mg/l CaO):

351 370 352 340 362 363 366 355 374 347

Allithatjuk-e az adatok alapjan, hogy az ivéviz keménységének varhaté értéke szig-
nifikansan meghaladja a 350 mg/| egészségiigyi hatarértéket?



Példa: egymintas egyoldali t-préba

Egy adott helyen vett tiz mintdbdl megmeértiik az ivéviz keménységét. Az alabbi
eredmények adédtak (mg/l CaO):

351 370 352 340 362 363 366 355 374 347

Allithatjuk-e az adatok alapjan, hogy az ivéviz keménységének varhaté értéke szig-
nifikansan meghaladja a 350 mg/| egészségiigyi hatarértéket?

n=10; X = 358; sy =10,77

Feltételezziik, hogy a mérési eredmények normalis eloszlastak, az egymintas egy-
oldali t-prébat alkalmazzuk: Hy : m < 350; H; : m > 350.

X —mg 358 — 350
. = ————+/10=2,35.
sk Vi 10,77 ’

t =

Az f = n— 1 = 9 szabadsagi fokt egyoldali t-préba kritikus értéke o = 0,05
szignifikanciaszint mellett tg.0,05 = 1,833.



Példa: egymintas egyoldali t-préba

Egy adott helyen vett tiz mintdbdl megmeértiik az ivéviz keménységét. Az alabbi
eredmények adédtak (mg/l CaO):

351 370 352 340 362 363 366 355 374 347

Allithatjuk-e az adatok alapjan, hogy az ivéviz keménységének varhaté értéke szig-
nifikansan meghaladja a 350 mg/| egészségiigyi hatarértéket?

n=10; X = 358; sy =10,77

Feltételezziik, hogy a mérési eredmények normalis eloszlastak, az egymintas egy-
oldali t-prébat alkalmazzuk: Hy : m < 350; H; : m > 350.

X —mg 358 — 350
. = ————+/10=2,35.
sk Vi 10,77 ’

t =
Az f = n— 1 = 9 szabadsagi fokt egyoldali t-préba kritikus értéke o = 0,05
szignifikanciaszint mellett tg.0,05 = 1,833.

Mivel t > tg,0,05, elutasitjuk a nullhipotézist, a vizkeménység szignifikansan
meghaladja 350 mg/| hatarértéket. A p-érték: p = 0,0217 < 0, 05.



Hipotézisvizsgalat: példa az R szoftverben
Tiz mintabol mértiik meg a viz keménységét.
Nullhipotézis (null hypothesis, Hp): m < 350
Ellenhipotézis (alternative hypothesis, H;): m > 350

> viz<-c(348, 367, 349, 337, 359, 360, 363, 352, 371, 344)

> t.test(viz, mu=350, alternative="greater")



Hipotézisvizsgalat: példa az R szoftverben

Tiz mintabol mértiik meg a viz keménységét.

Nullhipotézis (null hypothesis, Hp): m < 350

Ellenhipotézis (alternative hypothesis, H;): m > 350

> viz<-c(348, 367, 349, 337, 359, 360, 363, 352, 371, 344)
> t.test(viz, mu=350, alternative="greater")

One Sample t-test

data: viz

t = 2.3489, df = 9, p-value = 0.02169

alternative hypothesis: true mean is greater than 350
95 percent confidence interval: 351.7566 Inf

mean of x : 358

Most p = 0.02169 < 0,05 = «, elutasitjuk a nullhipotézist.



Egymintas kétoldali t-préba (one-sample two-sided t-test)
@ A normalis eloszlas varhat6 értékére, ismeretlen széras esetén. Nem
legerésebb (nincs ilyen).
@ X1, Xo,...,X, ~ N(m,o?), ahol m, o ismeretlen paraméterek.

@ Probastatisztika (eloszlasa t-eloszlas/Student-eloszlas Hy mellett):

o Kétoldali ellenhipotézis (two-sided): Ho : m = mg; Hi : m# mg.

@ Ha |t| > t,_1.4, azaz p < «, akkor elutasitjuk a nullhipotézist, a varhaté
érték szignifikansan eltér mg-t4l.

@ Ha |t| < ty_1,4, azaz p > «, akkor elfogadjuk Ho-t, a varhaté érték nem tér
el szignifikdnsan mq-t4l.

@ A kritikus érték: t,_1, az f = n — 1 szabadsagi foku (degree of freedom)
t-eloszlas 1 — «/2-kvantilise, vagyis az f = n — 1 szabadsagi foka (degree of
freedom) kétoldali t-préba kritikus értéke « szignifikanciaszint mellett.



Kétoldali t-préba kritikus értékei
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Az f = 29 szabadsagi foka o = 0, 05 szignfikianciaszintii kétoldali t-préba kritikus
értéke: t20.0,05 = 2,04.



Példa: Egymintas kétoldali t-préba

Egy gydgyszer hatéanyagtartalma a csomagolas szerint 10 mg. Harminc tabletta
hatéanyag-tartalmat megmérve a mérések atlaga 9, 8, korrigalt tapasztalati szérasa
0,62 lett. A szignifikanciaszintet @ = 0, 05-nek valasztva az adatok alapjan szigni-
fikansan eltér-e a hatéanyag-tartalom varhaté értéke a 10 mg-t6l?



Példa: Egymintas kétoldali t-préba
Egy gydgyszer hatéanyagtartalma a csomagolas szerint 10 mg. Harminc tabletta
hatéanyag-tartalmat megmérve a mérések atlaga 9, 8, korrigalt tapasztalati szérasa

0,62 lett. A szignifikanciaszintet @ = 0, 05-nek valasztva az adatok alapjan szigni-
fikansan eltér-e a hatéanyag-tartalom varhaté értéke a 10 mg-t6l?

n=30; X=09,8 s =062

Egymintas kétoldali t-prébat végezhetiink, normalis eloszlast feltételezve.

Hy : m=10; Hy - m #£ 10; a = 0,05; f=n-—1=29.
t:m.\/ﬁzw.\/@zfljr
sk 0,62

A kritikus érték: trg o975 = 2,045 = |t| = 1,77 < 2,045, nincs szignifikans eltérés.
p-érték: p = 10,0867 > 0, 05.



Kétmintas, egyoldali, parositatlan Student-féle t-préba

A varhaté érték Gsszehasonlitasara azonos széras esetén (two-sample one-sided
unpaired Student t-test).

Xiyoooy Xng, Y1,..., Yy, fliggetlen normalis eloszlasii azonos szérasi val6szi-
niiségi valtozok: X; ~ N(my,o2), Y; ~ N(my,0?), ahol my, ma, o ismeretlen
paraméterek.

Egyoldali ellenhipotézis: Hy : my < mp;  Hy:my > my.



Kétmintas, egyoldali, parositatlan Student-féle t-préba

A varhaté érték Gsszehasonlitasara azonos széras esetén (two-sample one-sided
unpaired Student t-test).

Xiyoooy Xng, Y1,..., Yy, fliggetlen normalis eloszlasii azonos szérasi val6szi-
niiségi valtozok: X; ~ N(my,o2), Y; ~ N(my,0?), ahol my, ma, o ismeretlen
paraméterek.

Egyoldali ellenhipotézis: Hy : my < mp;  Hy:my > my.

Probastatisztika (eloszlasa t-eloszlas m; = my mellett):

7 n1n2 ny + no —2)
X) + (n2 — 1)s:2( Y) ny + ny '

Hat > tp,1n,—2, o, akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk. At 1n,—2. o
kritikus érték az f = ny 4+ ny — 2 szabadsagi fok egyoldali t-préba kritikus értéke
« szignifikanciaszint mellett (a megfelels eloszlas 1 — a-kvantilise).

t=

Vi(m —1)s;2

Ha p < a: elvetjiik Hop-t, az els6 varhat6 érték szignifikinsan nagyobb a masodiknal.



Kétmintas t-préba: példa

Két kiillonb6z8 markaja vaj tomegét mértilk meg, az X tipustét tizszer, az Y
tipustét nyolcszor. Az atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok (kg-ban):

X =0,217, s (X) =0,027, Y = 0,203, s»(Y)=0,03.
Allithatjuk-e oo = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy az X tipusi vajak tomege

szignifikansan tébb az Y tipust vajénal? Feltételezziik, hogy a mérések szérasa
azonos.



Kétmintas t-préba: példa

Két kiillonb6z8 markaja vaj tomegét mértilk meg, az X tipustét tizszer, az Y
tipustét nyolcszor. Az atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok (kg-ban):

X =0,217, s (X) =0,027, Y = 0,203, s»(Y)=0,03.
Allithatjuk-e oo = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy az X tipusi vajak tomege
szignifikansan tébb az Y tipust vajénal? Feltételezziik, hogy a mérések szérasa
azonos.

- X-Y n1n2(n1+n2—2)
~ = 15200 + (m — 1)5;2(Y) mtm
Behelyettesitve:
217 - 0,2 -1
0,217 — 0,203 80-16 —1.04.

t= .
\/9-0,0272 +7-0,032 18



Kétmintas t-préba: példa
Két kiilonb6zé markaja vaj témegét mértilk meg, az X tipustét tizszer, az Y

tipustét nyolcszor. Az Az atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok (kg-ban):

X =0,217,  s5(X)=0,027, Y =0,203, s(Y)=0,03.

Allithatjuk-e o = 0, 05 szignifikanciaszint mellett, hogy az X tipusi vajak tomege
szignifikansan tébb az Y tipust vajénal? Feltételezziik, hogy a mérések szérasa
azonos.

Ho:my < mp, H : my > mo
A prébastatisztika értéke: t = 1,04.

Az f =ny +np—2 =10+ 8 — 2 = 16 szabadsagi foka egyoldali t-préba kritikus
értéke oo = 0, 05 szignifikanciaszint mellett: t16,0,05 = 1, 746.



Kétmintas t-préba: példa

Két kiilonb6zé markaja vaj témegét mértilk meg, az X tipustét tizszer, az Y
tipustét nyolcszor. Az Az atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok (kg-ban):

X =0,217,  s5(X)=0,027, Y =0,203, s(Y)=0,03.

Allithatjuk-e o = 0, 05 szignifikanciaszint mellett, hogy az X tipusi vajak tomege
szignifikansan tébb az Y tipust vajénal? Feltételezziik, hogy a mérések szérasa
azonos.

Ho:my < mp, H : my > mo
A prébastatisztika értéke: t = 1,04.

Az f =ny +np—2 =10+ 8 — 2 = 16 szabadsagi foka egyoldali t-préba kritikus
értéke oo = 0, 05 szignifikanciaszint mellett: t16,0,05 = 1, 746.

Itt t = 1,04 < 1,746 = t16,0,05, ezért elfogadjuk Hp-t. Az X tipusi vaj tomege
nem haladja meg szignifikansan az Y tipusuét.

p-érték: 0,149>0,05



Kétmintas t-préba: példa

Kétféle joghurt cukortartalmat szeretnénk Gsszehasonlitani. Az elsébél ny = 20, a
masodikbdl ny = 12 dobozban mértiik meg a cukortartalmat (grammban).

Az atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok grammban szamolva (Xi, ..., X az
elsé minta, Yi,..., Y12 a masodik):

X =184, s(X)=12  Y=19,9, s(Y)=1,3.

n =

Allithatjuk-e o = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a kétféle joghurtban szig-
nifikansan eltéré a cukortartalom?



Kétmintas, kétoldali, parositatlan Student-féle t-préba

A varhatd érték Gsszehasonlitasara azonos széras esetén (two-sample two-sided
unpaired Student t-test).

Xiyeoos Xngy Y1,..., Yy, fuggetlen normalis eloszlasii azonos szérasa val6szi-
niiségi valtozok: X; ~ N(my,o?), Y; ~ N(ma,0?), ahol my, mo, o ismeretlen
paraméterek.

Kétoldali ellenhipotézis: Hy: my = my;  Hy - my # mo.



Kétmintas, kétoldali, parositatlan Student-féle t-préba

A varhatd érték Gsszehasonlitasara azonos széras esetén (two-sample two-sided
unpaired Student t-test).

Xiyeoos Xngy Y1,..., Yy, fuggetlen normalis eloszlasii azonos szérasa val6szi-
niiségi valtozok: X; ~ N(my,o?), Y; ~ N(ma,0?), ahol my, mo, o ismeretlen
paraméterek.

Kétoldali ellenhipotézis: Hy: my = my;  Hy - my # mo.

Prébastatisztika (eloszlasa t-eloszlas Hy mellett):

-Y n1n2 ni + no —2)
X) + (m — 1)s:2(Y) ny + ny '

Ha [t| > tp1n,—2.1-a, akkor elvetjilk a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk. A
tny+na—2,1—a Kritikus érték az f = ny + n» — 2 szabadsagi foki kétoldali t-proba
kritikus értéke « szignifikanciaszint mellett (a megfelel6 eloszlas 1—«/2-kvantilise).

t=

V(m —1)s;2

Ha p < a: elvetjiik Hop-t, az varhaté értékek szignifikansan eltérnek egymastdl.



Kétmintas t-préba: példa
Kétféle joghurt cukortartalmat szeretnénk Gsszehasonlitani. Az elsébél ny = 20, a
masodikbdl n, = 12 dobozban mértiik meg a cukortartalmat (grammban).

Az atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok grammban szamolva (Xy,..., Xy az
elsé6 minta, Yi,..., Y12 a masodik):

X=18,4, s(X)=12  Y=19,9, s(Y)=1,3.
Allithatjuk-e o = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a kétféle joghurtban szig-
nifikdnsan eltéré a cukortartalom? Feltételezziik, hogy a mintak fiiggetlenek,
normalis eloszlasiuak, azonos szérasiaak.



Kétmintas t-préba: példa
Kétféle joghurt cukortartalmat szeretnénk Gsszehasonlitani. Az elsébél ny = 20, a
masodikbdl n, = 12 dobozban mértiik meg a cukortartalmat (grammban).

Az atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok grammban szamolva (Xy,..., Xy az
elsé6 minta, Yi,..., Y12 a masodik):

X =184, s{(X)=12  Y=199  s(Y)=1,3.

n

Allithatjuk-e o = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a kétféle joghurtban szig-
nifikdnsan eltéré a cukortartalom? Feltételezziik, hogy a mintak fiiggetlenek,
normalis eloszlasiuak, azonos szérasiaak.

-Y n1n2 ny + no 72)
X) 4 (n2 — 1)s33( Y) n + n2 '

t =

V(m —1)s;2
Behelyettesitve:

B 18,4 — 19,9 20-12-30
V191,22 +11-1,32 32

= -3,3.




Kétmintas t-préba: példa
Kétféle joghurt cukortartalmat szeretnénk Gsszehasonlitani. Az elsébél ny = 20, a
masodikbdl n, = 12 dobozban mértiik meg a cukortartalmat (grammban).

Az atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok grammban szamolva (Xy,..., Xy az
elsé6 minta, Yi,..., Y12 a masodik):

X =184, si(X)=12  Y=199,  si(Y)=1,3.

n

Allithatjuk-e o = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a kétféle joghurtban szig-
nifikansan eltér6 a cukortartalom? Feltételezziik, hogy a mintak fliggetlenek,
normalis eloszlasiak, azonos szérashak.

Hoimlzmg, Hliml#mg
A prébastatisztika értéke: t = —3,3.

Az f = ny + np —2 =20+ 12 — 2 = 30 szabadsagi foku kétoldali t-préba kritikus
értéke oo = 0, 05 szignifikanciaszint mellett: t6 005 = 2, 042.



Kétmintas t-préba: példa
Kétféle joghurt cukortartalmat szeretnénk Gsszehasonlitani. Az elsébél ny = 20, a
masodikbdl n, = 12 dobozban mértiik meg a cukortartalmat (grammban).

Az atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok grammban szamolva (Xy,..., Xy az

elsé6 minta, Yi,..., Y12 a masodik):

X =184, si(X)=12  Y=199,  si(Y)=1,3.

n n

Allithatjuk-e o = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a kétféle joghurtban szig-
nifikansan eltér6 a cukortartalom? Feltételezziik, hogy a mintak fliggetlenek,
normalis eloszlasiak, azonos szérashak.

Hoimlzmg, Hliml#mg
A prébastatisztika értéke: t = —3,3.

Az f = ny + np —2 =20+ 12 — 2 = 30 szabadsagi foku kétoldali t-préba kritikus
értéke oo = 0, 05 szignifikanciaszint mellett: t6 005 = 2, 042.

Itt |t| = 3,3 > 2,042 = t30,0,05, ezért elutasitjuk Ho-t. A kétféle joghurt cukor-
tartalma szignifikansan kiilonb6z6



Kétmintas t-préba: példa
Kétféle joghurt cukortartalmat szeretnénk Gsszehasonlitani. Az elsébél ny = 20, a
masodikbdl n, = 12 dobozban mértiik meg a cukortartalmat (grammban).

Az atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok grammban szamolva (Xy,..., Xy az
elsé6 minta, Yi,..., Y12 a masodik):

X =184, si(X)=12  Y=199,  si(Y)=1,3.

n n

Allithatjuk-e o = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a kétféle joghurtban szig-
nifikansan eltér6 a cukortartalom? Feltételezziik, hogy a mintak fliggetlenek,
normalis eloszlasiak, azonos szérashak.

Hoimlzmg, Hliml#mg
A prébastatisztika értéke: t = —3,3.

Az f = ny + np —2 =20+ 12 — 2 = 30 szabadsagi foku kétoldali t-préba kritikus
értéke oo = 0, 05 szignifikanciaszint mellett: t6 005 = 2, 042.

Itt |t| = 3,3 > 2,042 = t30,0,05, ezért elutasitjuk Ho-t. A kétféle joghurt cukor-
tartalma szignifikansan kiilonb6z6 — ha a szérasok azonosak, és a préba alkal-
mazhaté (ezt eddig feltettiik).



F-préba

Filiggetlen normalis eloszlast mintadk szérasanak Gsszehasonlitasara.

o

Legyenek most X1, Xa, ..., Xy, Y1,..., Ya, figgetlen normalis eloszlasa vals-
szinliségi valtozok, ahol X; ~ N(my,02), Y; ~ N(my,03). Itt my, my, 01,02
ismeretlen paraméterek.

Kétoldali ellenhipotézis: Hy : 01 = o; Hy : o1 # 02.
Prébastatisztika (eloszlasa F-eloszlas Hp mellett):

5*2

_"m
F=—%
n2

Ha F > F,,—1.n,—1 vagy 1/F > F,,_1 n,—1, akkor elvetjiik a nullhipotézist,
kiilénben elfogadjuk, ahol Fy, ¢, az fi, f» szabadsagi fokt az F-eloszlas 1—a/2-
kvantilise.

p < 0,05: a szérasok szignifikansan eltérnek.



Az F-proba kritikus értéke

F-eloszlas
©
@4
©
@4
>
2
B
2
&
S
E= ~
5 3
t
2
5
2
o
o
o
24
T T T T T
0 1 2 3 4
értékek

Az F-préba kritikus értéke: Frg 11 = 3,24, ez az eloszlas 1—a /2 = 0, 975-kvantilise



Kétmintas F-préba: példa
Kétféle joghurt cukortartalmat szeretnénk Gsszehasonlitani. Az elsébél ny = 20,
a masodikbdl ny = 12 dobozban mértiik meg a cukortartalmat (grammban). Az

atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok (X, ..., Xpo az elsé minta, Yi,..., Yis a
masodik):

X=184, s(X)=12  Y=19,9, s(Y)=1,3.
Allithatjuk-e o = 0, 05 szignifikanciaszint mellett, hogy a kétféle joghurtban szigni-
fikansan eltérd a cukortartalom szérasa? Feltételezziik, hogy a mintak fiiggetlenek,
normalis eloszlasaak.



Kétmintas F-préba: példa

Kétféle joghurt cukortartalmat szeretnénk Gsszehasonlitani. Az elsébél ny = 20,
a masodikbdl ny = 12 dobozban mértiik meg a cukortartalmat (grammban). Az
atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok (X, ..., Xpo az elsé minta, Yi,..., Yis a
masodik):

X=184, s(X)=12  Y=19,9, s(Y)=1,3.
Allithatjuk-e o = 0, 05 szignifikanciaszint mellett, hogy a kétféle joghurtban szigni-
fikansan eltérd a cukortartalom szérasa? Feltételezziik, hogy a mintak fiiggetlenek,
normalis eloszlasaak.

H010'1:UQ, H110'1750'2

*2
1,22 e 1 1,32
:*:2 =1 = 0, 85, és F= 12— 1,17.

A probastatisztika értéke: F = Z
Az (f1,f) = (m — 1,mp — 1) = (19,11) szabadsagi foka F-préba kritikus értéke
a = 0,05 esetén: 3,24, mig az (fo, f1) = (n2 — 1,n; — 1) = (11,19) szabadsagi
fok esetén 2,76.



Kétmintas F-préba: példa

Kétféle joghurt cukortartalmat szeretnénk Gsszehasonlitani. Az elsébél ny = 20,
a masodikbdl ny = 12 dobozban mértiik meg a cukortartalmat (grammban). Az
atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok (X, ..., Xpo az elsé minta, Yi,..., Yis a
masodik):

X =184, si(X)=12  Y=199, si(Y)=1,3.

n

Allithatjuk-e o = 0, 05 szignifikanciaszint mellett, hogy a kétféle joghurtban szigni-
fikansan eltérd a cukortartalom szérasa? Feltételezziik, hogy a mintak fiiggetlenek,
normalis eloszlasaak.

H010'1:UQ, H110'1750'2

*2
1,22 e 1 1,32
:*:2 =1 = 0, 85, és F= 12— 1,17.

A probastatisztika értéke: F = Z
Az (f1,f) = (m — 1,mp — 1) = (19,11) szabadsagi foka F-préba kritikus értéke
a = 0,05 esetén: 3,24, mig az (fo, f1) = (n2 — 1,n; — 1) = (11,19) szabadsagi
fok esetén 2,76.

Mivel F < 3,24 és 1/F < 2,76, elfogadjuk a nullhipotézist, a szérasok nem
térnek el szignifikdnsan, és a kétmintas t-proba valéban alkalmazhaté.



Normalis eloszlasra vonatkozé kétmintas probak

Az alabbiakat kell ellenérizni kétmintas prébaknal:

@ A minta normalis eloszlasa, vagy a mintaelemszam elég nagy és a széras
feltehet8en véges (a centralis hatareloszlastétel alapjan az atlag kdzel normalis
eloszlasa).



Normalis eloszlasra vonatkozé kétmintas probak

Az alabbiakat kell ellenérizni kétmintas prébaknal:

@ A minta normalis eloszlasa, vagy a mintaelemszam elég nagy és a széras
feltehet8en véges (a centralis hatareloszlastétel alapjan az atlag kdzel normalis
eloszlasa).

@ Keétmintas esetben: a két minta egymastodl fiiggetlen (“unpaired” eset).
Ha a két minta természetes médon parosithatd, parositott ("paired”) préba
alkalmazhaté. Példa: megmérjiik hisz ember vérnyomasat egy adott napon
reggel és este. lgaz-e, hogy a reggeli érték jelentSsen eltér az estitél?

@ Ha a szorasokrdl feltételezhetjiik, hogy megegyeznek: a Student-féle t-
préba alkalmazhaté.

@ Ha a szorasokrol nem tételezhetjiik fel, hogy megegyeznek: a Welch-féle
t-préba alkalmazhaté.



Példa: parositott t-proba

1991 és 2010 kozott feljegyezték az éves csapadékdsszeget Budapesten, illetve Sze-
geden. Az atlag Budapesten 533 mm, a korrigalt tapasztalati széras 139, Sze-
geden az atlag 540 mm, a korrigalt tapasztalati széras 143 lett (forras: OMSZ).

Allithatjuk-e, hogy Szegeden szignifikansan nagyobb a csapadékmennyiség varhaté
értéke?

év 1991 1992 1993 1994 1995 atlag s}

Budapest 594 364 505 481 575 ... 533 139
Szeged 617 457 408 399 562 ... 540 143



Példa: parositott t-proba

1991 és 2010 kozott feljegyezték az éves csapadékdsszeget Budapesten, illetve Sze-
geden. Az atlag Budapesten 533 mm, a korrigalt tapasztalati széras 139, Sze-
geden az atlag 540 mm, a korrigalt tapasztalati széras 143 lett (forras: OMSZ).
Allithatjuk-e, hogy Szegeden szignifikansan nagyobb a csapadékmennyiség varhaté
értéke?

év 1991 1992 1993 1994 1995 .. atlag s
Budapest 594 364 505 481 575 ... 533 139
Szeged 617 457 408 399 562 ... 540 143

A két adatsor nem fiiggetlen, mert egy éven beliil a két varos idgjarasa nem fiig-
getlen (az egyes mintak sem teljesen fiiggetlenek, és nem biztos, hogy normalis
eloszlastak). Ezért parositott (paired) t-préba alkalmazhatd, egyoldali nullhipo-
tézissel. Ez altalaban a parok kiilonbségét hasonlitja dssze 0-val, egymintas prébat
alkalmazva.

Ho : my > my, Hy : my < ms, ahol my a budapesti, m;, a szegedi csapadékmennyi-
ség varhaté értéke.



Példa: parositott t-proba

1991 és 2010 kozott feljegyezték az éves csapadékdsszeget Budapesten, illetve Sze-
geden. Az atlag Budapesten 533 mm, a korrigalt tapasztalati széras 139, Sze-
geden az atlag 540 mm, a korrigalt tapasztalati széras 143 lett (forras: OMSZ).
Allithatjuk-e, hogy Szegeden szignifikansan nagyobb a csapadékmennyiség varhaté
értéke?

év 1991 1992 1993 1994 1995 .. atlag s
Budapest 594 364 505 481 575 ... 533 139
Szeged 617 457 408 399 562 ... 540 143

A két adatsor nem fiiggetlen, mert egy éven beliil a két varos idgjarasa nem fiig-
getlen (az egyes mintak sem teljesen fiiggetlenek, és nem biztos, hogy normalis
eloszlastak). Ezért parositott (paired) t-préba alkalmazhatd, egyoldali nullhipo-
tézissel. Ez altalaban a parok kiilonbségét hasonlitja dssze 0-val, egymintas prébat
alkalmazva.

Ho : my > my, Hy : my < ms, ahol my a budapesti, m;, a szegedi csapadékmennyi-
ség varhaté értéke.

A prébat elvégezve a p-értékre 0,366 adddott.



Példa: parositott t-proba

1991 és 2010 kozott feljegyezték az éves csapadékdsszeget Budapesten, illetve Sze-
geden. Az atlag Budapesten 533 mm, a korrigalt tapasztalati széras 139, Sze-
geden az atlag 540 mm, a korrigalt tapasztalati széras 143 lett (forras: OMSZ).
Allithatjuk-e, hogy Szegeden szignifikansan nagyobb a csapadékmennyiség varhaté
értéke?

év 1991 1992 1993 1994 1995 .. atlag s
Budapest 594 364 505 481 575 ... 533 139
Szeged 617 457 408 399 562 ... 540 143

A két adatsor nem fiiggetlen, mert egy éven beliil a két varos idgjarasa nem fiig-
getlen (az egyes mintak sem teljesen fiiggetlenek, és nem biztos, hogy normalis
eloszlastak). Ezért parositott (paired) t-préba alkalmazhatd, egyoldali nullhipo-
tézissel. Ez altalaban a parok kiilonbségét hasonlitja dssze 0-val, egymintas prébat
alkalmazva.

Ho : my > my, Hy : my < ms, ahol my a budapesti, m;, a szegedi csapadékmennyi-
ség varhaté értéke.

A prébat elvégezve a p-értékre 0,366 adddott.

Elfogadjuk a nullhipotézist, az adatok alapjan Szegeden nem tdbb szignifikansan
a csapadékmennyiség varhatd értéke, mint Budapesten:



Welch-féle t-proba

A varhaté érték Osszehasonlitasara parositatlan esetben (two-sample two-sided
unpaired Welch t-test). Legyenek Xi,...,X,,,Y1,..., Y, figgetlen norma-
lis eloszlas valészintiségi valtozék: X; ~ N(my,02), Yi ~ N(ma,03), ahol
my, ma, 01,02 ismeretlen paraméterek.

Kétoldali ellenhipotézis: Hy : my = my;  Hy - my # mo.

Prébastatisztika: .
X-Y
sx2(X) N s2(Y)
ny na

Ha [t| > tr1_,, akkor elvetjik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk. A tr1_,
kritikus érték az f szabadsagi foka kétoldali t-préba kritikus értéke o szignifikan-
ciaszint mellett (a megfelel§ eloszlas 1 — a/2-kvantilise).

Szabadsagi fok:

t =

(=)

ny nz
) ()
nZ(n1—1) nZ(n2—1)

Ha p < av elvetjitk Hop-t, az varhaté értékek szignifikansan eltérnek egymastsl.



Y2-préba: illeszkedésvizsgalat

Legyen A1, As, ..., A, teljes eseményrendszer, p1, po, ..., p, pedig olyan nemnega-
tiv szamok, melyek Gsszege 1.

Ho : P(Ak) = px minden k=1,2,... r-re.
Hy : P(Ak) # px valamelyik k =1,2,... r-re.

o n fiiggetlen megfigyelést végziink (tdl nagy és tal kicsi sem megfeleld).

@ N: hanyszor kdvetkezett be Ag.

@ Ha van k, hogy Ny < 4: néhany osztalyt &ssze kell vonnunk, hogy a prébat
alkalmazhassuk (vagyis A; és Ay helyett A; U Aj-t és p; + pi-t tekintjiik).

@ Prébastatisztika:

,

Ny — n- pr)?

eoy onad
— n- pk



Y2-préba: illeszkedésvizsgalat

Tétel (Fisher)

Legyen A1, Az, ..., A, teljes eseményrendszer, p1, p2, - - -, pr pedig olyan nemnega-

tiv szamok, melyek 6sszege 1. Tekintsiink n fiiggetlen megfigyelést. Ekkor n — oo

esetén
r

Nk — n - px)?
p=S Wemnpd® oy,
—1 n- Pk

eloszlasban, ahol U,_, eloszlasa f = r — 1 szabadsagi foki x?-eloszlas:

U s L2224+ 22+...+ 22

ahol Zy, 25, ..., Z, fiiggetlen standard normalis eloszlasiak. Azaz minden t € R
valos szamra
r N o X 2
p(z(k"pk) < t) —P(U,_1 < t)
=1 n - pk

teljesiil n — oo esetén.




xz—préba kritikus értéke

khinégyzet-eloszlas

0.15
1

0.10
1

sUrlségfuggvény

0.05
1

0.00
L

T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12

értékek

Az f = 5 szabadsagi foki x2-eloszlas stirtiségfiiggvénye. Az oo = 0,05 szignifikan-
ciaszintii préba kritikus értéke: ¢ ¢ = 11, 1.



Y2-préba

Adott (Ax);_; teljes eseményrendszer, és (px);_; szamok: >, _; px = 1.

Ho : P(Ak) = px minden k =1,2,...,r-re. Hi: a nullhipotézis nem igaz

Probastatisztika (feltéve, hogy Nx > 4 minden k-ra):

r

oy Whemnp)

n .
— Pk



Y2-préba

Adott (Ax);_; teljes eseményrendszer, és (px);_; szamok: >, _; px = 1.
Ho : P(Ak) = px minden k =1,2,...,r-re. Hi: a nullhipotézis nem igaz
Probastatisztika (feltéve, hogy Nx > 4 minden k-ra):

x2:2r:7(/vk_n'pk)2.

n .
— Pk

Legyen ciit az f = r — 1 szabadsagi foki x2-préba kritikus értéke o szignifikan-
ciaszint mellett.
X% > Cuie vagy p < a: elutasitjuk Hop-t, az eloszlas szignifikansan eltér (py)-tél.

X% < Cuic vagy p > a: elfogadjuk Ho-t, az eloszlas nem tér el szignifikansan (py)-
tol.



Y2-préba

Adott (A)_; teljes eseményrendszer, és (px)}_; szamok: >, _, px = 1.
Ho : P(Ax) = px minden k =1,2,... r-re. Hi: a nullhipotézis nem igaz
Prébastatisztika (feltéve, hogy Ny > 4 minden k-ra):

xzzii(lvk_n'pk)z.

n .
—1 Pk

Legyen curit az f = r — 1 szabadsagi fokt y2-préba kritikus értéke o terjedelem
(szignifikanciaszint) mellett.

Ez az f = r — 1 szabadsagi fok x?-eloszlas 1 — a-kvantilise, vagyis

P(Z2+...+ 22 < Cuit) =1 —

ahol Z,. .., Zr fiiggetlen standard normalis eloszlasa val6szintiségi valtozok.



2-préba: példa

Dobdékockaval dobunk szazszor. A terjedelmet oo = 0, 05-nek valasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobékocka?

Szaz kockadobas hisztogramja

0.15
L

Relativ gyakorisagok

0.00
1

1 2 3 4 5 ]

Lehetséges értékek

u]
@
1
n
it

DA



Y2-préba: példa

Dobékockaval dobunk szazszor. A terjedelmet oo = 0, 05-nek valasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobékocka?

érték 1 2 3 4 5 6
gyakorisdag 21 11 20 22 11 15




Y2-préba: példa

Dobékockaval dobunk szazszor. A terjedelmet oo = 0, 05-nek valasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobékocka?

érték 1 2 3 4 5 6
gyakorisdag 21 11 20 22 11 15

Minden szam legalabb négyszer eléfordult, alkalmazhatjuk a x2-probat. A;: i-t
dobunk, r =6, py =1/6, k=1,2,...,6.

Ho : P(Ax) = 1/6 minden k-ra; Hy : P(Ak) # 1/6 valamelyik k-ra



Y2-préba: példa

Dobékockaval dobunk szazszor. A terjedelmet oo = 0, 05-nek valasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobékocka?

érték 1 2 3 4 5 6
gyakorisdag 21 11 20 22 11 15

Minden szam legalabb négyszer eléfordult, alkalmazhatjuk a x2-probat. A;: i-t
dobunk, r =6, py =1/6, k=1,2,...,6.

Ho : P(Ax) = 1/6 minden k-ra; Hy : P(Ak) # 1/6 valamelyik k-ra

. Z (Ne —n-pe)?  (21-100-1/6)2 (11 —100-1/6)2
YT T 100-1/6 100-1/6

(15 — 100 - 1/6)?
100-1/6

+o+ =7,52.



Y2-préba: példa
Dobdékockaval dobunk szazszor. A terjedelmet oo = 0, 05-nek valasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobdkocka?
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Y2-préba: példa
Dobdékockaval dobunk szazszor. A terjedelmet oo = 0, 05-nek valasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobdkocka?

érték 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 21 11 20 22 11 15

Ho : P(Ax) = 1/6 minden k-ra; Hy : P(Ak) # 1/6 valamelyik k-ra

X2:7,52; f=r—1=5; a = 0,05; Cerit = 11,1



Y2-préba: példa
Dobdékockaval dobunk szazszor. A terjedelmet oo = 0, 05-nek valasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobdkocka?

érték 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 21 11 20 22 11 15

Ho : P(Ax) = 1/6 minden k-ra; Hy : P(Ak) # 1/6 valamelyik k-ra

X2:7,52; f=r—1=5; a = 0,05; Cerit = 11,1

x> =7,52 < Guie = 11,1, illetve a p-értékre 0,1847 > 0, 05.

Elfogadjuk Hop-t, elfogadhaté, hogy a dobdkocka szabalyos, nincs szignifikans eltérés
az egyenletes eloszlastdl.



2-préba: példa

Dobdékockaval dobunk ezerszer. A terjedelmet aw = 0, 05-nek valasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobékocka?

Ezer kockadobas hisztogramja

0.15
]

Relativ gyakorisagok

1 2 3 4 5 ]

Lehetséges értékek
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Y2-préba: példa

Ha ezerszer dobunk, és az alabbi eredmények adédnak:

ertek 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 101 154 140 184 156 175

Ho : P(Ax) = 1/6 minden k-ra; Hy : P(Ax) # 1/6 valamelyik k-ra

X2 = 11,68; f=r—1=5; a=0,05; Clit = 11,1



2-préba: példa

Ha ezerszer dobunk, és az alabbi eredmények adédnak:

ertek 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 101 154 140 184 156 175

Ho : P(Ax) = 1/6 minden k-ra; Hy : P(Ax) # 1/6 valamelyik k-ra

X2 = 11,68; f=r—1=5; a=0,05; Clit = 11,1

X2 = 11,68 > cui = 11,1, illetve a p-értékre 0,039 < 0, 05.

Elutasitjuk Hp-t, nem fogadhaté el, hogy a dobdkocka szabalyos, a minta alapjan
az eloszlas szignifikansan eltér az egyenletes eloszlastél.



Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Elfogadhaté-e 0,05 terjedelem (szignifikanciaszint) mellett, hogy az egy futballmér-
kézésen 16tt gélok szama Poisson-eloszlasa?

Megfigyelt adatok n = 95 elem(i mintabdl, melyek atlaga X = 1,379, és a A=
1,379 paraméterii Poisson-eloszlas: P(X = k) = i‘(—?e"‘.

Golok szamanak hisztogramja

— megfigyelések
— Poisson(1,375)
—— Poisson(1)
= Poisson(2)

Relativ gyakorisagok

Megfigyelt ertékek
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Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Elfogadhaté-e 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy Budapesten az 6nosesés napok
szama egy év alatt Poisson-eloszlasi? Megfigyelt adatok n = 110 elem(i mintabdl
(1901-2010, Orszagos Meteorolégiai Szolgalat), melyek atlaga X = 1,44, és a

~

A = 1,44 paraméter( Poisson-eloszlas: P(X = k) = i‘(—?e‘*.

Onosesés napok szaméanak hisztogramja

= megfigyelések
—— Poisson-eloszlas

Relativ gyakorisagok
000 005 010 015 020 025 030 035

Megfigyelt értékek



Egy haztartasban élék szama

Egy haztartasban él6k szama

= megdfigyelések
= geometrai eloszlds
= Poisson-eloszlds+1

Relativ gyakorisagok

000 005 010 015 020 025 030 035

Lehetséges értékek

Egy haztartasban él6k szamanak hisztogramja (forrds: KSH, 2011), és a geometriai
eloszlas (p = 1/X), illetve a Poisson(X)-eloszlas eggyel eltolva. Itt X = 2,36 az

atlag, és n = 4105698 a haztartasok szama, tal nagy a mintaelemszam. - .



Becsléses illeszkedésvizsgalat

A1, Az, ..., A, teljes eseményrendszer, azaz olyan események, amik koziil pontosan
az egyik kovetkezik be. Ni: hanyszor kovetkezik be Ax egy n elemi fiiggetlen
mintaban.

Feltessziik, hogy N, > 4 minden k-ra, ha nem, osztalyokat vonunk
Ossze. Adott px(A) minden A € L-re.

Ho: van olyan A € £, melyre P(Ax) = px(A) minden k =1,2,..., r-re.

Hi: nincs ilyen A € L, az eloszlas szignifikansan eltér a (pk()\)) eloszlascsaladtdl.



Becsléses illeszkedésvizsgalat

A1, Az, ..., A, teljes eseményrendszer, azaz olyan események, amik koziil pontosan
az egyik kovetkezik be. Ni: hanyszor kovetkezik be Ax egy n elemi fiiggetlen
mintaban. Feltessziik, hogy N, > 4 minden k-ra, ha nem, osztalyokat vonunk
Ossze. Adott px(A) minden A € L-re.

Ho: van olyan A € £, melyre P(Ax) = px(A) minden k =1,2,..., r-re.
Hi: nincs ilyen A € L, az eloszlas szignifikansan eltér a (pk()\)) eloszlascsaladtdl.

A ) paramétervektor maximumlikelihood-becslése legyen )\, és legyen py = pk(S\).
A X dimenzidja, vagyis a becsiilt paraméterek szama d. Probastatisztika:

(O

X
n- Pk

k=1

Legyen f = r —d — 1, és ¢y az f szabadsagi fokt y2-préba kritikus értéke o
szignifikanciaszint mellett (a szabadsagi fokbdl levonjuk a becsiilt paraméterek
szamat). Ho-t elutasitjuk, ha x? > ¢ (azaz p < «), ilyenkor a minta szigni-
fikansan eltér a nullhipotézisben szereplé eloszlascsaladtsl. Ha x? < cipic, akkor
elfogadjuk a nullhipotézist.



Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Az egy futballmérkézésen I6tt gélok szama a vilagbajnoksag n = 95 mér-
k&zésén:

gblok szama 0o 1 2 3 4 5 6 7 8
mérkézések szama 23 37 20 11 2 1 0 0 1
Poisson-esetben a A paraméter maximumlikelihood-becslése:
5% = 0-234+1-374+2-20+3-11+4-24+5-1+8-1 _ 1,379,

95

Mivel vannak olyan osztalyok, ahova 4-nél kevesebb megfigyelés esik, a beosztast
modositjuk:

golok szama o 1 2 3 >4
mérkézések szama 23 37 20 11 4




Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Ho: az eloszlas Poisson-eloszlasbdl szarmazik valamely A > 0-val.

Hi: az eloszlas eltér a Poisson-eloszlastol.

~

A = 1,379 a paraméter maximumlikelihood-becslése. Ekkor

D
Pk A

= e (k=0,1,2,...)

a Poisson-eloszlas definiciéjaba a \ becsiilt paramétert helyettesitve.



Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Ho: az eloszlas Poisson-eloszlasbdl szarmazik valamely A > 0-val.

Hi: az eloszlas eltér a Poisson-eloszlastol.

~

A = 1,379 a paraméter maximumlikelihood-becslése. Ekkor

LAk g
Pk A

= e (k=0,1,2,...)

a Poisson-eloszlas definiciéjaba a \ becsiilt paramétert helyettesitve.
golok szama 0 1 2 3 >4

mérkézések szama 23 37 20 11 4
npx (Poisson(A)) 23,92 3299 22,75 10,46 4,88

r _h.A )2 _ 2 — 2
, (Ne—n-p)? _ (8-2392 (37-32997 o
2 n- pr 23,92 32,99




Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Ho: az eloszlas Poisson-eloszlasbdl szarmazik valamely A > 0-val.
H: az eloszlas eltér a Poisson-eloszlastal.

~

A = 1,379 a paraméter maximumlikelihood-becslése.

goblok szama 0 1 2 3 >4

mérk&zések szama 23 37 20 11 4

Poisson(\)-eloszlas 23,92 32,99 22,75 10,46 4,88



Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Ho: az eloszlas Poisson-eloszlasbdl szarmazik valamely A > 0-val.

Hi: az eloszlas eltér a Poisson-eloszlastol.

X = 1,379, egydimenziés paramétert (egy pozitiv szamot) kellett becsiilni, tehat
d=1. Az osztalyok szdma r = 5.

goblok szama 0 1 2 3 >4
mérk&zések szama 23 37 20 11 4

Poisson(A)-eloszlas 23,92 32,99 22,75 10,46 4,88

X2:1,O4; f=r—-d—-1=5-1-1=3; «=0,05 ¢y =7,81.



Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Ho: az eloszlas Poisson-eloszlasbdl szarmazik valamely A > 0-val.

Hi: az eloszlas eltér a Poisson-eloszlastol.

X = 1,379, egydimenziés paramétert (egy pozitiv szamot) kellett becsiilni, tehat
d=1. Az osztalyok szdma r = 5.

goblok szama 0 1 2 3 >4
mérk&zések szama 23 37 20 11 4

Poisson(A)-eloszlas 23,92 32,99 22,75 10,46 4,88

X2:1,04; f=r—-d—-1=5-1-1=3; «=0,05 ¢y =7,81.

2 =1,04 < 7,81 = iy, ezért elfogadjuk, hogy a minta Poisson-eloszlast, nincs
szignifikans eltérés a Poisson-eloszlastél. A p-érték: p = 0,21.



Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Az 6nosesSs napok évenkénti szama n = 110 éven keresztiil Budapesten:

6nosesés napokszama 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
évek szama 36 34 20 10 6 1 1 0 0 1 1
Poisson-esetben a A paraméter maximumlikelihood-becslése:

0-36+1-344+2-20+3-10+...+10-1
110

X:y:

= 1,436.

Mivel vannak olyan osztalyok, ahova 4-nél kevesebb megfigyelés esik, a beosztast
moédositjuk:

6nosesds napok szama 0 1 2 3 4 >5
évek szama 36 34 20 10 6 4




Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Ho: az eloszlas Poisson-eloszlasbdl szarmazik valamely A > 0-val.

Hi: az eloszlas eltér a Poisson-eloszlastol.

~

A = 1,436 a paraméter maximumlikelihood-becslése. Ekkor

DU
P e

=5 (i=0,1,2,...)

a Poisson-eloszlas definiciéjaba a \ becsiilt paramétert helyettesitve.

6nosesds napok szama 0 1 2 3

4 >5
évek szama 36 34 20 10 6 4
npx (Poisson(A)) 26,17 3758 26,98 1291 464 1,73

r A \2 2 2
—n. -26,1 4 —
po S Wemn )7 (36-2017)7 (34— 3T.58)° g gq
2 - pr 26,17 37,58




Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Ho: az eloszlas Poisson-eloszlasbdl szarmazik valamely A > 0-val.
Hi: az eloszlas eltér a Poisson-eloszlastol.

X = 1,436, egydimenziés paramétert (egy pozitiv szamot) kellett becsiilni, tehat
d=1. Az osztalyok szdma r = 6.

6nosesGs napok szama 0 1 2 3 4 >5
évek szama 36 34 20 10 6 4
np (Poisson(})) 26,17 37,58 2698 12,91 464 173

X2:9,88; f=r—-d—-1=6-1-1=4; «=0,05 Gy =9,49.



Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Ho: az eloszlas Poisson-eloszlasbdl szarmazik valamely A > 0-val.
Hi: az eloszlas eltér a Poisson-eloszlastol.

X = 1,436, egydimenziés paramétert (egy pozitiv szamot) kellett becsiilni, tehat
d= Az osztalyok szama r = 6.

6nosesGs napok szama 0 1 2 3 4 >5
évek szama 36 34 20 10 6 4
np (Poisson(})) 26,17 37,58 2698 12,91 464 173

X2:9,88; f=r—-d—-1=6-1-1=4; «=0,05 Gy =9,49.

X2 = 9,88 > 9,49 = ¢y, ezért elutasitjuk, hogy a minta Poisson-eloszlasi, az
eloszlas szignifikansan eltér a Poisson-eloszlastdl. A p-érték: p = 0, 04.



Figgetlenségvizsgalat

Két szempont szerint soroljuk osztalyokba a megfigyeléseket.

Els6 szempont: Aj, ..., A,. Masodik szempont: By,..., Bs.

Ho: a két szempont fiiggetlen egymastdl, azaz P(A;NB;) = P(A;)-P(B;) minden
i,Jj-re.

Hi: a nullhipotézis nem igaz, a két szempont kozott Gsszefiiggés van.



Figgetlenségvizsgalat

Két szempont szerint soroljuk osztalyokba a megfigyeléseket.
Els6 szempont: Aj, ..., A,. Masodik szempont: By,..., Bs.

Ho: a két szempont fiiggetlen egymastdl, azaz P(A;NB;) = P(A;)-P(B;) minden
i,Jj-re.

Hi: a nullhipotézis nem igaz, a két szempont kozott Gsszefiiggés van.
Njj: hany olyan megfigyelés van, melyre A; és B; teljesiil.

Ni. =77 ) Nj (azaz az A; gyakorisaga); N; = 3", N (azaz B; gyakorisaga); n
pedig az 6sszes megfigyelés szama. Ekkor a prébastatisztika:

=y

i=1 j=1

NN)



Figgetlenségvizsgalat

Ho: a két szempont filiggetlen egymastdl. Prébastatisztika:

NN)

=y

i=1 j=1

A szabadsagi fok f = (r — 1)(s — 1).
Cirit: az f szabadsagi foka y2-préba kritikus értéke o szignifikanciaszint mellett.
@ 2 < cuit (azaz a p > a): elfogadjuk Ho-t, nem talaltunk szignifikans
Gsszefiiggést a szempontok kozott.

@ 2 > quit (azaz a p < ): elutasitjuk Ho-t, az adatok szignifikans &ssze-
fliggést mutatnak.



Figgetlenségvizsgalat
Ho: a két szempont filiggetlen egymastdl. Prébastatisztika:

NN)

=y

i=1 j=1
A szabadsagi fok f = (r — 1)(s — 1).

Cirit: az f szabadsagi foka y2-préba kritikus értéke o szignifikanciaszint mellett.

@ 2 < cuit (azaz a p > a): elfogadjuk Ho-t, nem talaltunk szignifikans
Gsszefiiggést a szempontok kozott.

@ 2 > quit (azaz a p < ): elutasitjuk Ho-t, az adatok szignifikans &ssze-
fliggést mutatnak.

Ha r = s = 2, a prébastatisztika az alabbi egyszeriibb alakra hozhaté:

2
> N(Ni1Noy — NipNoy)
- Ni.No. NN,




Figgetlenségvizsgalat: példa

Ho: a h&meérséklet és a csapadékmennyiség fliggetlen; Hi: a h&mérséklet és a
csapadékmennyiség kozott osszefliggés van.

meleg atlagos hideg

esBs 15 10 5
atlagos 10 10 20
szaraz 5 20 5

r i _j2 . 2 ) 2
e (MY (15 00) (10 )

N, N, = 30-30 30-40 +...F
i=1 j=1 n 100 100
2
(5 _ 30 30)
00 ) _
+ 30-30 =22,92
100

n=100,f=(r—1)-(s—1)=2-2=4, « =10,05, auit = 9,49

22,917 > qqit = 9,49, illetve p = 0,00013 < o = 0,05 = elutasitjuk a nullhipo-
tézist, szignifikans Osszefiiggés van a két szempont kodzott.



