Hipotézisvizsgalat (8. el6adas)

Legyen (Q, A, P) paraméteres statisztikai mez8, azaz P = {Py : J € ©} valamilyen

© paramétertérrel. A paraméterteret bontsuk fel két diszjunkt halmaz unidjara:
© = Oy U O, ahol tehat N O; = 0.

Nullhipotézis. Hy : ¥ € ©g.

Ellenhipotézis. H; : 9 € O;.



Hipotézisvizsgalat (8. el6adas)

Legyen (Q, A, P) paraméteres statisztikai mez8, azaz P = {Py : J € ©} valamilyen
© paramétertérrel. A paraméterteret bontsuk fel két diszjunkt halmaz unidjara:
© = Oy U O, ahol tehat N O; = 0.

Nullhipotézis. Hy : ¥ € ©g.
Ellenhipotézis. H; : 9 € O;.

A minta X = (X1,...,X,), a mintatér legyen B (vagyis (X1,...,X,) a B C
R" halmaz egy véletlen eleme). A mintateret is felbontjuk két diszjunkt halmaz
uniéjara: B = By U By, ahol By N By = 0.

Elfogadasi tartomany: By. Ha (Xi,...,X,) € By, akkor Ho-t elfogadjuk.

Elutasitasi (kritikus) tartomany: B;. Ha (Xi,...,X,) € By, akkor Hp-t eluta-
sitjuk.

Tehat a nullhipotézist akkor fogadjuk el, ha a minta az elfogadasi tartomanyba
esik, kiilénben elutasitjuk.



Hipotézisvizsgalat

Nullhipotézis (null hypothesis). Hp : ¥ € ©q.

Ellenhipotézis (alternative hypothesis). H; : ¥ € ©1.
o Els6faja hibat vétiink, ha Hp igaz, és elutasitjuk.
@ A préba szignifikanciaszintje vagy terjedelme (level of significance):

a = sup Py(X € By).
YEOg

@ Masodfaja hibat vétiink, ha Hy nem igaz, és elfogadjuk.

@ A préba eréfiiggvénye az alabbi 5 : ©1 — [0, 1] fiiggvény:
BW)=Py(X €B) (Je€6).



Hipotézisvizsgalat: p-érték

Definicié
Egy hipotézisvizsgalati feladatban a p-érték (p-value) a legnagyobb olyan szignifi-
kanciaszint, ami mellett Ho-t elfogadjuk.

Vagyis ha « a szignifikanciaszint, akkor
p < « esetén elutasitjuk Ho-t, szignifikans eltérés Ho-tol.

p > « esetén elfogadjuk Hop-t, nincs szignifikans eltérés Ho-tél, nem volt elég
bizonyiték Hi-re.

A szokasos o = 0,05 értékkel: p < 0,05 esetén elutasitjuk a nullhipotézist,
szignifikans eltérés van, kiilonben elfogadjuk a nullhipotézist, nincs szignifikans
eltérés.

Nagy mintaelemszam esetén kis eltérés is szignifikans. A préba ereje hasznal-
haté annak ellenérzésére, hogy nem volt-e tial érzékeny az eljaras.



Prébak tulajdonsagai

A préba szignifikanciaszintje vagy terjedelme (level of significance) az el-
s6faja hiba valésziniiségének szuprémuma:

a = sup Py(X € By).
YEOg

A préba eréfiiggvénye az alabbi 5 : ©; — [0, 1] fiiggvény:
BW)=Py(X €B) (Je€B).

Azonos terjedelm(i prébak koziil az az erGsebb, amelynek az eréfiiggvénye
minden ¢ € ©1-re nagyobb vagy egyenld, mint a masiké:

pr(0) =Py(X € By) = (V) =Py(X € B1) (¥ €6n).

Egy prébakbdl allé sorozat konzisztens, ha az eréfiiggvénye 1-hez tart minden
¥ € Oq-re.

Egy préba torzitatlan, ha
Py (X € B1) <Py, (X € Br)

minden Yy € Og-ra és 1¥; € O1-re.



Neyman—Pearson-lemma
Tegyiik fel, hogy a paramétertér két elembdl all: © = {Jg,91}. A likelihood-
flggveények: L, illetve L, .

Likelihood-hanyados proba: valasszunk egy ¢ szdmot. Ha

Ln1(X1,..., Xs) S ¢
Lpo(X1,..., Xn) —

akkor utasitsuk el a nullhipotézist, kiildnben fogadjuk el.

Lemma (Neyman—Pearson-lemma, 1. rész)

Tegyiik fel, hogy a likelihood-hdnyados préba szignifikanciaszintje «. Ekkor a
likelihood-hdnyados préba a legerésebb préba a legfeljebb o szignifikanciaszintii
probak kézétt.

Példaul: ¥ esetén indikator eloszlas 0,2 paraméterrel, 9, esetén indikator eloszlas
0,9 paraméterrel. Ha 10 megfigyelésbél k-nal kovetkezik be az esemény:
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flggveények: L, illetve L, .

Likelihood-hanyados proba: valasszunk egy ¢ szdmot. Ha

Ln1(X1,..., Xs) S ¢
Lpo(X1,..., Xn) —

akkor utasitsuk el a nullhipotézist, kiildnben fogadjuk el.

Lemma (Neyman—Pearson-lemma, 1. rész)

Tegyiik fel, hogy a likelihood-hdnyados préba szignifikanciaszintje «. Ekkor a
likelihood-hdnyados préba a legerésebb préba a legfeljebb o szignifikanciaszintii
probak kézétt.

Példaul: ¥ esetén indikator eloszlas 0,2 paraméterrel, 9, esetén indikator eloszlas
0,9 paraméterrel. Ha 10 megfigyelésbél k-nal kovetkezik be az esemény:

Loa(X, ., %) (3)0,9%0, 17k <o,9)k(o,1>"k
Ln,o(X17~-~7Xn) - (1k0)072k0’8n7k o 0,2 0,8 .

Ez annal nagyobb, minél nagyobb k. Elutasitjuk Ho-t, ha k > ko megfelels ko-lal.




Neyman—Pearson-lemma

Példaul: ¥ esetén indikator eloszlas 0,2 paraméterrel, 9, esetén indikator eloszlas
0,9 paraméterrel. Legyen X az, hogy 10 megfigyelésbél hanyszor kdvetkezik be az

esemény. A Neyman—Pearson-lemma szerint akkor utasitjuk el Hg-t, ha X > kg
megfeleld ko-lal. Mennyi «, ha kg = 57



Neyman—Pearson-lemma

Példaul: ¥ esetén indikator eloszlas 0,2 paraméterrel, 9, esetén indikator eloszlas
0,9 paraméterrel. Legyen X az, hogy 10 megfigyelésbél hanyszor kdvetkezik be az

esemény. A Neyman—Pearson-lemma szerint akkor utasitjuk el Hg-t, ha X > kg
megfeleld ko-lal. Mennyi «, ha kg = 57

Ha ko = 5: az els6faja hiba valdszinlisége még megfelels:

10
10 , ,
Po(X >5) = (J, )O,2JO,81°J = 0,033 < 0, 05.

Jj=5

Ha ko = 4: az elséfaja hiba valésziniisége tal nagy:

10
1 ) .
Po(X >4)=> (JO) 0,2/0,81°~ = 0,12 > 0,05.

j=4



Neyman—Pearson-lemma

Példaul: ¥ esetén indikator eloszlas 0,2 paraméterrel, 9, esetén indikator eloszlas
0,9 paraméterrel. Legyen X az, hogy 10 megfigyelésbél hanyszor kdvetkezik be az
esemény. A Neyman—Pearson-lemma szerint akkor utasitjuk el Hg-t, ha X > kg
megfeleld ko-lal. Mennyi «, ha kg = 57

Ha ko = 5: az els6faja hiba valdszinlisége még megfelels:

10
10 , ,
Po(X >5) = (J, )O,2JO,81°J = 0,033 < 0, 05.

= —
Ha ko = 4: az elséfaja hiba valésziniisége tal nagy:

10
1 ) .
Po(X >4)=> (JO) 0,2/0,81°~ = 0,12 > 0,05.

j=4

Pontosan o = 0,05 terjedelem: X > 5 esetén biztosan, X = 4 esetén 19%
valésziniiséggel utasitjuk el a nullhipotézist (0,19 - Po(X = 4) = 0,05 — 0,03).
Ez legerésebb préba a legfeljebb o = 0,05 szignfikanciaszint(i prébak kozott, és
erésebb, mint a kg = 5-tel kapott determinisztikus préobaé.



Véletlenitett proba

Tegyiik fel, hogy a paramétertér két elembdl all: © = {dJo,9:1}. A likelihood-
fliggvéenyek: L, g illetve L, ;.

Likelihood-hanyados préba: valasszunk egy ¢ szamot. Ha

Lp1(X1,..., Xn)

—w Vv > C
Lno(Xe,..., Xn)

akkor utasitsuk el a nullhipotézist. Ha a hanyados egyenl6 c-vel, akkor p val6szinii-
séggel utasitsuk el, és 1 — p valdsziniiséggel fogadjuk el. Ha kisebb c-nél, fogadjuk
el a nullhipotézist.

Lemma (Neyman—Pearson-lemma, 2. rész)

Legyen o € (0, 1) tetszdleges. Ekkor lehet olyan c és p szamokat vélasztani, hogy
a likelihood-hanyados préba a szignifikanciaszintje éppen «, és igy ez a leger6sebb
proba a legfeljebb o szignifikanciaszintii probak kézétt.




Szekvencialis probak

A valészintiséghanyados n elem(i mintabdl:

V. = Ln,l(Xla v 7Xn) _ Hj:l fl()(/)
8 Ln,O(Xla v aXn) Hn 1 fO()<J)7

J=

ha az eloszlas abszolat folytonos.

A, B rogzitett, a probara jellemz6 szamok. Addig vesziink mintaelemeket, amig
V, > B vagy V,, < A nem teljesiil. Vagyis:

@ ha V, > B, elutasitjuk Hp-t;

@ ha V, < A, elfogadjuk Hop-t;

@ ha A<V, < B: (j mintaelemet vesziink.
Kétlépcsés valtozat: ny elemi mintat vesziink. Ha V,,, > B, elutasitjuk Ho-t, ha

V,, < A, elfogadjuk Hp-t, kiildnben tovabbi n, darab mintaelemet vesziink, és
akkor utasitjuk el a nullhipotézist, ha V,,,1,, > C teljesiil.



Neyman—Pearson-lemma

Példa: legyen © = {mg, m1}, és P alljon az N(mg, o) és N(my, o) eloszlasokbdl.
A likelihood-hanyados:

Loa(Xa %) _ (7a5) Tl exe(= (6 — m)?/(20%)
Lao(Xt,--3 X)) (555)" TTj=y exp(=(X) — mo)?/(202))

? i —my)? n C mn)?
= exp ( — Zj:l()g 1) + ZJ:l()g 0)

202 202
oo [ — Zf:l(ng —2m1 X; + mi) n Z;:1(XJ-2 —2moX; + mg) _
P 202 202
2(my — mo) 3°7 4 X + (m§ — m3)n
= exp .
202
Ha m; > mg: akkor utasitjuk el a nullhipotézist, ha I[”; nagyobb egy c¢ kritikus

értéknél, vagyis ha Z};l X; nagyobb egy ¢’ kritikus érteknel. Ezért alesz a z-préba
legerésebb proba: ez is ilyen alaka.



Egymintas egyoldali z-préba (one-sample one-sided z test)

A préba a normalis eloszlas varhaté értékére vonatkozik ismert széras mellett. Tor-
zitatlan, konzisztens, legerdsebb préba egyoldali esetben (a Neyman—Pearson-
lemma alapjan bizonyithaté).

@ X1, Xa,...,X, ~ N(m,o?), ahol m ismeretlen paraméter, o > 0 ismert.

@ Probastatisztika (eloszlasa standard normalis Hp mellett, ezt belattuk):

o Egyoldali ellenhipotézis (one-sided): Hy : m < myg; Hy - m > mg.
@ Ha z > ®71(1 — ), akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk.
@ A p-érték ilyenkor 1 — &(z2).

p < 0,05: a varhaté érték szignifikdnsan tébb mg-nal.

p > 0,05: a varhat6 érték nem tdbb szignifikinsan mg-nal.



Az egyoldali z-préoba kritikus értéke

Standard normalis eloszlas
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Az o = 0,05 szignifikanciaszintl egyoldali z-préba kritikus értéke:
d1(1 - a)=9"1(0,95) = 1,645.



