Bayes-becslés: bevezetés (6. el6adas)

Eddig a statisztikai elemzésekben a frekventista hozzaallast kovettiik. A J € ©
paraméter szamunkra ismeretlen, és csak azt tessziik fel réla, hogy egy ismert ©
halmaznak, a paramétertérnek az eleme. A © paramétertér rogzitett halmaz sajat
struktara nélkiil, a tulajdonsagoknak (példaul konzisztencia, torzitatlansag) minden
¥ € O-ra teljesiilniiik kell. Ezért el6zetes informéaciét nem tudunk jél felhasznalni.



Bayes-becslés: bevezetés (6. el6adas)

Eddig a statisztikai elemzésekben a frekventista hozzaallast kovettiik. A J € ©
paraméter szamunkra ismeretlen, és csak azt tessziik fel réla, hogy egy ismert ©
halmaznak, a paramétertérnek az eleme. A © paramétertér rogzitett halmaz sajat
struktara nélkiil, a tulajdonsagoknak (példaul konzisztencia, torzitatlansag) minden
¥ € O-ra teljesiilniiik kell. Ezért el6zetes informaciét nem tudunk jél felhasznalni.

Ennek a médszernek egy hatranya példaul:

@ egy gyodgyszert n-szer kiprobalva 0 esetben lépett fel mellékhatas;
@ legyen p a mellékhatas kialakulasanak valészintisége;

@ ezt a relativ gyakorisaggal becsiilhetjiilk: p = 0. Ez torzitatlan, konzisztens
becslés, a frekventista hozzaallas kdvetelményeinek megfelel.

@ Ugyanakkor, ha n = 20 kiprébalasbol nem alakult ki mellékhatas, az egész
mas, mintha n = 2000 kiprobalasnal sem talalkoztunk ezzel. Ezt a becslés
nem tiikrozi.

Bayes-i hozzaallas: a paramétert magat is valdszinliségi valtozénak tekintjiik,
ebbe beépitve valamilyen el6zetes informaciot.



Beta-eloszlas és érmedobas

@ van egy szabalyosnak tiiné pénzérménk
@ az iras valdsziniisége 19, ismeretlen paraméter

@ a priori siiriségfliggvény:



Beta-eloszlas és érmedobas

@ van egy szabalyosnak tiiné pénzérménk
@ az iras valdsziniisége 19, ismeretlen paraméter

@ a priori siirdségfiiggvény: a [0,1] intervallumon kiviil 0, és az 1/2 kdrnyékén
a legnagyobb

@ példaul a Beta(3,3) eloszlast valaszthatjuk a priori eloszlasnak
p(t) = ct?(1 — t)’I(0 < t < 1),

megfelels ¢ > 0 szammal (hogy 1 legyen az integral).



[rodalom

@ Simon Jackman: Bayesian analysis for the social sciences, Wiley, 2009.



Beta-eloszlas

Beta-eloszlas siiriiségfiiggvénye
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Beta-eloszlas siiriiségfiiggvénye kiilonboz6 paraméterparok mellett:

f(x) = x* 11— x)P71(0 < x < 1).



Beta-eloszlas
Definicié

Az X valésziniiségi valtozé beta-eloszlasii a, b paraméterekkel, ha siriiségfiiggvé-

nye:
_ (a+b-1)
)= G-

és nulla kiilénben.

X711 — x)PL ha x € [0,1],

v

Peldaul: a=1,b = 1: egyenletes eloszlas a [0, 1] intervallumon; a=2,b =1: két
fiiggetlen, a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlas valdszinlségi valtozé kéziil a
kisebbnek az eloszlasa.

Allitas

Az (a, b) paraméterii beta-eloszlas varhato értéke és szérasa:

a ab
EX) = D(X)_\/(a+b)2(a+b+1)'




Beta-eloszlas
Allitas

Az (a, b) paraméterii beta-eloszlds varhato értéke és szérasa:

a ab
EX) =3 PX= \/(a+b)2(a+b+1)'

Legyen Xq, Xz, ..., X, fliggetlen minta a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasbdl.
Ekkor X;-nak, vagyis a nagysag szerint névekvS sorban a k. mintaelemnek az
eloszlasa beta-eloszlas a = k és b = n — k + 1 paraméterekkel. Kdovetkezmény:

o ko “ k(n—k+1)
EX0=01 PRIV Gr ey
Példaul E(X7) = .77, ehhez hasonléan adédott, hogy ha [0,4) intervallumon

egyenletes eloszlasbol van n elemi mintank, akkor %X,’," torzitatlan becslés volt
J-ra:

X = E(X}) = 9 =1

n n n+1
minden n-re és minden ¥-ra. Masrészt az X aszimptotikusan torzitatlan J-ra.

E(n—l—l ) n+1 n+1. n
n



A priori és prediktiv eloszlas
A Bayes-becslés elkészitéséhez az alabbi fogalmakra lesz sziikség.

A 0 paramétert valdsziniiségi valtozénak tekintjiik. Ennek segitségével épitjiik be az
elézetes informaciokat. A valasztas tetsz6leges lehet, de ettdl fiiggni fog a becslés
is.

© az ismeretlen 1) paraméter Gsszes lehetséges értékébdl allé halmaz.

A priori eloszlas: eloszlas a © paramétertéren, siir(iségfiiggvénye legyen p.



A priori és prediktiv eloszlas
A Bayes-becslés elkészitéséhez az alabbi fogalmakra lesz sziikség.

A 0 paramétert valdsziniiségi valtozénak tekintjiik. Ennek segitségével épitjiik be az
elézetes informaciokat. A valasztas tetsz6leges lehet, de ettdl fiiggni fog a becslés
is.

© az ismeretlen 1) paraméter Gsszes lehetséges értékébdl allé halmaz.
A priori eloszlas: eloszlas a © paramétertéren, siir(iségfiiggvénye legyen p.

Prediktiv eloszlas: a minta eloszlasa az a priori eloszlas alapjan, feltétel nélkiil
(kisorsoljuk ¥-t, majd a mintat a ¥-hoz tartozé eloszlasbal.

Siriségfliggvénye a teljes valésziniiség tételének egy folytonos analégiajaval:

f(x) = /@ £ (x)p(9)d,

ahol fy a minta siiriségfiiggvénye a ¥ paraméter mellett.

Ha a megfigyelések diszkrétek, akkor fy(x) helyett Py(X = x) (ugyanigy, mint a
likelihood-fiiggvénynél). A prediktiv eloszlas a paramétertdl nem fiigg.



A posteriori eloszlas

A posteriori eloszlas: amikor megfigyeljiilk a mintat, a paraméterrsl kapunk in-
formacist. Erre feltételes valoszintiséget szamolva bizonyos paramétertartomanyok
valésziniibbek, masok kevésbe valdsziniiek lesznek, mint az elézetes, a priori elosz-
las esetében.

Az a posterori eloszlas azt adja meg, hogy a minta megfigyelt értékeire feltételesen
mi lesz a ¢ paraméter eloszlasa a © paramétertéren. Sir(iségfiiggvénye a Bayes-
tétel analégiaja szerint:

Lo(x1,. .., xa)p(9)

Lp(xt,y .-y xn)
ahol Ly a likelihood-fiiggvény ¢ mellett, X a minta, x = (x1,...,%,) a megfi-
gyelt értékek, L, pedig az f,- b6| szémolt likelihood-fiiggvény: Ly(x1,...,x,) =

Hj" 1 fo(x;), ahol f,(x fe 5 (x)p(9)dd.

pr(0X =x)=



A priori és a posteriori eloszlas: példa.

Egy érmével dobva n dobashdl k iras lett. Az irasok szama legyen Y. Az iras (I)
valésziniisége ). Az a priori eloszlas legyen Beta(3,3) a © = [0, 1] paramétertéren.
Siriiségfliggvénye az 1. definicié alapjan:

px) = ggx®(1 =10 < x < 1) = 302(1 — xPI(0 < x < 1)



A priori és a posteriori eloszlas: példa.

Egy érmével dobva n dobashdl k iras lett. Az irasok szama legyen Y. Az iras (I)
valésziniisége ). Az a priori eloszlas legyen Beta(3,3) a © = [0, 1] paramétertéren.
Siriiségfliggvénye az 1. definicié alapjan:

px) = ggx®(1 =10 < x < 1) = 302(1 — xPI(0 < x < 1)

Prediktiv eloszlas: annak valésziniisége, hogy irast dobunk egy dobasnal. Ha
a paraméter 19, akkor ez éppen ¥ valésziniiséggel torténik. A teljes valdsziniiség
tételének egy folytonos valtozatat alkalmazhatjuk:

Pp(/)z/em(/)p(ﬁ)dﬁ:/o 19~p(19)d19:%:%.

Itt Py(/) az iras dobas valdsziniisége, ha az igazi paraméter ¥, ez definicié szerint
3.



A priori és a posteriori eloszlas: példa
A posteriori eloszlas: feltéve, hogy n dobasbél k iras lett, mi a ¢ paraméter
eloszlasa a [0, 1] intervallumon?

Ha a paraméter 1 rogzitett, akkor az iras dobasok szama binomialis eloszlasu.

A nevezében a prediktiv eloszlas szerint szamolhatunk: ott is binomialis eloszlas
jelenik meg, 1/2 paraméterrel.

ol i
_ (Do) k30 192(1ﬂ9)2 .

MR -H"

—=30-2". §k+2( )n k+2



A priori és a posteriori eloszlas: példa
A posteriori eloszlas: feltéve, hogy n dobasbél k iras lett, mi a ¢ paraméter
eloszlasa a [0, 1] intervallumon?

Ha a paraméter 1 rogzitett, akkor az iras dobasok szama binomialis eloszlasu.

A nevezében a prediktiv eloszlas szerint szamolhatunk: ott is binomialis eloszlas
jelenik meg, 1/2 paraméterrel.

ol i
_ (Do) k30 192(1 R

MR -H"

—=30-2". ?9/(+2(1 19)” k+2

Az a posteriori eloszlas Beta-eloszlas a = k+3 és b = n— k+ 3 paraméterekkel. Ha
példaul k < n/2, azaz a dobasok kevesebb mint fele lett iras, akkor az a posteriori
strliségfiggvény is az 1/2-nél kisebb tartomanyon lesz nagyobb.



Veszteségfliggvény és Bayes-becslés

A Bayes-becslésnél is meg kell valasztani, hogy milyen szempont szerint legyen

optimalis a becsiilt érték.

Veszteségﬂiggvény:Aa veszteség, ha az igazi  paraméter helyett annak 9 becslését

hasznaljuk, ez W(9, 7). Ez nemnegativ, ¥ — 1 fiiggvénye, példaul (J — 9)? vagy

[ — .

Definicié

A ¥ € © paraméter Bayes-becslése az a ) = T(Xu,...,X,) becslés, melyre az
Ro(T) =Ey(E(W(T(X1,...,X5),9))

a priori bayesi riziké minimalis.

Vagyis a cél olyan T (X1, Xa, ..., X,) statisztika keresése, melyre a becslés hibajabol
ad6do veszteség varhaté értéke a lehet legkisebb. A varhaté érték a megfigyelé-
sekre és a paraméter sorsolasara is vonatkozik.



Négyzetes veszteségfiiggvény

Abban a specialis esetben, amikor a négyzetes veszteségfiiggvényt hasznaljuk, al-
talanosan is megfogalmazhaté, hogy hogyan talalhatjuk meg az optimalis becslést.
Errél szl az alabbi tétel.

Tétel

Ha a W(x,y) = (x — y)? négyzetes veszteségfiiggvényt hasznaljuk, akkor a pa-
raméter g(¥) fiiggvényének Bayes-becslése az a g varhaté értéke az a posteriori
eloszlas szerint:

£0) = /e £(0)p* (91X = x)do.




Bayes-becslés: példa
Egy érmével dobva n dobasbdl k iras lett. Az irasok szama legyen Y. Az iras (1)
valésziniisége ¥.

Az a priori eloszlas legyen Beta(3, 3)-eloszlas a © = [0, 1] paramétertéren, mint
eddig. Siirtiségfiiggvénye:

p(x) = 30x*(1 — x)?I(0 < x < 1).

Azt lattuk kordbban, hogy az a posteriori eloszlas beta-eloszlas a = k + 3 és
b = n— k + 3 paraméterekkel.

W(x,y) = (x — y)? négyzetes veszteségfiiggvény esetén a 1) paraméter becslése a
tétel szerint az a posteriori eloszlas varhat6 értéke:

1
I= [ 000X =200 = [ 9 p (01X = x)d0 =
€] 0

1
k+3 k+3
= [ 9-30-2".9K2(1 —9)" k2 gy = - :
/0 ( ) (k+3)+(n—k+3) n+6

hiszen éppen az a = k+3 és b = n— k+ 3 paraméterii beta-eloszlas varhaté értéke
jelent meg, amire pedig hasznalhatjuk a 2. allitast.



Bayes-becslés: példa

Tehat példaul ha n = 10 dobasbél k = 0 iras van, és Beta(3, 3) az a priori eloszlas,
akkor

~ 3 0
Y= E71878A>.

Ha n = 100 dobasbdl k = 0 iras van, akkor

A 3
¥ =—=2,8%.
106 8%

Ugyanezen feltételek mellett, ha n = 100 dobasbdl k = 32 iras van, akkor

N 35
19:7: 0 .
106 33%

Ez nincs messze a relativ gyakorisagtdl (32%), viszont 0 iras dobas esetén is pozitiv
becslést kapunk, amiben benne van a mintaelemek szadma.



Bayes-becslés: példa
A becslésiink fiigg az a priori eloszlastél. Ha Beta(a, 3) a priori eloszlast hasz-
nalunk, akkor

1
G [ 000X =20 = [ 0:p" 01X = x)d0 =
€] 0

Ez mas «, 5-ra tipikusan kiildnbdzé eredményt ad.

k+a
n+a+p8


https://ematlap.hu/tudomany-tortenet-2021-6/1049-backhausz-agnes-mennyi-teszteljuk-3
https://ematlap.hu/tudomany-tortenet-2021-6/1049-backhausz-agnes-mennyi-teszteljuk-3

Bayes-becslés: példa
A becslésiink fiigg az a priori eloszlastél. Ha Beta(a, 3) a priori eloszlast hasz-
nalunk, akkor

k+ «

1
O= [ 9-p*WX=x)dd= [ 9-p*(WX=x)d)= —— .
Lo wx =0 = [0 (01x = x)ai = S0
Ez mas «, 5-ra tipikusan kiildnbdzé eredményt ad.

Példa arra, amikor téves elézetes feltevés rossz eredményre vezet. Tegyiik fel, hogy

@ a priori eloszlas az iras valdszintiségére: Beta(2000,200)

@ ennek varhaté értéke 2000/2200 = 0, 91, tehat el6zetesen sokkal valésziniibb-
nek tekintjiik az iras dobast, mint a fejet

o tegyiik fel, hogy n = 100 dobasbdl egy iras sem volt
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Bayes-becslés: példa
A becslésiink fiigg az a priori eloszlastél. Ha Beta(a, 3) a priori eloszlast hasz-
nalunk, akkor

A ! k+a
9= [ 9-p*WX=x)dd= | 9 -p*(WX=x)d) = ——.

Lo wx =0 = [0 (01x = x)ai = S0
Ez mas «, 5-ra tipikusan kiildnbdzé eredményt ad.

Példa arra, amikor téves elézetes feltevés rossz eredményre vezet. Tegyiik fel, hogy

@ a priori eloszlas az iras valdszintiségére: Beta(2000,200)

@ ennek varhaté értéke 2000/2200 = 0, 91, tehat el6zetesen sokkal valésziniibb-
nek tekintjiik az iras dobast, mint a fejet
o tegyiik fel, hogy n = 100 dobasbdl egy iras sem volt

@ k=0, ésigy
2000
100 + 2000 + 200

J = =0,87.

Vagyis a 100 dobas nem volt elég arra, hogy az el6zetes feltételezésiink hibajat
korrigalja.
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Bayes-becslés a normalis eloszlasra

o tegyiik fel, hogy az emberek testmagassaga normalis eloszlasa, varhaté értéke
m ismeretlen paraméter, szérasa s = 10

@ az m paraméterrdl tegyiik fel, hogy az a priori eloszlasa normalis, varhaté
értéke i, szérasa o

@ célunk, hogy meghatarozzuk az m paraméter Bayes-becslését egy valds min-
tabdl (ez p-nek és o-nak egy fiiggvénye lesz).

@ az eloszlas siiriségfliggvénye, ha a paraméter m:

@ a priori siirtiségfiiggvény az m-re:

fm(X)




Testmagassag hisztogramja

Testmagassag hisztogramja

n 98
aflag: 174,3

szoras: 11,5
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A testmagassag hisztogramja n = 96 elemii mintabol és az X = 174,3 varhato
érteki és sy = 11,5 szérast normalis eloszlas siirliségfiiggvénye (pirossal).
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A posteriori eloszlas a normalis eloszlasra

Az a posteriori eloszlas siirtiségfiiggvénye (itt L, a likelihood-fiiggvény, f, a predik-
tiv eloszlas siirliségfiiggvénye, és az m-t6l nem fliggd részeket nem szamoljuk ki)

Ln(x1, ...y %a)p(m)

pr(miX =) = (xl...x) -
1 il —m 1 — u)?
:< >p( Sy Py exp<w2u>>:
fo \ V2710 200 2no 20
_c J l(XJ m)? - o2 + (m — p)? - 100
- 200 - 02 N
, (6°n+100) — 2m(37_; xj0° 4 1004)
=Gy, x, OXP 200 - o2
x;o2+100u
=L exp m? — 2m*= =m0 _
XX 200 - 62 - (02n + 100)
j 1 X0 +100;L))2
— C// o2n+100
a0 P ( 200 - 02 - (02n + 100)



Bayes-becslés a normalis eloszlasra

Az a posteriori eloszlas egy olyan normalis eloszlas, melynek varhaté értéke

Z};l xjo? + 100
o2n+ 100 ’

1004/ 02n + 100.

szérasa



Bayes-becslés a normalis eloszlasra

Az a posteriori eloszlas egy olyan normalis eloszlas, melynek varhaté értéke

Z};l xjo? + 100
o2n+ 100 ’

szérasa

1004/ 02n + 100.

Négyzetes veszteségfiiggvény esetén a Bayes-becslés az a posteriori eloszlas
varhaté értéke, vagyis (az xq, . . ., x, megfigyelt értékek helyére a mintat visszairva)

2 Xjo% +100p 30T X+ 1005

S P T n+ %0




Bayes-becslés: példa

Bayes-becslés mu fuggvényében Bayes-becslés sigma filggvényében

g4 <
8 57
£l
N

T T T T T T T T T T

150 160 170 180 190 0 5 10 15 20

mu sigma

Bayes-becslés a varhaté értékre p és o fiiggvényében, ahol az a priori eloszlas
N(p,2?) az els6 esetben és N(175,02) a masodik esetben



Bayes-becslés a normalis eloszlas varhato értékére

@ Az adatsor n = 94 ember testmagassagabdl allt, mintaatlag 174,77 cm.

@ Az els6 abran azt lathatjuk, hogy hogyan valtozik M, azaz a varhaté érték

becslése, ha az a priori eloszlas paramétereit, a p varhaté értéket és a o
szérast valtoztatjuk.



Bayes-becslés a normalis eloszlas varhato értékére

@ Az adatsor n = 94 ember testmagassagabdl allt, mintaatlag 174,77 cm.

@ Az els6 abran azt lathatjuk, hogy hogyan valtozik M, azaz a varhaté érték
becslése, ha az a priori eloszlas paramétereit, a u varhaté értéket és a o
szérast valtoztatjuk.

@ A becslés az m-nek pozitiv egyiitthatds linearis fliggvénye. Vagyis minél na-
gyobb p, vagyis el6zetesen minél nagyobbnak feltételezziik az m-et, annal
nagyobb lesz az m becslése is.



Bayes-becslés a normalis eloszlas varhato értékére

@ Az adatsor n = 94 ember testmagassagabdl allt, mintaatlag 174,77 cm.

@ Az els6 abran azt lathatjuk, hogy hogyan valtozik M, azaz a varhaté érték
becslése, ha az a priori eloszlas paramétereit, a u varhaté értéket és a o
szérast valtoztatjuk.

@ A becslés az m-nek pozitiv egyiitthatds linearis fliggvénye. Vagyis minél na-
gyobb p, vagyis el6zetesen minél nagyobbnak feltételezziik az m-et, annal
nagyobb lesz az m becslése is.

@ A szérast valtoztatva, ha ¢ — 0, akkor a tort els6 alakjabdl latszik, hogy
m limesze p lesz, vagyis ilyenkor a becslés a minta értékeitdl fiiggetleniil az
a priori varhat6 érték lesz lényegében. Ez figyelheté6 meg az abran is. Ha
o — 00, akkor pedig a tért masodik alakjabél lathatd, hogy a limesz az atlag
lesz (a szamlaléban és a nevezében is a masodik tag hatarértéke 0, és csak az
dsszeg, illetve a mintaelemszam marad).

@ A frekventista hozzaallassal a becslés (példaul a maximumlikelihood-becslés)
az atlag lett volna. Ezt tehat 0 — oo esetén kapnank meg, vagy akkor, ha
ugyan i és o rogzitettek, de a mintaelemszam végtelenhez tart.



