Becslések és tulajdonsagaik (4. el6adas)

o (Q, A, P) statisztikai mez;
o P ={Py:9 c O) valamely © halmazzal (© a paramétertér);
@ g:0 — R fliggvény.

o Cél: olyan T statisztika keresése, amire a T(X) valdszinlségi valtozé és a
g(19) érték valamilyen értelemben kozel esnek egymashoz.



Becslések és tulajdonsagaik (4. el6adas)

o (Q, A, P) statisztikai mez;
o P ={Py:9 c O) valamely © halmazzal (© a paramétertér);
@ g:0 — R fliggvény.

o Cél: olyan T statisztika keresése, amire a T(X) valdszinlségi valtozé és a
g(19) érték valamilyen értelemben kozel esnek egymashoz.

Definicié (Torzitatlansag)
A T statisztika torzitatlan becslés g(19)-ra, ha minden ¥ € ©-ra
Eg(T(X1,..., X)) = g(9).

A T statisztika torzitdsa a by () = Ey(T(X,...,X,)) — g(9) fiiggvény.

X1, Xa, ..., X, fliggetlen minta a [0, J] intervallumon egyenletes eloszlasbol.



Becslések és tulajdonsagaik (4. el6adas)

o (Q, A, P) statisztikai mez;
o P ={Py:9 c O) valamely © halmazzal (© a paramétertér);
@ g:0 — R fliggvény.

o Cél: olyan T statisztika keresése, amire a T(X) valdszinlségi valtozé és a
g(19) érték valamilyen értelemben kozel esnek egymashoz.

Definicié (Torzitatlansag)
A T statisztika torzitatlan becslés g(19)-ra, ha minden ¥ € ©-ra
Eg(T(X1,..., X)) = g(9).

A T statisztika torzitdsa a by () = Ey(T(X,...,X,)) — g(9) fiiggvény.

X1, X2, ..., X, fliggetlen minta a [0, 9] intervallumon egyenletes eloszlasbdl.
Ekkor 2X torzitatlan becslés g(¥) = ¥-ra: E(2X) = 9.



Torzitatlan becslések

Allitas (A varhaté érték torzitatlan becslése)

Legyen Xi,..., X, figgetlen azonos eloszlasi véges varhato értékii minta. Ekkor

Ey(X) =Ey(X1) minden 1) € ©-ra,

vagyis a mintaatlag torzitatlan becslés a varhaté értékre.

Allitas (A szérasnégyzet torzitatlan becslése)

Xi,...,X, fliggetlen azonos eloszlast véges szérasii minta. Ekkor Ekkor
Eg(s:2) = D3(X1) minden ¥ € ©-ra,

vagyis a korrigalt tapasztalati szérasnégyzet torzitatlan becslés a szérasnégyzet-
re.

y




Az exponencialis eloszlast minta hisztogramja
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Exponencialis eloszlas
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Exponencialis eloszlasi minta hisztogramja és siiriiségfliggvénye:

f(x) = Aexp(—Ax)I(x > 0); E(X) = D(X) = 3



Exponencialis eloszlas

Exponencidlis minta atlagénak reciproka
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mintaelemszém

A = 0,5 paraméterii exponencialis eloszlast generalva a mintaatlag reciproka 0, 5-
hoz tart, azaz konzisztens becslés, hiszen ez minden A-ra teljesiil.



Exponencialis eloszlas

Exponencidlis minta atlagénak reciproka
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mintaelemszém

A = 1 paraméterii exponencialis eloszlast generalva a mintaatlag reciproka 1-hez
tart, azaz konzisztens becslés, hiszen ez minden A-ra teljesiil.



Konzisztencia

Definicié

A T, = Ty(Xi,...,X,) konzisztens becsléssorozat g(1})-ra, ha minden 9 € ©-ra
(To(Xa,- .., Xp)) — g(9)

n — 0o esetén sztochasztikusan, azaz minden ¥ € © és ¢ > 0-ra teljesiil, hogy

Po(|To—g(@)|>€) -0  (n— o).




Konzisztencia

Definici6

A T, = Ty(Xi,...,X,) konzisztens becsléssorozat g(1})-ra, ha minden 9 € ©-ra
(Ta(X1, ..., Xn)) — &(V)

n — oo esetén sztochasztikusan, azaz minden ¥ € © és € > 0-ra teljesiil, hogy

Po(|To—g(@)|>€) -0  (n— o).

Elégséges feltétel:

Ey(Ta(X)) — g(9) és Dy(Ta(X)) =0

minden 9 € ©-ra.




Példak torzitatlan, konzisztens becslésekre

X1, Xa, ... fliggetlen azonos eloszlast minta. Ekkor

_X1+X2+...+Xn
n

Th

— Eﬁ (Xl)

teljesiil n — oo esetén sztochasztikusan a nagy szamok gyenge torvénye szerint,
vagyis az atlag konzisztens becslés a varhaté értékre.

Specialis eset: a relativ gyakorisag konzisztens becslés a valésziniiségre.



Példak torzitatlan, konzisztens becslésekre

X1, Xa, ... fliggetlen azonos eloszlast minta. Ekkor

_X1+X2+...+X,,
n

T, — Ey(Xy)

teljesiil n — oo esetén sztochasztikusan a nagy szamok gyenge torvénye szerint,
vagyis az atlag konzisztens becslés a varhaté értékre.
Specialis eset: a relativ gyakorisag konzisztens becslés a valésziniiségre.

Nevezetes eloszlasok:

@ Poisson-eloszlas A paraméterére az atlag torzitatlan, konzisztens

@ a normalis eloszlas m paraméterére az atlag torzitatlan és konzisztens; a o
paraméterre a tapasztalati szoras és a korrigalt tapasztalati széras konziszten-
sek, de nem torzitatlanok; o2-re s}? torzitatlan

@ exponencialis eloszlas: 1/X konzisztens A-ra, de nem torzitatlan a paraméterre

@ exponenciilis eloszlas: (n+1)-min(Xi, ..., X,) torzitatlan, de nem konzisztens
a varhaté értékre (vagyis 1/)\-ra).



Becslési mddszerek

Legyen (Q,.A, P) statisztikai mezs, ahol P = {Py : ¥ € O}, vagyis az ismeretlen
eloszlas a ) paraméterrel jellemezhetd.

Talalhatunk-e olyan altalanos modszereket, melyeket alkalmazva a ¢ ismeretlen

paraméter becslésére egy megfelelé T(Xy,..., X,) statisztika

@ torzitatlan: varhato6 értéke megegyezik a becsiilni kivant ¢ paraméterrel?

@ hatasos: szérasa a lehetd legkisebb?

@ konzisztens: a mintaelemszammal végtelenhez tartva a becsléseink sorozata
¥-hoz tart: T, — 9 sztochasztikusan n — oo esetén?



Maximumlikelihood-maddszer

Van két telefontolténk, melyek ranézésre megkiilonboztethetlenek. A j6 minden
kiprébalasnal a tébbitél fiiggetleniil 90%, a rossz 20% valészintséggel miikddik.

Az egyik kabelt kivalasztottuk, 10 kiprobalasbél pontosan 8-szor miikédott. Ez
melyik kabel lehetett?



Maximumlikelihood-maddszer

Van két telefontolténk, melyek ranézésre megkiilonboztethetlenek. A j6 minden
kiprébalasnal a tébbitél fiiggetleniil 90%, a rossz 20% valészintséggel miikddik.

Az egyik kabelt kivalasztottuk, 10 kiprobalasbél pontosan 8-szor miikédott. Ez
melyik kabel lehetett?

10
P(a j6 kabel 8-szor miikodik) = (8 )0,980, 12 = 19,8%.

P(a rossz kabel 8-szor miikadik) = <180) 0, 280,82 = 0,00007%.

Inkabb a j6 kabel lehetett, amit kivalasztottunk.



Maximumlikelihood-maddszer

Van egy telefontdlténk, mely minden kiprébalasnal a tobbitél fiiggetleniil p vals-
szinliséggel miikodik.

Itt az ismeretlen paraméter: p € [0, 1].

A kabel 10 kiprobalasbdl pontosan 8-szor miikddott. Mennyi lehet p értéke?



Maximumlikelihood-maddszer

Van egy telefontdlténk, mely minden kiprébalasnal a tobbitél fiiggetleniil p vals-
szinliséggel miikodik.

Itt az ismeretlen paraméter: p € [0, 1].

A kabel 10 kiprobalasbdl pontosan 8-szor miikddott. Mennyi lehet p értéke?

Py(a kabel 8-szor miikodik) = <180> p8(1 - p)°.

Kérdés: ez milyen p € [0, 1]-re lesz a legnagyobb?



Maximumlikelihood-maddszer

Binomialis eloszlas likelihood-fliggvénye

likelihood
000 005 010 015 020 025 030
|

A likelihood-fiiggvény: P,(a kabel 8-szor miikddik) = (1) p®(1—p)? a p ismeretlen
paraméter fiiggvényében. A maximumbhelye: p =0, 8.



Maximumlikelihood-maddszer

Definicié (Likelihood-fiiggvény)

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta diszkrét (a lehetséges értékeinek szama véges
vagy megszamlalhato sok), akkor a likelihood-fiiggvénye:

Log(ke,- o kn) = [[Pio(Yi=k)  ((ki,... ki) € H).
j=1




Maximumlikelihood-maddszer

Definicié (Likelihood-fiiggvény)

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta diszkrét (a lehetséges értékeinek szama véges
vagy megszamlalhato sok), akkor a likelihood-fiiggvénye:

Loo(ki, ..., kn H (Y =k)  ((ku,. .., ko) € H).

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta abszolit folytonos, és Y; siirtiségfiiggvénye (a
Py valosziniség mellett) f; 9, akkor a minta likelihood-fiiggvénye:

Loo(te, - ta) =[] fin(t)  (tr,....tn €R).




Maximumlikelihood-maddszer

Legyen (R, A, P) statisztikai mezs, ahol P = {Py : ¥ € O}, vagyis az ismeretlen
eloszlas a 9 paraméterrel jellemezheté.

Definicié (Maximum-likelihood becslés)

A 9 maximumlikelihood-becslése (ML-becslése) az Xy, ..., X, mintabdl O, ha 0

maximalizalja a ¥ — L, 9(X1,...,X,) fiiggvényt, ahol L,y a minta likelihood-
fiiggvénye. Azaz, ha

Lnﬁ(Xl, ooy Xn) 2 Ly w(Xq, ..., X,) minden 9 € O-ra.




Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Golok szaméanak hisztogramja

— megfigyelések
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A golok szamanak hisztogramja n = 95 mérkdzésen, és kiilonbdzé paraméter(
Poisson-eloszlasok (Py(X = k) = A\</k! - e™?)
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Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Tegyiik fel, hogy X1, Xa, ..., X, fliggetlen, azonos A\ paraméter(i Poisson-eloszlasi
minta, ahol A > 0 ismeretlen paraméter, n = 95, és X = 1, 379.

Poisson-eloszlasnal:

PA(X; = K) = %fe**; E(X) =X  D(X)=VA

A megfigyelések az alabbiak (a gélok szama &sszesen ZJ’.’II X; = 131):



Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Tegyiik fel, hogy X1, Xa, ..., X, fliggetlen, azonos A\ paraméter(i Poisson-eloszlasi
minta, ahol A > 0 ismeretlen paraméter, n = 95, és X = 1, 379.

Poisson-eloszlasnal:

)\k 7)\

PAXj=k)=T7¢"  E(X) =X D(X) =V

A megfigyelések az alabbiak (a gélok szama &sszesen ZJ’.’II X; = 131):

Annak val6sziniisége \ paraméter mellett, hogy éppen ezt a sorozatot kaptuk:

DI D T A2
Los 2(3,0,2,...,2) = 3|ek Ole)‘ 2|e)‘-...-§e)‘—
ASHOFH2Z42 \131

T30.2... 25 T3t 2°



Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Likelihood-fiiggvény

§ ! T T T T T T T
0.0 05 1.0 15 20 25 3.0
lambda
131
A s5ts—ie” > likelihoodfiiggvény a A > 0 paraméter fiiggvényében;

mintaatlag: X = 131 =1,379



Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Loglikelihood-fiiggvény

log likelihood
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131

A log 5r5s—e 2> loglikelihoodfiiggvény a A > 0 paraméter fiiggvényében;

baitlage X — 131 _
mintaatlag: X = 3¢ = 1,379



ML-becslés: Poisson-eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, Poisson-eloszlas A > 0 ismeretlen paraméterrel, azaz
G
P(X; = k) = ﬂe—A (k=0,1,2,...).
Ekkor




ML-becslés: Poisson-eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, Poisson-eloszlas A > 0 ismeretlen paraméterrel, azaz
G
P(X; = k) = He_)‘ (k=0,1,2,...).
Ekkor




ML-becslés: Poisson-eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, Poisson-eloszlas A > 0 ismeretlen paraméterrel, azaz
)\k
P(X; = k) = e e (k=0,1,2,...).
Ekkor

n
Loa(X1,. .., X,) = A= Xigmn . HW
j=1

log Ly x(X1,- .., Xn) = Iog)\ZX —n)\+|ogHX|
Jj=1



ML-becslés: Poisson-eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, Poisson-eloszlas A > 0 ismeretlen paraméterrel, azaz
)\k
P(X; = k) = e e (k=0,1,2,...).
Ekkor

n
Loa(X1,. .., X,) = A= Xigmn . HW
j=1

log Ly x(X1,- .., Xn) = Iog)\ZX —n)\+|ogHX|
Jj=1

) STLUX _
aA|ogLM(X1, . ,X,,):%—n>0<:>)\<X.
Ezért az ML-becslés: A = X. A log monoton névekedését hasznaltuk.



Normalis eloszlas siriiségfiiggvénye

Normalis eloszlasok siiriiségfuggvényei
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Kiilonb6z6 varhato értékii és szérasia normalis eloszlasok siirliségfiiggvénye



Testmagassag hisztogramja

Testmagassag hisztogramja

n 98
aflag: 174,3

szoras: 11,5

002 003

gyakorisag
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000
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cm

A testmagassag hisztogramja n = 96 elemii mintabol és az X = 174,3 varhato
érteki és sy = 11,5 szérast normalis eloszlas siirliségfiiggvénye (pirossal).
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Likelihoodfiiggvény

n = 94 elemii minta testmagassag-adatok alapjan, normalis eloszlast feltételezve.
Az atlag: X = 174, 8, a tapasztalati széras s, = 10, 5.



Log-likelihoodfiiggvény

266 -
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n = 94 elemii minta testmagassag-adatok alapjan, normalis eloszlast feltételezve.
Az atlag: X = 174, 8, a tapasztalati széras s, = 10, 5.



ML-becslés: normalis eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, eloszlasuk normalis eloszlas m, o > 0 paraméterekkel.

kor

n n .7m2
Loma(Xas- o Xn) = [[ £006) = T l 21770 exp <_ (X1202)>]

Ek-



ML-becslés: normalis eloszlas

Xi, ..., X, fliggetlenek, eloszlasuk normalis eloszlas m, o > 0 paraméterekkel. Ek-
kor

n n - m 2
Loma(Xas- o Xn) = [[ £006) = T l 21770 exp < _ (X1202)>] .

Ln,m,a(xl,...,xn):< L )"exp<_ - ()9—’")2>



ML-becslés: normalis eloszlas

Xi, ..., X, fliggetlenek, eloszlasuk normalis eloszlas m, o > 0 paraméterekkel. Ek-
kor

n n - m 2
Loma(Xas- o Xn) = [[ £006) = T l 21770 exp < _ (X1202)>] .

Ln,m,g(xl,...,xn):< L )"exp<_ - ()9—’")2>

n

(X — m)?
log Lpm,o(X1,...,Xs) = —nlog(vV2m) — nlogo — E ooz
o
j=1

Rogzitett o mellett ez akkor maximalis, ha a harmadik tagban 377, (X; — m)? =
o XP =270 Xym + nm? minimalis = M = X.



ML-becslés: normalis eloszlas

X; — X)?
log Ln.o(X1,...,Xs) = —nlog(v2r) — nlogo — Z M

_ 202
Jj=1
A o szerinti parcialis derivalt:
8 n
d—logLnU(Xl,..., =—— +Z
Ez pontosan akkor pozitiv, ha 0% < 2 Y77 (X; — X)? = s7.

Tehat az ML-becslés:

— 1< —2
~ . A _ 2
m=X; 0=5,= (ng XJ-)—X.
j=1

Tehat normalis eloszlasnal az m paraméter becslése a mintaatlag, a szérasé a ta-
pasztalati szoras.




Az ML-becslés tulajdonsagai

@ Nem minden statisztikai mezén létezik ML-becslés.
@ Az ML-becslés nem feltétleniil egyértelm.

@ Az ML-becslés nem feltétleniil torzitatlan.



Az ML-becslés tulajdonsagai

@ Nem minden statisztikai mezén létezik ML-becslés.
@ Az ML-becslés nem feltétleniil egyértelm.
@ Az ML-becslés nem feltétlentl torzitatlan.

o A y(9) fiiggvéeny ML-becslése 1(d), ahol J ML-becslés ¥-ra.



Az ML-becslés tulajdonsagai

@ Nem minden statisztikai mezén létezik ML-becslés.

@ Az ML-becslés nem feltétleniil egyértelm.

@ Az ML-becslés nem feltétleniil torzitatlan.

o A y(9) fiiggvéeny ML-becslése 1(d), ahol J ML-becslés ¥-ra.

o Megfeleld feltételek (erds regularitasi feltételek mellett) az ML-becslés aszimp-
totikusan torzitatlan: a varhaté értéke ¥-hoz tart n — oo esetén, aszimp-
totikusan hatasos (vagyis minimalis sz6rast) és aszimptotikusan normalis
eloszlasi, azaz v/n(,—19) normalis eloszlashoz konvergal eloszlasban n — oo
esetén (a Py valdsziniiségre vonatkozéan).



Az ML-becslés tulajdonsagai

@ Nem minden statisztikai mezén létezik ML-becslés.

@ Az ML-becslés nem feltétleniil egyértelm.

@ Az ML-becslés nem feltétleniil torzitatlan.

o A y(9) fiiggvéeny ML-becslése 1(d), ahol J ML-becslés ¥-ra.

o Megfeleld feltételek (erds regularitasi feltételek mellett) az ML-becslés aszimp-
totikusan torzitatlan: a varhaté értéke ¥-hoz tart n — oo esetén, aszimp-
totikusan hatasos (vagyis minimalis sz6rast) és aszimptotikusan normalis
eloszlasi, azaz v/n(,—19) normalis eloszlashoz konvergal eloszlasban n — oo
esetén (a Py valdsziniiségre vonatkozéan).

@ Az alabbi egyenlet a maximumlikelihood-egyenlet:

0

29 log Lp9(X1,...,X,) =0.

Megfelels feltételek mellett az ML-becslés a maximumlikelihood-egyenlet meg-
oldasa (ha az ML-becslés nem szamithaté ki, de az egyenlet megoldhaté,
gyakran az egyenlet megoldasaval helyettesitik az ML-becslést).



Az ML-becslés tulajdonsagai

Megfelels feltételek (erss regularitasi feltételek mellett) az ML-becslés aszimpo-
tikusan torzitatlan:

lim E(J) = ;

n— 00

aszimptotikusan hatasos (vagyis minimalis sz6rast) és aszimptotikusan norma-

lis eloszlasi, azaz A
\/ﬁ(ﬂn - 19)

normalis eloszlashoz konvergal eloszlasban n — oo esetén (a Py valdsziniiségre
vonatkozéan).

A normalis és Poisson-eloszlas teljesiti ezeket a feltételeket, az egyenletes eloszlas
nem.



Momentummaddszer

Legyen Xi,..., X, figgetlen azonos eloszlast minta.

© Az eloszlas k. momentuma, ha ¥ az ismeretlen paraméter: p » = Ey(X{).
Q Legyen [ix = %2}1:1 Xjk az eloszlas k. tapasztalati momentuma.

@ Irjuk fel az alabbi egyenleteket a legkisebb olyan k-ig, amire az egyenletrend-
szer egyértelmiien meghatarozza ¥-t (bar nincs mindig ilyen k):

1 n
Ey(X1) = > X
j=1

1 n
Ey(X7) = - > X
=1

1 n
Eg (X)) = - > Xk
j=1

@ A ¥ momentummodszerrel kapott becslése az a 9, ami megoldasa a fenti

egyenletrendszernek. Nem mindig létezik, nem mindig egyértelmii, nem
feltétleniil hatasos.



Momentummaodszer: Poisson— és exponencialis eloszlas

X1, ..., X, fliggetlen Poisson-eloszlasGak ismeretlen A\ > 0 paraméterrel. A k =
1-hez tartozé egyenlet:

E\(X) = X.

Mivel a A paraméterii Poisson-eloszlas varhaté értéke \:

A=X.



Momentummaodszer: Poisson— és exponencialis eloszlas

X1, ..., X, fliggetlen Poisson-eloszlasGak ismeretlen A\ > 0 paraméterrel. A k =
1-hez tartozé egyenlet: -
Ex(Xy) = X.
Mivel a A paraméterii Poisson-eloszlas varhaté értéke \:
A=X.
X1, ..., X, fliggetlen exponencialis eloszlasiak ismeretlen A\ > 0 paraméterrel. A
k = 1-hez tartozé egyenlet:
1 1 -
Ex(X1) = N Ej_zlxj =X.

Ez egyértelmiien oldhaté meg A-ra:

[
X



Momentummoaddszer: normalis eloszlas

X1,..., X, fiiggetlen N(m, 0?) eloszlast minta (azaz normalis eloszlast m varhaté
értékkel és o szérassal).

A k = 1-hez és k = 2-hoz tartozé egyenletek:
I[:-‘:m,a'(Xl) =m= Y:
1 n
2y _ 2 2 2
Emo(X2) = 0%+ m? = ;ZXJ.
j=1
A masodikba beirva az els6t: 0% = £ 37 X7 — X? = 52 (a tapasztalati széras-
négyzet). Tehat az els6 két egyenlet egyiitt egyértelmien oldhaté meg, a momen-

tummodszerrel kapott becslés:

m=X;

Q>
Il
[0)
3



