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|d&sorok elemzése

Definicié
Az
Xo, X1, X2, X3, ..., X, ...

valdsziniiségi valtozok sorozata id6sor, ha az indexparaméter (sorszam) idépontként
is értelmezhetd.

Az id8sorok altalaban nem fiiggetlen valésziniiségi valtozékbél allnak. Sét, a
kovetkez6 értéket gyakran az el6z8ekbdl, egy véletlen hiba hozzaadasaval szamitjuk
ki. Példaul lehet X(1) = 10, X(2) = 12, ezutan pedig

X(t)=0,7-X(t—1)+0,3- X(t —2) +¢(t) t=3,4,... (1)

ahol £(3),e(4), ... egymastdl és az korabbi X-ektdl fliggetlen standard normalis
eloszlast valészintiségi valtozok. A korabbi abran ebbdl a modellbsl sorsolt harom
folyamatot lathatunk.



Autokovariancia-fliggvény

Az egyes id6pontokhoz tartozé valésziniiségi valtozok kozétti (linearis) dsszefiiggés
erGsségét az alabbi fiiggvénnyel mérhetjiik meg.

Definicié
Az X1, Xy, . .. id6sor autokovariancia-fiiggvénye:

R(s, t) = cov(Xs, X;) = E(XsX,) — E(X:)E(X,).




Autokovariancia-fliggvény

Az egyes id6pontokhoz tartozé valdsziniségi valtozok kozotti (linearis) Gsszefiiggeés
erGsségét az alabbi fiiggvénnyel mérhetjiik meg.

Definicié
Az X1, Xy, . .. id6sor autokovariancia-fiiggvénye:

R(s, t) = cov(Xs, X;) = E(XsX,) — E(X:)E(X,).

Itt R(t,t) = E(X2) — E(X;)? = D?(X,) a t id6pontban vett szérasnégyzet. Ha
viszont s és t tavolsagat noveljiik, akkor az X, és X; egyre tavolabbi idépontokhoz
tartoznak, igy sok esetben annal gyengébb kozottiik az dsszefiiggés, annal kisebb
a kovariancia értéke.



|d&sorok elemzése

Az idGsorok elemzésénél gyakran a kdvetkezéképpen jarunk el. Az idésort az alabbi
harom komponens &sszegére bontjuk (a 2. abran egy olyan id&sor latszik, ami harom
ilyen tag osszegeként lett eléallitva):

@ linearis trend: at + b alakl determinisztikus linearis fiiggvény;

@ szezonalis komponens: f(t) determinisztikus periodikus fiiggvény, melyre va-
lamilyen h periédussal az igaz, hogy f(t + h) = f(t) teljesiil minden t-re;

@ egy olyan X; véletlen tag, melynek az eloszlasa mar t-t8l minél kevésbe fiigg,
példaul a varhaté értéke és a szoérasa id6ben allando, s6t példaul az X, X;
egyiittes eloszlasa is csak attdl fligg, hogy s és t egymastdl milyen messze
vannak.

Ezek koziil a harmadik komponens gyakran Ggynevezett stacionarius folyamat.



Stacionarius folyamatok

Definicié
Az Xo, X1, Xa, ... idGsor gyengén stacionarius, ha
@ vdrhat6 értéke allands: E(X:) = E(Xo) minden t-re;

@ a kovariancia csak az idépontok tavolsagatdl fiigg:
R(s, t) = cov(Xs, X¢) = cov(Xo, Xi—s) = R(0,t — s).

Az Xy, X1, Xo, ... idGsor erGsen stacionarius, ha tetszéleges n, t1,ta,...,t, és h
nemnegativ egészek esetén az

(Xt17 Xt27 s 7Xt,,) és (Xt1+ha th+h7 s ath+h)

valészintiségi vektorvaltozék eloszldsa megegyezik.

Egy erdsen stacionarius idésor gyengén stacionarius, forditva nem feltétleniil.




Autokorrelaciés fliggvény

Stacionarius esetben a széras is allandd, ezért az autokovariancia fliggvény mellett
az autokorrelaciés fliggvényt is gyakran hasznaljak.

Definicid

Egy gyengén stacioniarius idésor autokorrelaciés fiiggvénye:

r(t) =

R(07 t) o - COV(X57X5 t)
R(0,0) ~ corr(Xs, Xs1¢) = TS,);
]E((XS — ]E(XS))(XSH B E(X5+t))

D2(X) ’

ahol s > 0 tetszblegesen vélaszhaté a gyenge stacionaritas tulajdonsiga miatt, és
corr a két valdsziniiségi valtozé korrelaciés egyiitthatdjat jeloli.




Az autokorrelacios fliggvény becslése

A varhato érték a stacionarius esetben allando, igy az atlaggal torzitatlanul becsiil-
hetd.



Az autokorrelacios fliggvény becslése

A varhato érték a stacionarius esetben allandé, igy az atlaggal torzitatlanul becsiil-
hetd.

Legyen Xp, Xi,...,X,_1 stacionarius id8sorbél szarmazé n elemii minta. Az auto-
korrelaciés fliggvény becslése:

Yo G =X)- (X = X)

(n—1)-5;2



Az autokorrelacios fliggvény becslése

A varhato érték a stacionarius esetben allandé, igy az atlaggal torzitatlanul becsiil-
hetd.

Legyen Xp, Xi,...,X,_1 stacionarius id8sorbél szarmazé n elemii minta. Az auto-
korrelaciés fliggvény becslése:

S X = X) - (X — X)
(n—1t)-s;2 '

Egy masik lehetéség, hogy a tagok szama helyett n-nel osztunk:

Yo (= X)X = X)

L o*2
n-s,

P(t) =




Az autokorrelacios fliggvény becslése
A varhato érték a stacionarius esetben allandé, igy az atlaggal torzitatlanul becsiil-
hetd.

Legyen Xp, Xi,...,X,_1 stacionarius id8sorbél szarmazé n elemii minta. Az auto-
korrelaciés fliggvény becslése:

S X = X) - (X — X)
(n—1t)-s;2 '

P(t) =

Egy masik lehetéség, hogy a tagok szama helyett n-nel osztunk:

Yo (= X)X = X)

L o*2
n-s,

P(t) =

Egyik becslés sem torzitatlan r(t)-re, azaz E(F(t)) eltér r(t)-t8l. Ha x a meg-
figyelésekbsl all6 vektor, akkor az R-ben az acf(x) paranccsal abrazolhaté az
autokorrelaciés fiiggvény becslése.



Az autokorrelacios fliggvény becslése

AR(2) folyamat

etek
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Autokorrelacios fiiggvény AR(2) folyamatra
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tavolség

Az X(t) =0,7-X(t—1)4+0,3- X(t — 2) + (t) folyamat harom példanya, illetve
az autokorrelaciés fliggvényének becslése
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Az X(t) = 0,7- X(t —1)+ 0,1 X(t — 2) + (t) egyenleti stacionarius AR(2)
folyamat, illetve az autokorrelaciés fliggvényének becslése
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Az autokorrelacios fliggvény becslése
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Az X(t) = 0,7- X(t —1)+ 0,1 X(t — 2) + (t) egyenleti stacionarius AR(2)
folyamat, illetve az autokorrelaciés fliggvényének becslése



Autoregressziés folyamatok: stacionarius eset

Stacionarius AR(2) folyamat

érték
0
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X(t)=0,7-X(t—1)+0,1- X(t —2)+<(t) egyenletii AR(2)-folyamat: ¢(t) fiig-
getlen 0 varhaté értékd 1 szérasa valésziniiségi valtozé t > O-ra (példaul normalis
eloszlastak), és fiiggetlen (X(0),...,X(t —1),2(0),...,e(t — 1))-tsl



Autoregressziés folyamatok: nem stacionéarius eset

AR(2) folyamat

érték
0
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Az X(t) =0,7-X(t—1)+0,3- X(t—2)+¢(t) egyenleti AR(2) folyamat harom
trajektéridja — ez nem stacionarius



Autoregresszios folyamatok

Definicié
Az X(t) folyamat p rendi{i autoregressziés folyamat, ha minden t > p-re
X(t)=ar X(t— 1)+ axX(t—=2)+ ...+ apX(t — p) + 0 - &(t),

ahol ¢(t) minden t > 0-ra N(0,1) eloszldsi valdszintiségi valtozo, és
X(0),...,X(t —1)-tdl és £(0),...,e(t — 1)-tél is fiiggetlen. Jelslés: AR(p).

Az el6z6 példaban tehat p = 2 a rend, a3 = 0,7, ap = 0,3 és o = 1, valamint
(t) minden t-re normalis eloszlasu.




Autoregressziés folyamatok stacionarius megoldasa

Allitas

Az elsérendii autoregresszios folyamatnak pontosan akkor van er8sen stacionarius

megoldasa, ha |as| < 1.

Altalaban, egy AR(p) folyamatnak pontosan akkor van erésen stacionarius meg-
oldasa, ha az xP + cayxP~1 + axxP~2 + ... + a, = 0 egyenlet minden gyékének

(megoldasanak) egynél kisebb az abszolut értéke.

v
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Allitas

Az elsérendii autoregresszios folyamatnak pontosan akkor van er8sen stacionarius
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Altalaban, egy AR(p) folyamatnak pontosan akkor van erésen stacionarius meg-
oldasa, ha az xP + cayxP~1 + axxP~2 + ... + a, = 0 egyenlet minden gyékének

(megoldasanak) egynél kisebb az abszolut értéke.
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A stacionarius példaban: X(t) =0,7- X(t —1) 40,1 - X(t — 2) 4+ ¢(t)



Autoregressziés folyamatok stacionarius megoldasa

Allitas

Az elsérendii autoregresszios folyamatnak pontosan akkor van er8sen stacionarius
megoldasa, ha |as| < 1.

Altalaban, egy AR(p) folyamatnak pontosan akkor van erésen stacionarius meg-

oldasa, ha az xP + ayxP~1 + apxP~2 + ... + a, = 0 egyenlet minden gySkének
(megoldasanak) egynél kisebb az abszolut értéke.

v

A stacionarius példaban: X(t) =0,7- X(t —1) 40,1 - X(t — 2) 4+ ¢(t)
A masodfokii egyenlet: x> +0,7x+0,1 =0
A megoldasok:

—0,7+,/0,72-4-0,1
0.7 0; 0.1 _ 026 0.5

Ezek egynél kisebb abszolut értékiek.



Autoregressziés folyamatok és rovid emlékezet

Allitas
Ha egy p-rendii autoregressziés folyamat gyengén staciondrius, azaz varhato értéke

dllando és a kovariancia csak a tavolsagtdl fiigg, akkor az aldbbiak teljesiilnek az
autokovariancia-fiiggvényére:

R(0) = a1 R(1) + a2R(2) + ... + apR(p) + a2
R(t) = a1 R(t — 1) + aoR(t — 2) + ... + a,R(t — p),

ahol t > 1 tetszbleges egész. Itt o a hibatag szérasa. Ebbdl az autokorrelacids
fliggvényre az alabbi 6sszefiiggés adodik:

r(t) =oqr(t — 1)+ aor(t —2) + ...+ apr(t — p).

A staciondrius autoregresszids folyamatok dgynevezett rovid emlékezetii folyama-
tok: Yoo R(t) < o0, azaz ) .o r(t) < oco.




Autoregressziés folyamatok és rovid emlékezet

Autokorrelacios fiiggvény stacionarius AR(2) folyamatra
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Az X(t) = 0,7- X(t —1) 4+ 0,1- X(t — 2) + (t) egyenletii stacionarius AR(2)
folyamat autokorrelaciés fiiggvényének becslése



Az autokorrelacios fliggvény becslése

Altalaban az idésort leiré modellt nem ismerjiik, és ezért a varhato értéket, szérast,
korrelaciokat sem. A varhato érték a stacionarius esetben allando, igy az atlaggal

torzitatlanul becsiilhets. Az autokorrelacids fliggvény becslésére az alabbi médsze-
rek szokasosak.

Legyen Xp, X1, ..., X,_1 stacionarius id6sorbdl szarmazé n elemii minta. Az auto-
korrelaciés fliggvény becslése:

SN = X) - (Xje — X)
(n—t)-s;2 '

P(t) =

Egy masik lehetéség, hogy a tagok szama helyett n-nel osztunk:

Yo (X = X) - (Xje — X) .

n-s;2

#(t) =

Egyik becslés sem torzitatlan r(t)-re, azaz E(F(t)) eltér r(t)-t6l. Ha x a meg-

figyelésekbdl &ll6 vektor, akkor az R-ben az acf(x) paranccsal abrazolhaté az
autokorrelaciés fliggvény becslése.
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Az X(t) =0,7-X(t—1)4+0,3- X(t — 2) + (t) folyamat harom példanya, illetve
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Az autokorrelacios fliggvény becslése
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Az X(t) = 0,7- X(t —1)+ 0,1 X(t — 2) + (t) egyenleti stacionarius AR(2)
folyamat, illetve az autokorrelaciés fliggvényének becslése



ARMA-folyamatok

Stacionarius ARMA(2,2) folyamat
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Az X(t) =0,7-X(t—1)+0,3-X(t—2)+0,7-£(t)+0,2-£(t —1)+0,2-£(t —2)
egyenletit ARMA(2, 2) stacioniarius folyamat



ARMA-folyamatok (altalanosabb linearis folyamatok)
Definicié
Legyenek =(t) fiiggetlen O varhaté értékii 1 szérasu valdsziniiségi valtozok t > 0-

ra (példaul normalis eloszlisiak). Az X(t) folyamat p, g-rendii autoregresszics
mozgdatlag-folyamat, ha minden t > p-re

X(t)=ar X(t—1)+axX(t—2)+...+apX(t—p) + zq: Bme(t — m).

Jelélés: ARMA(p, q).




ARMA-folyamatok (altalanosabb linearis folyamatok)

Definicié

Legyenek =(t) fiiggetlen O varhaté értékii 1 szérasu valdsziniiségi valtozok t > 0-
ra (példaul normalis eloszlisiak). Az X(t) folyamat p, g-rendii autoregresszics
mozgdatlag-folyamat, ha minden t > p-re

X(t)=ar X(t—1)+axX(t—2)+...+apX(t—p) + zq: Bme(t — m).

Jelélés: ARMA(p, q).

v

Példaul egy masodrendii autoregresszios ARMA(2,2) folyamat (a; = 0,7, a0 =
Oa3760 :0777ﬁ1 = 072u62 = 072):

X(t)=0,7-X(t—1)+0,3-X(t—2)+0,7-e(t)+0,2-e(t —1)+0,2-¢(t — 2).

A stacionarius ARMA-folyamatok révid emlékezetiiek: Y °; R(t) < oo, azaz
Do r(t) < oo



Autoregressziés folyamat illesztése
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Autoregresszids folyamat illesztése és el6rejelzés

o Feltételezés (itt N(t) a népesség a t idépontban, és szezonalis komponens
nem varhato):
N(t) = at + b+ X(t),

ahol X(t) stacionarius (ebbdl kdvetkezik, hogy az eloszlasa minden t-re azo-
nos);

@ linearis regresszidval meghatarozzuk az a és b paraméterek becslését;

e az X(t) = N(t)—at— b folyamatra egy autoregressziés folyamatot illesztiink:
X(t) = a1 X(t — 1)+ GaX(t —2) + ...+ &pX(t — p) + 6¢(t);

@ ebbdl N(t)-re is megkapjuk az illesztett modellt, a linearis trend X(t)-hez valé
hozzaadasaval;



Autoregresszids folyamat illesztése és el6rejelzés

Feltételezés (itt N(t) a népesség a t idSpontban, és szezonalis komponens
nem varhato):
N(t) = at + b+ X(t),

ahol X(t) stacionarius (ebbdl kdvetkezik, hogy az eloszlasa minden t-re azo-
nos);

linearis regresszidval meghatarozzuk az a és b paraméterek becslését;

az X(t) = N(t)—at— b folyamatra egy autoregressziés folyamatot illesztiink:
X(t) = a1 X(t — 1)+ GaX(t —2) + ...+ &pX(t — p) + 6¢(t);

ebbdl N(t)-re is megkapjuk az illesztett modellt, a linearis trend X(t)-hez valé

hozzaadasaval;

elérejelzés: az Gjabb hibatagokat nullanak tekintjiik (hiszen 0 varhaté értékii-
ek, és fliggetlenek az el6z6 megfigyelésektdl, hibatagoktdl):

A

X(t+1) = & X(t) + aaX(t — 1) + ...+ & X(t — p+ 1).

Ebbgl: . o
N(t+s)=4a(t+s)+ b+ X(t+s).



Autoregressziés folyamat illesztése

ev<-2001:2023

nep<-c (10200298, 10174853, 10142362, 10116742, 10097549, 10076581,
10066158, 10045401, 10030975, 10014324, 9985722, 9931925, 9908798,
9877365, 9855571, 9830485, 9797561, 9739857, 9713655, 9700272, 9689.
9651461, 9610403)

summary (1m(nep~ev))

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 63442461.4 1202606.9 52.75 <2e-16 **x
ev -26599.5 597.7 -44 .50 <2e-16 *x*x*

plot(nep~ev, lwd="5", col="blue", main="Magyarorszig népessége",
xlab="év", ylab="népesség")

lines(abline(b=-26599.5, a=63442461.4, lwd="3", col="red"),
x1im=c (2000, 2020))



Autoregresszids folyamat illesztése a népesség adatokra

~

X(t)=N(t)—4&-t—b,
ahol N(t) a népesség a t id6pontban, a regresszids egyenes pedig dx + b egyenleti.

x<-nep+26599.5%ev-63442461.4

plot(x~ev, lwd="5", col="blue", main="Mddositott adatok", xlab="é&v"
ylab="érték")

Médositott adatok

Magyarorszag népessége 2001-t6l 2023-ig a linearis trend eltavolitasa utan



Autoregresszids folyamat illesztése a népesség adatokra

~

X(t) = N(t) — &t — b.
Errdl feltételezziik, hogy stacionarius eloszlasi autoregressziés folyamat.
X(t) = X(t — 1)+ axX(t —2) + ... + apX(t — p) + oe(t),

ahol a1, ...,ap,0 és maga p is ismeretlenek, a e(t) valésziniiségi valtozok pedig
fiiggetlenek, 0 varhaté értékiiek, 1 szérastak.

@ adott p mellett hogyan becsiiljitk a paramétereket?



Autoregresszids folyamat illesztése a népesség adatokra
X(t) = N(t) — 4t — b.

Errdl feltételezziik, hogy stacionarius eloszlasi autoregressziés folyamat.
X(t) = X(t — 1)+ axX(t —2) + ... + apX(t — p) + oe(t),

ahol a1, ...,ap,0 és maga p is ismeretlenek, a e(t) valésziniiségi valtozok pedig
fiiggetlenek, 0 varhaté értékiiek, 1 szérastak.

@ adott p mellett hogyan becsiiljiik a paramétereket? példaul maximumlikelihood-
becsléssel

@ hogyan valasszuk ki a legjobb p-t? minél nagyobb, annal tobb paraméter van,
annal jobb lehet az illeszkedés

@ ha p-t nagyra valasztjuk, eléfordulhat a taltanulas (overfitting) jelensége:
tal sok szabad paraméter van az adatsor méretéhez képest, és val6jaban nem
az osszefliggési struktarat, hanem a véletlen hibakat "tanuljuk meg", ez vi-
szont nem jé az el6rejelzésnél



A rend és a paraméterek becslése

Az autoregresszi6s folyamat illesztése ezért a kovetkez6 médon miikddhet (ez az
Akaike-féle informacids kritérium elve, de lehetnek mas médszerek is természe-
tesen):

o tobbféle kiilonbozd p-t tekintiink kiilon-kiilon

@ ezekre a rogzitett p-re meghatarozzuk, hogy melyik az oy, ..., ap, 0 paramé-
terbeallitas, amire a megfigyelt folyamat likelihood-fiiggvénye a legnagyobb,
vagyis maximumlikelihood-becslést végziink

@ minden p-re az igy kapott maximalis likelihood értéket megszorozzuk egy p-
tél fliggd tényezével, ami annal kisebb, minél nagyobb p (ez a tag ,biinteti”
a tal sok paraméter valasztasat)

@ végiil azt a p-t és azokat az egyiitthatokat valasztjuk, ahol a szorzat a legna-
gyobb.



Autoregresszids folyamat illesztése a népesség adatokra

A példaban a kivalasztott rend p = 1 lesz (itt n = 23, igy a paraméterek szama
sem lehet tal nagy):

> ar(x) # autoregresszids modellt illesztiink
Call: ar(x = x)

Coefficients:

1
0.7391

Order selected 1 sigma”2 estimated as 164066222

Tehat az Akaike-féle informacids kritérium szerint illesztett autoregressziés folya-
mat:
X(t)=0,74- X(t — 1) + 12808 - £(t),

ahol (t) korrelalatlan, 0 varhaté értékii 1 szérasu valdsziniiségi valtozok.



A népesség létszamanak el6rejelzése

Az el6rejelzés a médositott idésorban az X (2024) varhat6 értéke (predict (ar (x),
n.ahead=1):

X(2024) = 0,74 - X(2023) = 0,74 - (—21269,9) = —15725
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A népesség létszamanak el6rejelzése

Az el6rejelzés a médositott idésorban az X (2024) varhat6 értéke (predict (ar (x),
n.ahead=1):

X(2024) = 0,74 - X(2023) = 0,74 - (—21269,9) = —15725
Ahhoz, hogy az eredeti id8sorra vonatkozé el6rejelzést megkapjuk, hozza kell adni
a regresszios egyenesbdl kapott értéket:
N(2024) = §-2024 + b + X(2024) =
= —26599,5 - 2024 4 63442461, 4 — 15725 = 9589348.

A valés adat: N(2024) = 9584627. Ez 0,05%-os relativ hibat jelent.

Ha az idésorelemzést kihagyva, csak a linearis regressziéval szamoltunk volna:

26599, 5 - 2024 + 63442461, 4 = 9605073.

Ez 0,2%-os relativ hiba, lényegesen nagyobb (természetesen az adatsor kis mérete
miatt esetleges, hogy melyik becslés vezet jobb eredményhez).



