Pozitiv korrelacié (10. eléadas)

Tekintsiik a fliggetlenségvizsgalatot abban az esetben, ha mindkét szempont szerint
két osztaly van.

Ho: a két szempont kozott nincs pozitiv korrelacio
Hy: a két szempont kézoétt pozitiv korrelacio van, azaz P(A;NB;) > P(A1)P(By).
A prébastatisztika (Hp mellett standard normalis eloszlasu):
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Ha z > ® 1(1 — «), akkor elutasitjuk Ho-t, szignifikins pozitiv korrelacié van;
kiildnben elfogadjuk Ho-t, nincs szignifikans pozitiv korrelacio.

A p-érték: 1 — ®(z), ahol &(z) = [*__ \/% exp(—x2/2)dx.



Az egyoldali z-préba kritikus értéke

Standard normalis eloszlas
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Ha z > & 1(1 — ), akkor elutasitjuk Ho-t, szignifikdns pozitiv korrelacié van;
kiilonben elfogadjuk Hop-t, nincs szignifikans pozitiv korrelacié.



Pozitiv korrelacié: példa

Vérnyomas-sziirévizsgalatnal a 40 évesnél id6sebbek koziil 24-nek magas, 62-nek
megfelel§ volt a vérnyomasa, a 40 évesnél nem id8sebbek koziil 12-nek volt magas,
88-nak megfelels. Allithatjuk-e o« = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a 40
évesnél idésebbek kozott gyakoribb a magas vérnyomas?



Pozitiv korrelacié: példa

Vérnyomas-sziirévizsgalatnal a 40 évesnél id6sebbek koziil 24-nek magas, 62-nek
megfelel§ volt a vérnyomasa, a 40 évesnél nem id8sebbek koziil 12-nek volt magas,
88-nak megfelels. Allithatjuk-e o« = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a 40
évesnél idésebbek kozott gyakoribb a magas vérnyomas?

A;: 40 évesnél nagyobb életkor; A: legfeljebb 40 éves életkor.
Bi: magas vérnyomas; B: megfelel8 vérnyomas.
Hp: nincs pozitiv korrelacio; Hy: pozitiv korrelacié van.

Nll = 24, N12 = 62, N21 = 12, N22 = 88, n = 186.
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Pozitiv korrelacié: példa

Vérnyomas-sziirévizsgalatnal a 40 évesnél id6sebbek koziil 24-nek magas, 62-nek
megfelel§ volt a vérnyomasa, a 40 évesnél nem id8sebbek koziil 12-nek volt magas,
88-nak megfelels. Allithatjuk-e o« = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a 40
évesnél idésebbek kozott gyakoribb a magas vérnyomas?

A;: 40 évesnél nagyobb életkor; A: legfeljebb 40 éves életkor.
Bi: magas vérnyomas; B: megfelel8 vérnyomas.
Hp: nincs pozitiv korrelacio; Hy: pozitiv korrelacié van.

Nll = 24, N12 = 62, N21 = 12, N22 = 88, n = 186.

Ni1Nag — Ny Ny _ /186 24 .88 —62-12 _ 274,
VN1 N>, NN v/86-100 - 36 - 150
Mivel 2,74 > ®1(0,95) = 1,645, igy elutasitjuk a nullhipotézist. A nagyobb

életkor és a magas vérnyomas kozott szignifikans pozitiv korrelacié van. A p-érték:
1—®(2,74) =0,003 < 0, 05.
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Pozitiv korrelacié

A filiggetlenség vagy a pozitiv korrelacié vizsgalatanal a kovetkezéket érdemes fi-
gyelembe venni.

@ minden osztalyba essen legalabb 6 megfigyelés

@ a pozitiv korrelacié nem jelent ok-okozati Gsszefiiggést

@ ha sok mennyiséget vizsgalunk, el6re kell eldénteni (az adatok ismerete nélkiil),
hogy hol keressiik a pozitiv osszefiiggést: 6t mennyiség kozott 10 par van, igy
jo eséllyel lesz olyan par, ahol tévesen szignifikans Gsszefiiggést vagy pozitiv
korrelaciét talalhatunk (o = 0, 05 szignifikanciaszintet valasztva)



Y2-préba: homogenitasvizsgalat

Legyenek X, Y valdszinilségi valtozok, A, ..., A, teljes eseményrendszer.
Ho: P(X € A) =P(Y € A) minden k=1,2,..., r-re.
Hi: van legalabb egy k, melyre P(X € Ay) #P(Y € Ay).
X1,y Xny Y1, .., Y fliggetlen minta, melyre X; ~ X, Y~ Y.
Ny az Ai gyakorisaga az X mintaban;
My az Ax gyakorisaga az Y mintaban.
Ha Ny > 4 vagy M > 4 nem teljesiil, osztalyokat vonunk &ssze.
A prébastatisztika:
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2_ —_— . .
X _; Ny + M nem



Homogenitasvizsgalat

A prébastatisztika:

A szabadsagi fok: f =r — 1.
Cirit: az f szabadsagi foka y2-préba kritikus értéke o terjedelem mellett.
@ % < cuit (azaz p > «): elfogadjuk Ho-t, nem talaltunk szignifikans eltérést
az eloszlasok kozott.

@ 2 > cuir (azaz a p < a): elutasitjuk Ho-t, az eloszlasok szignifikdnsan
eltérnek.



Homogenitasvizsgalat: példa

Két varosban felmérték a haztartasok létszamat, az els6ben n = 249, a masodikban
m = 301 elemii mintat vizsgalva. A szignifikanciaszintet a = 0,05-nek vélasztva
allithatjuk-e, hogy a két varosban szignifikinsan eltéré a haztartasok létszamanak

eloszlasa?

|étszam

1 2 3 4 >5

elsé varos
masodik varos

37 86 54 49 23
45 94 67 56 39

els6 varos, arany
masodik varos, arany

0,15 035 0,22 02 0,09
0,18 0,38 027 0,22 0,16



Homogenitasvizsgalat: példa

Két varosban felmérték a haztartasok létszamat, az elsében n = 249, a masodikban
m = 301 elemii mintat vizsgalva. A szignifikanciaszintet a = 0,05-nek valasztva

allithatjuk-e, hogy a két varosban szignifikinsan eltéré a haztartasok létszamanak
eloszlasa?

létszam 1 2 3 4 >4
elsd varos 37 86 54 49 23
masodik varos 45 94 67 56 39

Minden osztalyba esik legalabb 4 megfigyelés.

2N~ (=) ((37/249 — 45/301)
T TN My - 37 + 45
| (86/249 - 94/301)  (23/249 —39/301)’

. -249 301 = 2, 23.
86 + 94 23+ 39 > 9301 =223



Homogenitasvizsgalat: példa

Két varosban felmérték a haztartasok létszamat. A szignifikanciaszintet o = 0, 05-

nek valasztva allithatjuk-e, hogy a két varosban szignifikinsan eltérd a haztartasok
létszamanak eloszlasa?

|étszam 1 2 3 4 >4
elsé varos 37 86 54 49 23
masodik varos 45 94 67 56 39

Az osztalyok szdma r = 5.

2 =2,23; f=r—1=4 a=0,05  Cuit = 9,49

X = 2,23 < auis = 9,49, elfogadjuk a nullhipotézist, a két varos haztartasainak
méretének eloszlasa nem tér el szignifikansan. A p-érték: p = 0,31 > 0,05.



Nem-paraméteres probak

Ha egy ismeretlen mennyiségnek nem csak a varhaté értékét vagy szérasat vizsgal-
juk, az alabbi kérdések is fontosak:

o

(2]

llleszkedésvizsgalat: a minta egy adott, folytonos eloszlasbdl szarmazik-e?
Példaul, igaz-e, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember havi jovedelme a
minimalbérrel osztva egyes tipus Pareto-eloszlasi o = 2,5 paraméterrel?

Normalitas tesztelése: igaz-e, hogy egy minta normalis eloszlasbél szar-
mazik? 100 ember testmagassagat megmérve mikor mondhatjuk, hogy elfo-
gadhaté ez a feltételezés, és mikor allithatjuk, hogy a testmagassag eloszlasa
szignifikansan eltér a normalis eloszlastél?

Homogenitasvizsgalat: két minta ugyanabbdl az eloszlasbél szarmazik-e?
Példaul: megkérdezziik két varos 100 — 100 véletlenszeriien valasztott lakéjat
a jovedelmérsl. Allithatjuk-e az adatok alapjan, hogy a két varosban a jove-
delmek eloszlasa szignifikdnsan eltér6? A két eloszlas akkor egyezik meg, ha
minden t-re igaz, hogy a legfeljebb t jovedelmiiek ardnya megegyezik a két
esetben.



Nem-paraméteres probak

Egy lehetSség: diszkretizaljuk a megfigyeléseket, vagyis kdzel azonos hossziisagi
intervallumokba osztjuk be Sket (példaul jovedelmi kategériakba), és ezutan x2-
prébat végziink. Ha sziikséges, a paramétereket maximumlikelihood-médszerrel

becsiiljiik. Ebben az esetben viszont a végeredmény akar fiigghet is az intervallumok
(kategoriak) kialakitasatol.



Nem-paraméteres probak

Egy lehetSség: diszkretizaljuk a megfigyeléseket, vagyis kdzel azonos hossziisagi
intervallumokba osztjuk be Sket (példaul jovedelmi kategériakba), és ezutan x2-
prébat végziink. Ha sziikséges, a paramétereket maximumlikelihood-médszerrel
becsiiljiik. Ebben az esetben viszont a végeredmény akar fiigghet is az intervallumok
(kategoriak) kialakitasatol.

Tapasztalati eloszlasfiiggvények tavolsagat hasznalé probak:

@ Kolmogorov—Szmirnov-préba
@ Anderson—-Darling-préba (az eltéréseket masképp stlyozzuk)

@ Cramér—von Mises-proba (az eltéréseket masképp stlyozzuk)
Specialisan annak ellenérzésére, hogy egy eloszlas normalis eloszlasi-e:

o Lilliefors-préba (a Kolmogorov—Szmirnov-préban alapul)

@ Shapiro—Wilk-proba (a rendezett minta varhaté értékét és kovarianciamatrixat
hasznalja)

@ leird statisztikai eszkozokkel: ferdeségi, cslicsossagi egyiitthatok kiszamitasa
(skewness, kurtosis)



Testmagassag és normalis eloszlas

Testmagassag hisztogramja

n 98
aflag: 174,3

szoras: 11,5
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A testmagassag hisztogramja n = 96 elem{ mintabdl, a siriségfiiggvény becslése
Gauss-magfiiggvénnyel, és az X = 174, 3 varhaté értékii és si = 11,5 szérasu
normalis eloszlas siirliségfliggvénye.
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Tapasztalati eloszlasfiiggvény
Emlékeztetsiil: az X valdsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye az F : R — [0, 1]
fiiggvény, melyre
F(t)=P(X <1t)

minden t € R-re.
Definicié
Az X1, Xa, ..., X, minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye az F, - R — [0, 1] fiiggvény,
melyre

__ t-nél nem nagyobb mintaelemek szama

Fo(t) = - :

relativ gyakorisag
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Kolmogorov—Szmirnov-préba: illeszkedésvizsgalat

Legyen G egy rogzitett, folytonos eloszlasfiiggvény, vagyis G : R — [0,1]
monoton ndvé, folytonos, —oo-beli limesze 0, co-beli limesze 1.

Ho : a minta valddi eloszlasfiiggvénye G, azaz P(X; < t) = G(t) minden t-re
Hy : a minta valédi eloszlasfiiggvénye G-t8l kiilonb6z8

Emlékezetsiil: a Glivenko—Cantelli-tétel, vagyis a statisztika alaptétele szerint /:_,,(t),
azaz a mintaban a t-nél nem nagyobb mintaelemek ardnya n — oo esetén Xj el-
oszlasfiiggvényéhez konvergal — ezért F,(t)-t hasonlitjuk &ssze G-vel.



Kolmogorov—Szmirnov-préba: illeszkedésvizsgalat

Prébastatisztika, ami a tapasztalati eloszlasfiiggvény és G tavolsagat méri, agy,
hogy a legnagyobb kiilonbséget veszi, abszolat értékben:

D, = sup |Fo(t) — G(t)
teR

9

ahol F, a minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye. Hy teljesiilése esetén D, eloszlasa
(megfelels normalas utan) Kolmogorov—Szmirnov-eloszlasa.

Ha D, > Dyt (vagy p < «), akkor elutasitjuk Hp-t, a minta eloszlasfiiggvénye
szignifikansan eltér D-t8l. Itt Dy,; a megfelels Kolmogorov—Szmirnov-préba kriti-
kus értéke, ez tablazatbdl kiolvashaté.

Ha D, < Diit, (vagy p > «) akkor elfogadjuk a nullhipotézist, nincs szignifikans
eltérés G-t4l.

Ha n > 35, akkor a kritikus értékre az alabbi kozelités adhaté (« szignifikanciaszint

mellett):
Vlog(4/a)
Y

Dkrit ~



Kolmogorov—Szmirnov-préba: illeszkedésvizsgalat

Kolmogorov—-Szmirnov-préba, példa. Tekintsiik a GDP volumenindexének (az
el6z8 évi érték osztva az aktualis értékkel) adatait 19932018 kdzott (évenként van
egy megfigyelésiink). Elfogadhaté-e, hogy az eloszlas egy a = 70, b = 2 paramé-
ter(i Beta-eloszlas 0, 06-tal eltolva? Ez azt jelentené, hogy a siirliségfiiggvény egy
megfeleld polinom.

A prébat elvégezve:

ks.test(gdp-0.06, "pbeta", 70, 2)
One-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: gdp - 0.06

D = 0.1666, p-value = 0.5456
alternative hypothesis: two-sided

Az eloszlasfiiggvények kozotti legnagyobb kiilonbség tehat 0, 167 (talan ¢t = 1,022
vagy 1,045 kordil).



Kolmogorov—Szmirnov-préba: illeszkedésvizsgalat

Kolmogorov—-Szmirnov-préba, példa. Tekintsiik a GDP volumenindexének (az
el6z8 évi érték osztva az aktualis értékkel) adatait 19932018 kdzott (évenként van
egy megfigyelésiink). Elfogadhaté-e, hogy az eloszlas egy a = 70, b = 2 paramé-
ter(i Beta-eloszlas 0, 06-tal eltolva? Ez azt jelentené, hogy a siirliségfiiggvény egy
megfeleld polinom.

A prébat elvégezve:

ks.test(gdp-0.06, "pbeta", 70, 2)
One-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: gdp - 0.06

D = 0.1666, p-value = 0.5456
alternative hypothesis: two-sided

Az eloszlasfiiggvények kozotti legnagyobb kiilonbség tehat 0, 167 (talan ¢t = 1,022
vagy 1,045 kordil).

A p-érték tobb 0,05-nél, igy a hipotézis elfogadhaté.



Kolmogorov—Szmirnov-préba: illeszkedésvizsgalat

‘GDP volumenindexe (1993-2018)
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A GDP volumenindexének (az érték osztva az el6z6 évi értékkel) 1993-2018 kozotti
értékeinek hisztogramja, a becsiilt normalis eloszlas és a becsiilt siriségfiiggvény
illetve az eltolt Beta-eloszlas siiriiségfiiggvénye (az adatok forrasa: KSH)



Kolmogorov—Szmirnov-préba: illeszkedésvizsgalat
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A GDP volumenindexének (az érték osztva az el6z6 évi értékkel) 1993-2018 kozot-
ti értékeinek tapasztalati eloszlasfiiggvény és a megadott G eloszlasfiiggvény (az
adatok forrasa: KSH)



A normalitas tesztelése: Lilliefors-préba

A normalis eloszlas paramétereit el6szor meg kell becsiilni az adatok alapjan.
Ho : a minta normalis eloszlasbol szarmazik (valamilyen m, o paraméterekkel)
Hi : a minta eloszldsa nem normalis eloszlas

Legyen X a mintaatlag, s’ a korrigalt tapasztalati széras, G pedig az m varhaté
értékli és o szérast normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye: G(t) = &((t — X)/sk).
Ekkor a prébastatisztika (ugyanaz, mint a Kolmogorov—Szmirnov-prébanal):

D, = sup |F,(t) — G(1)|.
teR

Ha D, > Dy (vagy p < ), akkor elutasitjuk Ho-t, a minta eloszlasa szigni-
fikansan eltér a normalis eloszlastdl (itt Dy, a megfelel§ Lilliefors-préba kritikus
értéke).

Ha D, < Dy, (vagy p > a) akkor elfogadjuk a nullhipotézist, nincs szignifikans
eltérés a normalis eloszlastél.



A normalitas tesztelése: Lilliefors-préba

A korabbi abrahoz tartozé, 96 elemii, testmagassagra vonatkozé6 példaban:
require(nortest)

> lillie.test(testmagassag)

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test

data: testmagassag

D = 0.0609, p-value = 0.5307

Mivel 0,068 = D < Dy, = 0,09, illetve p = 0,5307 > 0,05 = «, a szignifi-
kanciaszintet @ = 0,05-nek vélasztva elfogadhatd, hogy a testmagassag normalis
eloszlast valamilyen paraméterekkel, nincs szignifikans eltérés a normalis eloszlas-
tol.



A normalitas tesztelése: Lilliefors-préba

Ugyanakkor GDP volumenindexére vonatkozé példaban

> lillie.test (gdp)

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test
data: gdp

D = 0.2055, p-value = 0.01287

Itt p < 0,05, vagyis a nullhipotézist elutasitjuk, a volumenindex eloszlasa szignifi-
kansan eltér a normalis eloszlastdl.

Megjegyzés: a rendezett minta kovarianciamatrixat hasznalé Shapiro-Wilk-prébanal
a testmagassag esetében p = 0, 36, mig a gdp volumenindexe esetében p = 0, 0002.
Ilyenkor érdemes lehet részletesebben megnézni, hogy melyik prébanal mit kell fel-
tételezni, milyen az adatsor (vannak-e példaul kiugré értékek).



Kolmogorov—Szmirnov-préba: homogenitasvizsgalat
Allithatjuk-e, hogy a férfiak és a n6k testmagassaganak eloszlasa szignifikansan

eltér6? Ez a kérdés nem csak a varhaté értékre és a szérasra vonatkozik, hanem
magara az eloszlasra.

Férfiak és nok testmagassaga

a
-— — férfiak — ._._
— 1 —
nék o -
—

o —_—
= E —
5 ° -— P
= =
3
b2 -—
7 e - -
e ° - —
™
| —
8 — -
® -— —
7 I | -— -
5 o -—
£ —
i = [
8 -— -
g o | —
g g -

—
— —
— —
— -
o | e—x -~
S

150 160 170 180 190 200

testmagassag (cm)

A férfiak (n = 38 megfigyelés) és nék (m = 42 megfigyelés) testmagassaganak
tapasztalati eloszlasfliggvénye



Kolmogorov—Szmirnov-préba: homogenitasvizsgalat

Ho :az Xi,..., X, és Yi,..., Y, mintak ugyanabbdl az eloszlasbél szarmaznak,
azaz minden t valés szamra teljesiil, hogy P(X; < t) = P(Y; < t).

H; : a mintadk kil6nbdzd eloszlasbol szarmaznak, azaz van olyan t valés szam,
amire P(X; < t) # P(Y; < t).

A prébastatisztika, ami Hg esetén Kolmogorov—Szmirnov-eloszlasa:

Dm,n = sup |FAn(t) - C/'7f77(t)|?
teR

ahol F, az X, a Gy, pedig az Y minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye.

Ha D,,n > Dyt (vagy p < «), akkor elutasitjuk Ho-t, a mintak eloszlasa szig-
nifikansan kiilénb6z6 (itt Dyt a megfelels Kolmogorov—Szmirnov-préba kritikus
értéke). Ha D < Dy, (vagy p > «) akkor elfogadjuk a nullhipotézist, nincs
szignifikans eltérés a mintak eloszlasa kozott.

A kritikus értékek az alabbi Gsszefliggés alapjan kozelithetsk:

i _mn_ Nk 2k o m+n\/_1
m,uTwP(mDm’n < y) o Z( 1) € = Digit = \/ mn 2 |Oga'

k=1




Homogenitasvizsgalat: példa
Ho : az Xy,..., X, és Y1,..., Yy, mintak ugyanabbdl az eloszlasbél szarmaznak,
vagyis a férfiak és nék testmagassaganak eloszlasa megegyezik.

Hy : a mintak kiilonb6z8 eloszlasbél szarmaznak, vagyis a férfiak és nék testma-
gassaganak eloszlasa eltérs.

A prébastatisztika a tapasztalati eloszlasfiiggvények legnagyobb eltérése, az abra
alapjan t = 174 kornyékén lehet:

Dm,n = sup ‘FAn(t) - C,;"7(1-)‘
teR

> ks.test(ferfi, no, alternative="two.sided")
Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: ferfi and no

D = 0.6754, p-value = 2.486e-08

alternative hypothesis: two-sided




Homogenitasvizsgalat: példa
Ho : az Xy,..., X, és Y1,..., Yy, mintak ugyanabbdl az eloszlasbél szarmaznak,
vagyis a férfiak és nék testmagassaganak eloszlasa megegyezik.

Hy : a mintak kiilonb6z8 eloszlasbél szarmaznak, vagyis a férfiak és nék testma-
gassaganak eloszlasa eltérs.

A prébastatisztika a tapasztalati eloszlasfiiggvények legnagyobb eltérése, az abra
alapjan t = 174 kornyékén lehet:

Dm,n = sup ‘FAn(t) - C,;'77(1-)‘
teR

> ks.test(ferfi, no, alternative="two.sided")
Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: ferfi and no

D = 0.6754, p-value = 2.486e-08

alternative hypothesis: two-sided

A p-érték kisebb 0,05-nél, a nullhipotézist elutasitjuk, a férfiak és a nék testma-
gassaganak eloszlasa szignifikansan kiilonbdzé.



Egyoldali eset
Hp : az X és Y valésziniiségi valtozok ugyanabbdl az eloszlasbdl szarmaznak

Hy : minden t valés szamra F(t) = P(X < t) < G(t) = P(Y < t), ahol F az X,
a G pedig az Y eloszlasfiiggvénye. Azaz X > Y sztochasztikusan.

D, , =sup én(t) — Ie,,,(t)7
teR
ahol F, az X, a Gy, pedig az Y minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye. A nullhipo-

tézist elutasitjuk, ha D nagyobb az egyoldali Kolmogorov—Szmirnov-préba kritikus
értékénél.



Egyoldali eset

Hp : az X és Y valésziniiségi valtozok ugyanabbdl az eloszlasbdl szarmaznak

Hy : minden t valés szamra F(t) = P(X < t) < G(t) = P(Y < t), ahol F az X,
a G pedig az Y eloszlasfiiggvénye. Azaz X > Y sztochasztikusan.

Dy, , = sup én(t) — Ie,,,(t)7
teR

ahol F, az X, a Gy, pedig az Y minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye. A nullhipo-
tézist elutasitjuk, ha D nagyobb az egyoldali Kolmogorov—Szmirnov-préba kritikus
értékénél.

> ks.test(ferfi, no, alternative="less")

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: ferfi and no

D~ = 0.6754, p-value = 1.243e-08

alternative hypothesis: the CDF of x lies below that of y

A férfiak testmagassaganak eloszlasa sztochasztikus értelemben szignifikdnsan na-
gyobb, mint a néké.



QQ-plot

Annak vizsgalatara, hogy két minta ugyanabbdl az eloszlasbél szarmazik-e (homo-
genitasvizsgalat) a leir6 statisztikaban a QQ-plot is gyakran hasznalt abrazolasi
maod.

@ a QQ-plot két minta eloszlasdnak az Gsszehasonlitasara szolgal, a kvantilisek
Osszehasonlitasaval

@ ha a tapasztalati z-kvantilis az elsé mintaban g;, a masodikban ¢,, akkor a
(g1, g2) pontba keriil egy pont

@ minél inkabb egyezik a két minta eloszlasa, annal kdzelebb lesznek a tapasz-
talati eloszlasfiiggvényik, ezért annal kozelebb lesznek az ugyanahhoz a z-hez
tartozo kvantiliseik egymashoz, vagyis annal kdzelebb lesz a QQ-plot az y = x
egyeneshez.



QQ-plot

A férfiak és nok testmagassaganak QQ-plotja
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QQ-plot a férfiak és n6k testmagassaganak dsszehasonlitasara, n = 96 elemii minta
alapjan



QQ-plot

Testmagassag és normalis eloszlas QQ-plotja
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A testmagassag adatok és egy szintén 96 elemt, X = 174,3 varhaté értékii és
sk = 11,5 szérast normalis eloszlasi minta QQ-plotja



El6jelpréba

Legyen (X1, Y1), (X2, Y2),...,(Xn, Y,) olyan minta, melyben a felsorolt parok fiig-
getlenek egymastdl (de a parok két eleme nem feltétleniil fiiggetlen), és folytonos
eloszlastak.

Kétoldali ellenhipotézis:
Ho :P(X > Y)=P(X <Y). Hi:P(X > Y)#P(X <Y).

Legyen W az olyan parok szama, amikre Y; > X;. Hp esetén ez binomialis elosz-
last, n renddel és p = 0,5 paraméterrel, hiszen minden par esetében egymastdl
fliggetleniil 0,5 valdszintiséggel teljesiil az egyenlStlenség. A binomialis eloszlast
a centralis hatareloszlastétel alapjan normalis eloszlassal kdzelitve jutunk az alabbi

eljarashoz. Legyen
W —n/2
= W=rn2 (1)
n/4
Elutasitjuk a nullhipotézist, ha |z| > ®~1(1 — «/2), kiilénben elfogadjuk. A p-
érték, ugyanigy, ahogy a z-prébanal, 2(1 — &(|z|)) lesz.

Az egyoldali esetben: Hy : P(X > Y)>P(X <Y). Hi :P(X > Y) <P(X <Y).

Elutasitjuk a nullhipotézist, ha z > ®~1(1 — ), kiilénben elfogadjuk. A p-érték
ilyenkor 1 — ®(z).



Wilcoxon-préba

Az el6z6 hipotézisvizsgalati feladatban egy masik eljarast is gyakran hasznalnak.

Ho :P(X > Y)=P(X <Y). Hi:P(X > Y)#P(X <Y).

@ Hagyjuk el azokat a parokat, ahol Xj = Y;. Marad k par.

@ A megmaradt k part allitsuk az |Y; — X;j| szerint névekvs sorrendbe. Minél
nagyobb az eltérés, annal nagyobb sillyal fog szamitani.

@ Minden parra szamitsuk ki, hogy hanyadik ebben a sorrendben, legyen ez R;.
Az 1 a legkisebb, k a legnagyobb kiilénbség. Ha egyenlék vannak, mindegyik
azonos sorszamot kapjon, a megfelel6 sorszamok atlagat.

@ Ezt az R; rangot szorozzunk meg Y; — X; el6jelével, majd ezeket adjuk ossze:

k
W=> sgn(Y;— X)) R;.

j=1

@ A W-t a Wilcoxon-préba kritikus értékeihez hasonlithatjuk.



