Bayes-becslés: bevezetés (7. el6adas)

Eddig a statisztikai elemzésekben a frekventista hozzaallast kovettitk. A J € ©
paraméter szamunkra ismeretlen, és csak azt tessziik fel réla, hogy egy ismert ©
halmaznak, a paramétertérnek az eleme. A © paramétertér rogzitett halmaz sajat
struktdra nélkiil, a tulajdonsagoknak (példaul konzisztencia, torzitatlansag) minden
¥ € O-ra teljesiilniiik kell. Ezért el6zetes informaciét nem tudunk jél felhasznalni.



Bayes-becslés: bevezetés (7. el6adas)

Eddig a statisztikai elemzésekben a frekventista hozzaallast kovettitk. A J € ©
paraméter szamunkra ismeretlen, és csak azt tessziik fel réla, hogy egy ismert ©
halmaznak, a paramétertérnek az eleme. A © paramétertér rogzitett halmaz sajat
struktdra nélkiil, a tulajdonsagoknak (példaul konzisztencia, torzitatlansag) minden
¥ € O-ra teljesiilniiik kell. Ezért el6zetes informaciét nem tudunk jél felhasznalni.

Ennek a médszernek egy hatranya példaul:

@ egy gydgyszert n-szer kiprobalva 0 esetben |épett fel mellékhatas;
@ legyen p a mellékhatas kialakulasanak valésziniisége;

@ ezt a relativ gyakorisaggal becsiilhetjiik: p = 0. Ez torzitatlan, konzisztens
becslés, a frekventista hozzaallas kdvetelményeinek megfelel.

@ Ugyanakkor, ha n = 20 kiprébalasbol nem alakult ki mellékhatas, az egész
mas, mintha n = 2000 kiprobalasnal sem taldlkoztunk ezzel. Ezt a becslés
nem tiikrozi.

Bayes-i hozzaallas: a paramétert magat is valdszin(iségi véltozénak tekintjik,
ebbe beépitve valamilyen el6zetes informaciét.



Beta-eloszlas és érmedobas

@ van egy szabalyosnak t{in& pénzérménk
@ az iras val6sziniisége 1, ismeretlen paraméter

@ a priori siirliségfiiggvény:



Beta-eloszlas és érmedobas

@ van egy szabalyosnak t{in& pénzérménk
@ az iras val6sziniisége 1, ismeretlen paraméter

@ a priori siirtiségfiiggvény: a [0, 1] intervallumon kiviil 0, és az 1/2 kdrnyékén
a legnagyobb

@ példaul a Beta(3,3) eloszlast valaszthatjuk a priori eloszlasnak
p(t) = ct?(1 — t)’1(0 < t < 1),

megfelel6 ¢ > 0 szammal (hogy 1 legyen az integral).



lrodalom

@ Simon Jackman: Bayesian analysis for the social sciences, Wiley, 2009.



Beta-eloszlas

Beta-eloszlas siiriiségfiiggvénye
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Beta-eloszlas siiriségfiiggvénye kiilonb6z6 paraméterparok mellett:

f(x) = x* 11— x)P71(0 < x < 1).



Beta-eloszlas
Definicié

Az X valbsziniiségi valtozé beta-eloszlasi a, b paraméterekkel, ha siriiségfiiggvé-

nye:
_ (a+b-1)
)= G-

és nulla kiilénben.

X711 — x)P7 L ha x € [0, 1],

v

Példaul: a=1,b = 1: egyenletes eloszlas a [0, 1] intervallumon; a=2,b = 1. két
fiiggetlen, a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlast valészin(ségi valtozé koziil a
kisebbnek az eloszlasa.

Allitas

Az (a, b) paraméter(i beta-eloszlas varhato értéke és szérdsa:

a ab
EX) = D(X)_\/(a+b)2(a+b+1)'




Beta-eloszlas
Allitas

Az (a, b) paraméterii beta-eloszlds varhato értéke és szorésa:

a ab
EX) =3 PX= \/(a+b)2(a+b+1)'

Legyen Xi, Xy, ..., X, fliggetlen minta a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasbdl.
Ekkor X;-nak, vagyis a nagysag szerint névekvS sorban a k. mintaelemnek az
eloszlasa beta-eloszlas a = k és b = n — k + 1 paraméterekkel. Kévetkezmény:

k k(n—k+1)

E(X:):m? D(X¢) = m

Példaul E(X7) = .77, ehhez hasonléan adédott, hogy ha [0,4) intervallumon

egyenletes eloszlasbdl van n elemii mintank, akkor "—J;lX,’," torzitatlan becslés volt
J-ra:

X = E(X}) = 9 =1

n n n+1
minden n-re és minden ¥-ra. Masrészt az X aszimptotikusan torzitatlan J-ra.

E(n—l—l ) n+1 n+1. n
n



A priori és prediktiv eloszlas
A Bayes-becslés elkészitéséhez az aladbbi fogalmakra lesz sziikség.
A 0 paramétert val6szin(iségi valtozonak tekintjitk. Ennek segitségével épitjiik be az

el6zetes informacidkat. A valasztas tetsz6leges lehet, de ettdl fliggni fog a becslés
is.

© az ismeretlen ¥ paraméter Gsszes lehetséges értékébdl allé halmaz.

A priori eloszlas: eloszlas a © paramétertéren, siiriiségfiiggvénye legyen p.



A priori és prediktiv eloszlas
A Bayes-becslés elkészitéséhez az alabbi fogalmakra lesz sziikség.

A 0 paramétert val6szin(iségi valtozonak tekintjitk. Ennek segitségével épitjiik be az
el6zetes informacidkat. A valasztas tetsz6leges lehet, de ettdl fliggni fog a becslés
is.

A priori eloszlas: eloszlas a © paramétertéren, siiriiségfiiggvénye legyen p.

Prediktiv eloszlas: a minta eloszldsa az a priori eloszlas alapjan, feltétel nélkiil
(kisorsoljuk ¥-t, majd a mintat a ¥-hoz tartozé eloszlasbol.

f(x) = /@ £y (x)p(9)d,

ahol fy a minta sirdségfiiggvénye a ¥ paraméter mellett.

Ha a megfigyelések diszkrétek, akkor fy(x) helyett Py(X = x) (ugyandgy, mint a
likelihood-fiiggvénynél). A prediktiv eloszlas a paramétertsl nem fiigg.



A posteriori eloszlas

A posteriori eloszlas: amikor megfigyeljik a mintat, a paraméterrdl kapunk in-
formacidt. Erre feltételes valdszin(iséget szdmolva bizonyos paramétertartomanyok
valdsziniibbek, masok kevésbe valdsziniiek lesznek, mint az elézetes, a priori elosz-
las esetében.

Az a posterori eloszlas azt adja meg, hogy a minta megfigyelt értékeire feltételesen
mi lesz a ¢ paraméter eloszldsa a © paramétertéren. Siiriiségfiiggvénye a Bayes-
tétel analdgiaja szerint:

Lo(xt, ..., xn)p(0)
Lo(x1,. .., Xn)

p (X =x) = ;
ahol Ly a likelihood-fiiggvény ¢ mellett, X a minta, x = (x1,...,%,) a megfi-
gyelt értékek, L, pedig az f, b()’l szémolt likelihood-fiiggvény: Ly(x1,...,x,) =
Hj" 1 fo(x;), ahol f,(x fe 5 (x)p(9)dd.



A priori és a posteriori eloszlas: példa.

Egy érmével dobva n dobasbdl k irds lett. Az irasok szama legyen Y. Az iras (I)
valésziniisége . Az a priori eloszlas legyen Beta(3,3) a © = [0, 1] paramétertéren.
SiirGiségfiiggvénye az 1. definici6 alapjan:

p(x) = 2!5.!2!%(1 — x)’I(0 < x < 1) = 30x*(1 — x)°I(0 < x < 1).




A priori és a posteriori eloszlas: példa.

Egy érmével dobva n dobasbdl k irds lett. Az irasok szama legyen Y. Az iras (I)
valésziniisége . Az a priori eloszlas legyen Beta(3,3) a © = [0, 1] paramétertéren.
SiirGiségfiiggvénye az 1. definici6 alapjan:

p(x) = 2!5'!2!%(1 — x)’I(0 < x < 1) = 30x*(1 — x)°I(0 < x < 1).

Prediktiv eloszlas: annak valészin(isége, hogy irast dobunk egy dobasnal. Ha
a paraméter 1J, akkor ez éppen ¥ valdsziniiséggel torténik. A teljes valdsziniiség
tételének egy folytonos véltozatat alkalmazhatjuk:

Pp(/)z/em(/)p(ﬁ)dﬁ:/o 19~p(19)d19:%:%.

Itt Py(/) az irds dobas valdsziniisége, ha az igazi paraméter ¥, ez definicié szerint
3.



A priori és a posteriori eloszlas: példa
A posteriori eloszlas: feltéve, hogy n dobasbdl k iras lett, mi a ¢ paraméter
eloszlasa a [0, 1] intervallumon?

Ha a paraméter 1 rogzitett, akkor az irds dobasok szdma binomialis eloszlasa.

A nevezében a prediktiv eloszlas szerint szamolhatunk: ott is binomialis eloszlas
jelenik meg, 1/2 paraméterrel.
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A priori és a posteriori eloszlas: példa
A posteriori eloszlas: feltéve, hogy n dobasbdl k iras lett, mi a ¢ paraméter
eloszlasa a [0, 1] intervallumon?

Ha a paraméter 1 rogzitett, akkor az irds dobasok szdma binomialis eloszlasa.

A nevezében a prediktiv eloszlas szerint szamolhatunk: ott is binomialis eloszlas
jelenik meg, 1/2 paraméterrel.
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Az a posteriori eloszlas Beta-eloszlas a = k+3 és b = n— k+3 paraméterekkel. Ha
példaul k < n/2, azaz a dobasok kevesebb mint fele lett iras, akkor az a posteriori
stirliségfiiggvény is az 1/2-nél kisebb tartomanyon lesz nagyobb.



Veszteségfiiggvény és Bayes-becslés

A Bayes-becslésnél is meg kell valasztani, hogy milyen szempont szerint legyen

optimalis a becsiilt érték.

Veszteségfiiggvény: a veszteség, ha az igazi ) paraméter helyett annak 9 becslését

hasznaljuk, ez W(9, 7). Ez nemnegativ, ¥ — 1 fiiggvénye, példaul (J — V)? vagy

|9 — 9.

Definicié

A 9 € © paraméter Bayes-becslése az a 0 = T(X1,...,X,) becslés, melyre az
Ro(T) =Ey (E(W(T(X1,...,X5),9))

a priori bayesi riziké minimalis.

Vagyis a cél olyan T (X1, Xa, ..., X,) statisztika keresése, melyre a becslés hibajabol
addédé veszteség varhato értéke a lehetd legkisebb. A véarhaté érték a megfigyelé-
sekre és a paraméter sorsolasara is vonatkozik.



Négyzetes veszteségfliggvény

Abban a specialis esetben, amikor a négyzetes veszteségfiiggvényt hasznéaljuk, al-
talanosan is megfogalmazhaté, hogy hogyan talalhatjuk meg az optimalis becslést.
Errél sz6l az alabbi tétel.

Tétel

Ha a W(x,y) = (x — y)? négyzetes veszteségfiiggvényt hasznaljuk, akkor a pa-
raméter g(¥) fiiggvényének Bayes-becslése az a g varhaté értéke az a posteriori
eloszlas szerint:

£09) = /e £(9)p* (91X = x)do.




Bayes-becslés: példa
Egy érmével dobva n dobasbdl k iras lett. Az irasok szama legyen Y. Az iras (I)
valdsziniisége o

Az a priori eloszlas legyen Beta(3,3)-eloszlds a © = [0, 1] paramétertéren, mint
eddig. Siriiségfiiggvénye:

p(x) = 30x?(1 — x)?I(0 < x < 1).

Azt lattuk kordbban, hogy az a posteriori eloszlas beta-eloszlas a = k + 3 és
b= n— k + 3 paraméterekkel.

W(x,y) = (x — y)? négyzetes veszteségfiiggvény esetén a 1) paraméter becslése a
tétel szerint az a posteriori eloszlas varhato6 értéke:

1
I= [ 000X =)0 = [ 9 p (01X = x)d0 =
€] 0

1
k+3 k+3
= [ 9-30-2"-9K2(1 —9)" K2 gy = - :
/0 ( ) (k+3)+(n—k+3) n+6

hiszen éppen az a = k+3 és b = n— k+ 3 paraméterii beta-eloszlas varhaté értéke
jelent meg, amire pedig hasznalhatjuk a 2. allitast.



Bayes-becslés: példa

Tehat példaul ha n = 10 dobasbél k = 0 iras van, és Beta(3, 3) az a priori eloszlas,
akkor

~ 3
¥ =— =18,8%.
6 8,8%

Ha n = 100 dobasbdl k = 0 iras van, akkor

A 3
Y= —=2,8%.
106 8%

Ugyanezen feltételek mellett, ha n = 100 dobasbdl k = 32 iras van, akkor

~ 35
19:7: 0 .
106 33%

Ez nincs messze a relativ gyakorisagtdl (32%), viszont 0 irds dobas esetén is pozitiv
becslést kapunk, amiben benne van a mintaelemek szama.



Bayes-becslés: példa
A becslésiink fiigg az a priori eloszlastél. Ha Beta(a, /3) a priori eloszlast hasz-
nalunk, akkor

1
G [ 000X =20 = [ 0:p" 01X = x)d0 =
€] 0

Ez mas «, 5-ra tipikusan kiilonb6z6 eredményt ad.

k+a
n+a+pB


https://ematlap.hu/tudomany-tortenet-2021-6/1049-backhausz-agnes-mennyi-teszteljuk-3
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Bayes-becslés: példa
A becslésiink fiigg az a priori eloszlastél. Ha Beta(a, /3) a priori eloszlast hasz-
nalunk, akkor

k+ «

1
O= [ 9-pWX=x)dd= [ 9-p*WX=x)d)= —— .
Lo 0x == [0 (01x = x)ai = S0
Ez mas «, 5-ra tipikusan kiilonb6z6 eredményt ad.

Példa arra, amikor téves el6zetes feltevés rossz eredményre vezet. Tegyiik fel, hogy

@ a priori eloszlas az iras valdszin(iségére: Beta(2000,200)

@ ennek varhaté értéke 2000/2200 = 0, 91, tehat el6zetesen sokkal valésziniibb-
nek tekintjiik az iras dobast, mint a fejet

o tegyiik fel, hogy n = 100 dobasbdl egy iras sem volt
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Bayes-becslés: példa
A becslésiink fiigg az a priori eloszlastél. Ha Beta(a, /3) a priori eloszlast hasz-
nalunk, akkor

A ! k+a
9= [ 9 -p*WX=x)dd= | 9 -p*(WX=x)d) = ——.

Lo 0x == [0 (01x = x)ai = S0
Ez mas «, 5-ra tipikusan kiilonb6z6 eredményt ad.

Példa arra, amikor téves el6zetes feltevés rossz eredményre vezet. Tegyiik fel, hogy

@ a priori eloszlas az iras valdszin(iségére: Beta(2000,200)

@ ennek varhaté értéke 2000/2200 = 0, 91, tehat el6zetesen sokkal valésziniibb-
nek tekintjiik az iras dobast, mint a fejet
@ tegyiik fel, hogy n = 100 dobasbél egy irds sem volt

@ k=0, ésigy
2000
100 + 2000 + 200

J = =0,87.

Vagyis a 100 dobas nem volt elég arra, hogy az el6zetes feltételezésiink hibajat
korrigalja.
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Bayes-becslés a normalis eloszlasra

@ tegyiik fel, hogy az emberek testmagassaga normalis eloszlasu, varhaté értéke
m ismeretlen paraméter, szérasa s = 10

@ az m paraméterrdl tegyiik fel, hogy az a priori eloszlasa normilis, varhaté
értéke 1, szérdsa o

@ célunk, hogy meghatarozzuk az m paraméter Bayes-becslését egy val6s min-
tabol (ez p-nek és o-nak egy fiiggvénye lesz).

@ az eloszlas siiriségfiiggvénye, ha a paraméter m:

@ a priori siriségfiiggvény az m-re:

fm(X)




Testmagassag hisztogramja

Testmagassag hisztogramja

n 98
aflag: 174,3
sz6ras: 11,5

gyakorisag

140 160 180 200

cm

A testmagassag hisztogramja n = 96 elemii mintabdl és az X = 174,3 varhaté
értékii és sy = 11,5 sz6rast normalis eloszlas siriiségfiiggvénye (pirossal).
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A posteriori eloszlas a normélis eloszlasra

Az a posteriori eloszlas siirtiségfiiggvénye (itt L, a likelihood-fiiggvény, f, a predik-
tiv eloszlas siirliségfiiggvénye, és az m-t6l nem fliggs részeket nem szamoljuk ki)

Ln(x1,. ..y xn)p(m)

pr(miX =x) = (xl...x) -
1< > ep( Jnl(Xj m)2>. ! exp<(mu)2>:
-, \ V2710 200 210 202
a0 =m0 + (m — p)? 100
200 -0
, (0®n+100) — 2m(37_, xj0° 4 1004)
= Cyq..x, ©XP 200 - o2
S0 x024+100p
= Cl . . exp m —2m* oo _
X 200 - 02 - (02n + 100)
Dol X +100;L))2
=" 02n+100
xareetn P ( 200 - o2 - (o2n + 100)



Bayes-becslés a normalis eloszlasra

Az a posteriori eloszlas egy olyan normalis eloszlas, melynek varhaté értéke

Z};l xjo? + 100u
o?n+ 100 ’

100/ 02n + 100.

szérasa



Bayes-becslés a normalis eloszlasra

Az a posteriori eloszlas egy olyan normalis eloszlas, melynek varhaté értéke

Z};l xjo? + 100u
o?n+ 100 ’

szérasa

100/ 02n + 100.

Négyzetes veszteségfiiggvény esetén a Bayes-becslés az a posteriori eloszlas
varhaté értéke, vagyis (az x, . . ., x, megfigyelt értékek helyére a mintat visszairva)

2 Xjo? +100p 30T X+ 1005

T T 24 100 n+ %0




Bayes-becslés: példa

Bayes-becslés mu fuggvényében Bayes-becslés sigma filggvényében

g4 <
8 57
£l
N

T T T T T T T T T T

150 160 170 180 190 0 5 10 15 20

mu sigma

Bayes-becslés a varhaté értékre p és o fiiggvényében, ahol az a priori eloszlas
N(1,2?) az els6 esetben és N(175,02) a masodik esetben



Bayes-becslés a normalis eloszlas varhato értékére

@ Az adatsor n = 94 ember testmagassagabdl allt, mintaatlag 174,77 cm.

@ Az els6 abran azt lathatjuk, hogy hogyan valtozik i, azaz a varhaté érték
becslése, ha az a priori eloszlas paramétereit, a p varhato értéket és a o
szbrast valtoztatjuk.



Bayes-becslés a normalis eloszlas varhato értékére

@ Az adatsor n = 94 ember testmagassagabdl allt, mintaatlag 174,77 cm.

@ Az els6 abran azt lathatjuk, hogy hogyan valtozik i, azaz a varhaté érték
becslése, ha az a priori eloszlas paramétereit, a p varhato értéket és a o
szbrast valtoztatjuk.

@ A becslés az m-nek pozitiv egyiitthatds lineéris fliggvénye. Vagyis minél na-
gyobb p, vagyis el6zetesen minél nagyobbnak feltételezziik az m-et, annal
nagyobb lesz az m becslése is.



Bayes-becslés a normalis eloszlas varhato értékére

@ Az adatsor n = 94 ember testmagassagabdl allt, mintaatlag 174,77 cm.

@ Az els6 abran azt lathatjuk, hogy hogyan valtozik i, azaz a varhaté érték
becslése, ha az a priori eloszlas paramétereit, a p varhatd értéket és a o
szbrast valtoztatjuk.

@ A becslés az m-nek pozitiv egyiitthatds lineéris fliggvénye. Vagyis minél na-
gyobb p, vagyis el6zetesen minél nagyobbnak feltételezziik az m-et, annal
nagyobb lesz az m becslése is.

@ A szérast véltoztatva, ha o — 0, akkor a tort elsé alakjabdl latszik, hogy
m limesze p lesz, vagyis ilyenkor a becslés a minta értékeitdl fiiggetleniil az
a priori varhaté érték lesz lényegében. Ez figyelhet6 meg az abran is. Ha
o — 00, akkor pedig a tort masodik alakjabdl lathatd, hogy a limesz az atlag
lesz (a szamlaléban és a nevezében is a masodik tag hatarértéke 0, és csak az
Osszeg, illetve a mintaelemszam marad).

@ A frekventista hozzaallassal a becslés (példaul a maximumlikelihood-becslés)
az atlag lett volna. Ezt tehat 0 — oo esetén kapnank meg, vagy akkor, ha
ugyan p és o rogzitettek, de a mintaelemszam végtelenhez tart.



Konfidenciaintervallum

Példa: megmérték hatvan ember vércukorszintjét, egymastdl fiiggetleniil.

A minta egy részlete (mmol/| mértékegységben):

5,98 61 599 6,21 5,97 6,23 5,85

Alapstatisztikak: n = 60 (méret), X = 5,99 (atlag), si = 0,18 (korrigalt tapasz-
talati széras)



Konfidenciaintervallum

Példa: megmérték hatvan ember vércukorszintjét, egymastdl fiiggetleniil.

A minta egy részlete (mmol/| mértékegységben):

5,98 61 599 6,21 5,97 6,23 5,85

Alapstatisztikdk: n = 60 (méret), X = 5,99 (4tlag), s; = 0,18 (korrigalt tapasz-
talati széras)

Cél: a varhato érték becslése az adatok alapjan

pontosabban: adjunk meg egy olyan intervallumot, ami legalabb 95% valészini-
séggel tartalmazza az "igazi" varhat6 értéket — ezt fogjuk 95 % megbizhatosagi
szintii konfidenciaintervallumnak hivni



A kétoldali z-préba kritikus értéke

Standard normalis eloszlas

04
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sUrlségfuggvény
02
|

0.1

00

értékek

Az a = 0,05 terjedelm( kétoldali z-préba (u-préba) kritikus értéke:
®~1(1—«/2) =d71(0,975) = 1,96. Vagyis ha Z ~ N(0, 1), akkor
P(—1,96 < Z < 1,96) = 95%.



Konfidenciaintervallum a varhatd értékre

rem)= (3o (- )75 R e (- 5) )

ahol felhasznaltuk, hogy mivel Xy, ..., X, fiiggetlen N(m, 0?) eloszlastak, igy X ~
N(m,o?/n) eloszlasi. Ezért Z = (X — m)/(o/+/n) standard normalis eloszlasa,
vagyis

P(—a< Z <a)=9®(a) — P(—a) = P(a) — (1 — P(a) =2¢(a) — 1.



Példa konfidenciaintervallumra

Minta: megmeértiik hatvan ember vércukorszintjét, tegyiik fel, hogy ez normalis
eloszlasa, valodi szérasa 0, 2.

n =60 (méret), X = 5,99 (4tlag), s = 0,18 (korrigélt tapasztalati sz6ras)

Adjunk meg olyan intervallumot, ami legalabb 95% valdszintiséggel tartalmazza a
vércukorszint val6di varhaté értékét.

megbizhatésagi szint: 1 — a = 95%, azaz o = 0,05. Ebbsl ®~1(1 — a/2) =
®-1(0,975) = 1, 96.

95 %-o0s megbizhatésagi szintii konfidenciaintervallum a varhaté értékre:

0,2 0,2
5,00 —1,96- ——, 5,99+1,96  —— | = (5,94:6,04).
( V60 \/60) ( )

Kisebb mintaelemszamhoz hosszabb, nagyobb megbizhatésaghoz szintén hosszabb
konfidenciaintervallum tartozik.



Konfidenciaintervallumok

Legyen (2, A, P) statisztikai mez6, P = {Py : ¢ € O} és X = (Xq,...,Xy)
fiiggetlen azonos eloszlasi minta. Tegyiik fel, hogy ¥ valés paraméter, vagyis
O CR.

Definicié
Azt mondjuk, hogy a (T1(X), To(X)) intervallum legalabb 1 — o« megbizhatésagi

szintd konfidenciaintervallum ¥-ra, ha minden 9 € R esetén teljesiil, hogy

IP@(T]_(K) <Y< Tg(&)) >1—a.

A konfidenciaintervallum megbizhatdsagi szintje: infyco{Py(V € (T1, T2))}.



Konfidenciaintervallum a varhatd értékre

A ® a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye, azaz ha Z ~ N(0,1):

t
O(t) =P(Z < t) = \/% / /245,

Allitas (Konfidenciaintervallum a varhaté értékre, ismert szoras)

Tegyiik fel, hogy Xi,...,X, figgetlen azonos eloszlasi normalis eloszlasa valo-
sziniiségi valtozok, melyek szorasa, o ismert.
Ekkor a

T m = (g X ) )

intervallum 1 — « megbizhatdsagi szintii kétoldali konfidenciaintervallum az el-
oszlds varhato értékére.

V.




Fisher—Bartlett-tétel

Val6jaban az eloszlas valédi szérdsa a legtobb esetben nem ismert. A o szérast

az s, korrigalt tapasztalati szérassal helyettesitjiik. Kérdés, hogyan valtozik igy az
eloszlas.

Tétel (Fisher—Bartlett)

Tegyiik fel, hogy X1,Xa, ..., X, fiiggetlen m varhaté értékd, o szoérasd, normalis
eloszlasa valdszintiségi valtozok. Ekkor

Q X~ N(m, %),
Q X és s fiiggetlenek;

© (n—1)s:?/0? eloszldsa n — 1 szabadsagi foki x>-eloszl4s;

Q *=7 . \/n eloszlssa n — 1 szabadsagi fokii t-eloszlas.

Itt

=g - (G5 )




t-eloszlas kritikus értékei

t-eloszlas
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értekek

Az f = 59 szabadsagi fokii @ = 0,05 terjedelm( kétoldali t-préba kritikus értéke:
t5g70705 = 2, 001.



Konfidenciaintervallum a véarhato értékre
Legyenek Zy, Z1, .. ., Z, figgetlen N(0,1) eloszlastak, és tf , az f szabadsagi foku

« terjedelmii kétoldali t-préba kritikus értéke, azaz az f szabadsagi foki t-eloszlas
1 — a/2-kvantilise:

2
1—a2=P(Y<tr,) =P —=—— < t,|.
/ (V'S tra) ( ZP+...+ 2Z; f’)

Az Y = ﬁ valészin(iségi valtozé eloszlasa f szabadsagi foki t-eloszlas.
it T4f



Konfidenciaintervallum a varhatd értékre

Legyenek Zy, Z1, .. ., Z, figgetlen N(0,1) eloszlastak, és tf , az f szabadsagi foku
« terjedelmii kétoldali t-préba kritikus értéke, azaz az f szabadsagi foki t-eloszlas
1 — a/2-kvantilise:

2
1—a/2=P(Y <trq)=P| ————= < tra |-
/ (V< tra) ( Z2+...+272; f’)
Az Y = ——%____ valésziniiségi valtozé eloszlasa f szabadsagi foka t-eloszlas.

Z2+..+2?

Allitas (Konfidenciaintervallum a varhaté értékre, ismeretlen sz6ras)

Tegyiik fel, hogy Xi,...,X, fiiggetlen N(m,c?) normélis eloszldsi valosziniiségi
véltozék (m, o ismeretlenek). Ekkor a

= g = sk
T, )= (X —thria —=, X+ th-10 —
(T1, To) ( 1,a NE + th—1,a \/ﬁ>

intervallum 1 — « megbizhatdsagi szintii kétoldali konfidenciaintervallum az el-
oszlas varhato értékére.

V.




Példa konfidenciaintervallumra

Minta: vércukorszint-értékek, tegyiik fel, hogy ez normalis eloszlasi, sz6rdsa nem
ismert.

n =60 (méret), X = 5,99 (atlag), s; = 0,18 (korrigalt tapasztalati sz6ras)

Adjunk meg olyan intervallumot, ami legalabb 95% valdszinGiséggel tartalmazza a
vércukorszint val6di varhaté értékét.

megbizhat6sagi szint: 1 — a = 95%, azaz a = 0,05. Az f = 59 szabadsagi foka
o = 0,05 terjedelmii kétoldali t-préba kritikus értéke: tsg o975 = 2.

95 %-0s megbizhatdsagi szintii konfidenciaintervallum a varhaté értékre:

0,18 0,18
5,99 -2 ——=, 599+2 - = (5,94;6,04).
( V60 \/60> ( )

Hosszabb intervallumot kaptunk, mint ismert szoras esetén.



Egyoldali konfidenciaintervallum a varhato értékre

Allitas (Egyoldali konfidenciaintervallum)

Tegyiik fel, hogy Xi,...,X, fiiggetlen N(m,c?) normélis eloszlasi valésziniiségi
véltozok (m, o ismeretlenek). Ekkor a

— G
(— 00, X+th—11-a- \/—"F>

intervallum 1 — o megbizhatdsagi szintd egyoldali konfidenciaintervallum az el-
oszlds varhato értékére.

V.

ltt t,_11-/2 az f = n—1 szabadsagi fokl o terjedelm(i egyoldali t-préba kritikus
értéke.



Konfidenciaintervallum a szérasra

Fisher—Bartlett-tétel:

(n—1)s:2 S (X-XP
2 = o2 ~ Xn—1:

g

azaz a hanyados eloszlasa n — 1 szabadsagi foka x2-eloszlas (ami megegyezik Z2 +
Z2 + ...+ Z2_, eloszlasaval, ahol Z-k fiiggetlen standard normalis eloszlasaak).

Allitas
Legyen X1, X, ..., X, fiiggetlen normalis eloszlasi minta. Ekkor az eloszlis o?
szorasnégyzetére 1 — o megbizhatésagi szintli konfidenciaintervallum az alabbi:

(T2 T) = (Zf_l(xj - X)? XX X)2>7

Cn—1,1—a/2 Cn—1,a/2

ahol cf , az f-szabadsagi fokii q terjedelmi x>-proba kritikus értéke, azaz az f
szabadsagi foki x?-eloszlis q-kvantilise.

Ezzel a valasztassal nem a legrovidebb intervallumot kapjuk.



A x?-eloszlas kvantilisei

Khinégyzet-eloszlas

002 0.03
1 1

sUrlségfuggvény

0.01
1

0.00
L

T T T T T
0 20 40 60 80

értékek

Az f = 59 szabadsagi foka y2-préba kvantilisei ¢ = /2 = 0,025-tel é&s g =
1—a/2=0,975-tel.



Konfidenciaintervallum a valésziniiségre

Az A esemény val6sziniisége p € [0, 1] ismeretlen paraméter. Ezt szeretnénk meg-
becsiilni. Ha n kisérletbsl az A esemény X-szer kovetkezett be:

E,(X) = np;  Dp(X) = v/np(1 — p); u«:,,(if) = p; D,,();) - p(\;ﬁ—p).

X ~ Bin(n, p) binomialis eloszlasq, viszont a relativ gyakorisagot, X/n-t nem
tudjuk egyetlen eloszlassal kozeliteni.

Viszont a centrélis hatareloszlastétel alapjan X/n eloszlasat p varhat6 értékd,

p(l1—p P T . . . A . .
BU-5) s76rast normalis eloszlassal kozelithetjiik, ahol p az esemény relativ gya-
korisdga a mintaban.

1 — a megbizhatésagi szintii konfidenciaintervallum p-re:

p-o(6-5) B o) 3



Konfidenciaintervallum az ML-becslés alapjan

Ha likelihoodfiiggvény teljesit bizonyos regularitasi feltételeket, akkor a ¥ paramé-
ternek az X1, X5, ..., X, mintabdl szamolt ¥, maximumlikelihood-becslése

létezik;

@ aszimptotikusan torzitatlan: lim,_ ., Ey(¢,) = ¢ minden 9 € ©O-ra;

aszimptotikusan hatasos: lim,_ o \/nI1(19)D79(1§,,) =1 minden ¥ € O-ra;

aszimptotikusan normalis eloszlasa: \/nk (0)({, — 1) eloszlasban tart a stan-
dard normélis eloszlashoz minden ¥ € ©-ra n — oo esetén.



Konfidenciaintervallum az ML-becslés alapjan

Ha likelihoodfiiggvény teljesit bizonyos regularitasi feltételeket, akkor a ¥ paramé-
ternek az X1, X5, ..., X, mintabdl szamolt ¥, maximumlikelihood-becslése

létezik;

@ aszimptotikusan torzitatlan: lim,_ ., Ey(¢,) = ¢ minden 9 € ©O-ra;

aszimptotikusan hatasos: lim,_ o \/n/1(19)D79(1§,,) =1 minden ¥ € O-ra;

aszimptotikusan normalis eloszlasa: \/nk (0)({, — 1) eloszlasban tart a stan-
dard normélis eloszlashoz minden ¥ € ©-ra n — oo esetén.

Ez alapjan aszimptotikus konfidenciaintervallum, ami n — oo esetén 1 — a-hoz
tart6 valdsziniiséggel tartalmazza J-t:

(7en(1-5) i:w); re(1-3) ilw))

n

ahol 1,(9) = n-k(d,), vagyis a Fisher-informacio kifejezésébe a maximumlikelihood-
becslést irjuk be.



Hazi feladat aprilis 1., kedd, 10:15-ig

Adjunk Bayes-becslést a Poisson-eloszlas paraméterére az Xi, Xa, ..., X, mintabdl,
ha az a priori eloszlas exponencialis eloszlas A = 1 paraméterrel.



