Momentummaddszer (5. el6adas)
Legyen Xi,..., X, fiiggetlen azonos eloszlasi minta.

© Az eloszlas k. momentuma, ha ¥ az ismeretlen paraméter: [y 9 = Ey(X{).

Q Legyen [ix = %2}1:1 Xjk az eloszlas k. tapasztalati momentuma.

© Irjuk fel az alabbi egyenleteket a legkisebb olyan k-ig, amire az egyenletrend-
szer egyértelmiien meghatarozza ¥-t (bar nincs mindig ilyen k):

1 n
Ey(X1) = > X
j=1

1 n
Ey(X{) = - > X
j=1

1 n
Eg(X{) = - > Xk
j=1

©Q A ¥ momentummobdszerrel kapott becslése az a 19, ami megoldasa a fenti

egyenletrendszernek. Nem mindig létezik, nem mindig egyértelmii, nem
feltétleniil hatasos.



Momentummddszer: Poisson— és exponencialis eloszlas

Xi,..., X, fliggetlen Poisson-eloszlasiiak ismeretlen A\ > 0 paraméterrel. A k =
1-hez tartozé egyenlet:

Ex(X) = X.

Mivel a A paraméterii Poisson-eloszlas varhaté értéke A:

A=X.



Momentummddszer: Poisson— és exponencialis eloszlas

Xi,..., X, fliggetlen Poisson-eloszlasiiak ismeretlen A\ > 0 paraméterrel. A k =
1-hez tartozé egyenlet: -
Ex(Xy) = X.
Mivel a A paraméterii Poisson-eloszlas varhaté értéke A:
A=X.
Xi, ..., X, figgetlen exponencialis eloszlasiak ismeretlen A\ > 0 paraméterrel. A

k = 1-hez tartozé egyenlet:
11 -
Ex(X1) = N EZXJ =X.
j=1
Ez egyértelmiien oldhaté meg \-ra:

- L
X



Momentummadszer: normalis eloszlas

Xi,..., X, fiiggetlen N(m, 0?) eloszlast minta (azaz normalis eloszlst m varhaté
értékkel és o szorassal).

A k = 1-hez és k = 2-hoz tartozd egyenletek:
Emo(X1)=m= X:

1 n
Em,U(XIQ) =0’ + m? = E ZXJQ
j=1

. . ~ 2 . -
A masodikba beirva az els6t: 0® = =377 | X? — X" = s (a tapasztalati széras-
négyzet). Tehat az els6 két egyenlet egylitt egyértelmiien oldhaté meg, a momen-
tummodszerrel kapott becslés:

m=X;
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Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Sorozatok szamanak hisztogramja

megfigyelések

Poisson(2,68)

000 005 010 015 020 025 030

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 "

Megfigyelt értékek

A sorozatok szamanak hisztogramja és Poisson-eloszlas A=X= 2,68 becsiilt
paraméterrel

n=287,% 7 X; =237 é X =2,68
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Maximumlikelihood-mdédszer

Definicié (Likelihood-fiiggvény)

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta diszkrét (a lehetséges értékeinek szama véges
vagy megszamlilhato sok), akkor a likelihood-fiiggvénye:

Loo(ke,- o kn) = [[Pio(Yi=k)  ((ki,... ki) € H).

Jj=1




Maximumlikelihood-mdédszer

Definicié (Likelihood-fiiggvény)

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta diszkrét (a lehetséges értékeinek szama véges
vagy megszamlilhato sok), akkor a likelihood-fiiggvénye:

Loo(ki,. .., kn H oY =k) (K, ..., ko) € H).

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta abszolit folytonos, és Y; siiriiségfiiggvénye (a

Py valoszmuseg mellett) f; y, akkor a minta likelihood- fuggvenye

Loo(te, . ta) =[] fio(t)  (tr,....tn €R).




Maximumlikelihood-mdédszer

Legyen (9, A, P) statisztikai mez6, ahol P = {Py : ¥ € O}, vagyis az ismeretlen
eloszlas a ¢ paraméterrel jellemezhet6.

Definicié (Maximum-likelihood becslés)

A 9 maximumlikelihood-becslése (ML-becslése) az Xy, ..., X, mintabdl 0, ha U
maximalizalja a 0 — L, 5(X1,...,X,) fiiggvényt, ahol L,y a minta likelihood-
fliggvénye. Azaz, ha

L,,,@(Xh ooy Xn) 2 Ly w(Xq, ..., X,) minden 9 € O-ra.




Maximum-likelihood becslések

@ binomialis eloszlas ismert k renddel: p = X/k
@ Poisson-eloszlas: \ = X

@ geometriai eloszlas: p=1/X

@ normalis eloszlas: m=X,6 =s,

@ exponencialis eloszlas: A = 1/X

@ egyenletes eloszlas: 4 = min; X; b = max; X;



Elégséges statisztika

Definicié
Legyen X, ..., X, fliggetlen minta ¢ paraméter(i eloszlasbol. A T statisztika elég-

séges, ha a likelihood-fiiggvény felirhato a kévetkezé alakban megfelel6 h és g
fliggvényekkel:

Lno(Xa,..., Xa) = h(Xq,..., X)) - go(T (X, ..., X5)).




Elégséges statisztika

Definicié
Legyen X, ..., X, fliggetlen minta ¢ paraméter(i eloszlasbol. A T statisztika elég-

séges, ha a likelihood-fiiggvény felirhato a kévetkezé alakban megfelel6 h és g
fliggvényekkel:

Lno(Xa,..., Xa) = h(Xq,..., X)) - go(T (X, ..., X5)).

@ Poisson-eloszlas esetén az Gsszeg és az atlag is elégséges statisztika.
o Normalis eloszlasnal elégséges statisztika: (X, s,), vagy (D_7_; X7, 574 X;).
o Az elégséges statisztika nem egyértelmdi.

@ Ha létezik maximumlikelihood-becslés, T pedig elégséges statisztika, akkor
az ML-becslés felirhaté u(T(Xi,...,X,)) alakban valamely u fiiggvényre.
Azaz, ahogy a példakban is lattuk, az elégséges statisztikabdl kifejezhets a
maximumlikelihood-becslés.



Hatasos becslés az elégséges statisztika segitségével
A kovetkezé tétel alapjan egy

@ torzitatlan becslésbél kiindulva
@ az elégséges statisztika fliggvényeként, arra feltételes varhato értéket véve.

@ egy hatédsosabb, vagyis kisebb szérasa, szintén torzitatlan becslés is készithetd.
Példaul Poisson-eloszlas esetén, ha a A paramétert szeretnénk becsiilni:

@ E\(X1) = A, ezért X; torzitatlan becslése A-nak;

® > ', X; eléegséges statisztika



Hatasos becslés az elégséges statisztika segitségével
A kovetkezé tétel alapjan egy

@ torzitatlan becslésbél kiindulva
@ az elégséges statisztika fliggvényeként, arra feltételes varhato értéket véve.

@ egy hatédsosabb, vagyis kisebb szérasa, szintén torzitatlan becslés is készithetd.
Példaul Poisson-eloszlas esetén, ha a A paramétert szeretnénk becsiilni:

@ E\(X1) = A, ezért X; torzitatlan becslése A-nak;
® > ', X; eléegséges statisztika

o tekintsiik az alabbi feltételes varhato értéket (ha az Gsszeget tudjuk, mennyi
lehetett Xi:

E(Xi|Xi+...+ X,) =X
@ tovabbra is torzitatlan becslést kaptunk, de a széras lényegesen kisebb lett:

Dx(X1)
NG

E)\(Y) = E)\(Xl) =\ D)\(Y) = < D)\(Xl)



Rao—Blackwell-tétel
Tétel (Rao—-Blackwell)

Tegyiik fel, hogy a T statisztika torzitatlan becslés a ) paraméterre, valamint S
elégséges statisztika 19-ra. Ekkor megadhato olyan T* becslés, melyre

@ T* = h(S) megfelelé h fiiggvénnyel;
@ T* torzitatlan ¥-ra: Ey(T*) = minden ¥ € ©-ra;
@ T* hatasosabb, mint T: Dy(T*) < Dy(T) minden ¥ € O-ra.

Ha az S statisztika teljes is (azaz minden olyan f fiiggvény, melyre Ey(f(S)) =0
minden 9-ra, ,majdnem mindeniitt” nulla), akkor T* hatasos, azaz minden torzi-
tatlan becslésnél hatdsosabb.

A megoldas az E(T|S) feltételes varhat6 érték lesz. Példaul Poisson-eloszlasnal
E(X1] >57-; Xj) = X hatésos.

Allitas

Poisson-eloszlasnal, illetve normaélis eloszlasnal (m-re) a mintaelemek Osszege teljes
elégséges statisztika, a mintaatlag pedig hatdsos becslése a paraméternek.




Fisher-informacié

Egy mintaelem Fisher-informaciéja:

h(9) =Ey <<£9 log fﬁ(Xl))2>,

ahol fy a likelihoodfiiggvény Py mellett.



Fisher-informacié

Egy mintaelem Fisher-informaciéja:

h(9) =Ey (<£9 log ﬂg(Xl))2),

ahol fy a likelihoodfiiggvény Py mellett.

o Megfelels (regularitasi) feltételek mellett a fiiggetlen azonos eloszlasa, n elemdi
minta Fisher-informacigja: 1,(¥) = n- L(9).

@ Ha T elégséges statisztika, akkor T(Xy, ..., X,) Fisher-informaciéja ugyanaz,
mint (Xi,...,X,) Fisher-informaciéja (példaul Poisson-eloszlasnal az atlag
Fisher-informaci6ja ugyanaz, mint a teljes mintéé).

o Cramér—Rao-egyenlGtlenség: megfelels (regularitasi) feltételek mellett, ha
T torzitatlan becslés v-ra, akkor
1 1

DAT(X)) = In(0) ~ nh(v)

(Ebben az értelemben feleakkora szérashoz négyszer annyi mintaelem kell.)



Fisher-informacié

Egy mintaelem Fisher-informaciéja:

h(¥) =Ey ((aaﬂ log fﬁ(Xl))2> ;

ahol fy a likelihoodfiiggvény Py mellett.

Néhany nevezetes eloszlas Fisher-informaciéja egy mintaelembél:

@ binomialis eloszlas n renddel és p paraméterrel:
n
p(1—p)
@ Poisson-eloszlas A paraméterrel: 1/

@ normalis eloszlas, ha ¥ = (m, o):

(

o q,,‘v—‘

qm‘w o
N——



Fisher-informéacié: Poisson-eloszlas

Egy mintaelem Fisher-informaciéja (az f, likelihood-fiiggvény most a valészindi-
ség):

s (Fewecn)) o (G (35e)))-
(s ) )5 (5 )-

X2 X At A2

> =

Felhasznaltuk, hogy Poisson-eloszlasnal Ey(X1) = DA(X1) = A, igy
Ex(X?) = D3(X) + B3 (X1) = A + A%,

Kovetkezmény a Cramér—Rao-egyenlétlenség alapjan: ha T torzitatlan becslése
A-nak n elemii fiiggetlen mintabdl, akkor

D*(T(Xy,...,Xn)) >

S| >



Konfidenciaintervallum az ML-becslés alapjan

Gyakran az ismeretlen paraméterre egyetlen becslés helyett konfidenciaintervallu-
mot adhatunk meg, amire példaul az igaz, hogy

Py(Ty <9 < Ty)>0,9 (¥ € ©)

Ez egy olyan véletlen intervallum, ami 95%-0s megbizhat6sagi, azaz legalabb
ennyi valdszin(iséggel tartalmazza a becsiilni kivant paramétert.



Konfidenciaintervallum az ML-becslés alapjan

Gyakran az ismeretlen paraméterre egyetlen becslés helyett konfidenciaintervallu-
mot adhatunk meg, amire példaul az igaz, hogy

P,g(Tl <P < T2)20,95 (196@)

Ez egy olyan véletlen intervallum, ami 95%-0s megbizhat6sagi, azaz legalabb
ennyi valdszin(iséggel tartalmazza a becsiilni kivant paramétert.

Allitas
Ha likelihoodfiiggvény teljesit bizonyos regularitasi feltételeket, akkor a ) paramé-
ternek az Xy, Xa, ..., X, mintabdl szamolt ¥,, maximumlikelihood-becslése

o létezik;

~

@ aszimptotikusan torzitatlan: lim,_, .. Ey(9,) = ¢ minden 9 € ©-ra;
@ aszimptotikusan hatdsos: lim,_, .o \/nll(ﬁ)Dg(@n) =1 minden Y € ©-ra;

o aszimptotikusan normélis eloszlasti: +/nly(9)(0, — V) eloszlésban tart a stan-
dard normilis eloszlashoz minden 9 € ©-ra n — oo esetén.

Itt 1, (9) az egyelemii mintabdl szamolt Fisher-informacict jeloli.




Konfidenciaintervallum az ML-becslés alapjan

Ez alapjan aszimptotikus konfidenciaintervallum, ami n — oo esetén 1 — a-hoz
tart6 valdsziniiséggel tartalmazza 9-t:

(ﬁn_q}_l(l_ §> f:(ﬁ); e <1_ §> f:(ﬁ))

ahol ,(0) = n-h(9,), vagyis a Fisher-informaci6 kifejezésébe a maximumlikelihood-
becslést irjuk be.

Masképpen felirva:

lim Py (@n—¢—1(1_‘;>. Al gﬁg@n+¢—1(1_‘;‘). Al ) —1—a.
e In(9) In(9)

Itt is vegyiik észre, hogy ©) ismeretlen, de rogzitett paraméter, és az intervallum
also és felsé végpontjai véletlenek, az eloszlasuk is ¥-tél fiigg (ezt jeldli a ¥ az als6
indexben).




Konfidenciaintervallum az ML-becslés alapjan
Tekintsiink egy n elemi fliggetlen mintat az alabbi siirliségfiiggvénnyel, ahol A > 0
ismeretlen paraméter:

)‘4 3 —Ax
fi(x) = sxe I(x > 0).



Konfidenciaintervallum az ML-becslés alapjan

Tekintsiink egy n elemi fliggetlen mintat az alabbi siirliségfiiggvénnyel, ahol A > 0
ismeretlen paraméter:

)‘4 3 —Ax
fi(x) = sxe I(x > 0).

A likelihood-fiiggvény, felhasznalva, hogy az Xj-k 1 valészintiséggel pozitivak:

Jj=1

n n )\4 HI.‘LI X3 .
f()\) = H f)\()g) = H (6)938_>\X1) = FTJ . )\4’7 .e” Ej:1 J
j=1



Konfidenciaintervallum az ML-becslés alapjan

Tekintsiink egy n elemi fliggetlen mintat az alabbi siirliségfiiggvénnyel, ahol A > 0
ismeretlen paraméter:

)‘4 3 —Ax
fi(x) = sxe I(x > 0).

A likelihood-fiiggvény, felhasznalva, hogy az Xj-k 1 valészintiséggel pozitivak:

n n )\4 HI.‘LI X3 .
f()\) = H f)\()g) = H (6)938_>\X1) = FTJ . )\4’7 .e” Ej:1 J
j=1

j=1

log f(\) = IogT +4nlog )\ — )\ZXJ
j=1
0 4n :



Konfidenciaintervallum az ML-becslés alapjan

Tekintsiink egy n elemi fliggetlen mintat az alabbi siirliségfiiggvénnyel, ahol A > 0
ismeretlen paraméter:

)‘4 3 —Ax
fi(x) = sxe I(x > 0).

A likelihood-fiiggvény, felhasznalva, hogy az Xj-k 1 valészintiséggel pozitivak:

n n )\4 Hl.‘lil X3 !
f(\) = H (X)) = H (6)9%—”9) - FTJ AR e AT X
j=1

j=1

I, X7 d
Iogf()\):logT+4nlog)\f)\oE X;.
j=1
0 4n :
—log f ——E X
N og f(A) \ = J

Ez pontosan akkor pozitiv, ha A < %, és negativ kiildnben. Ezért a logf()\)

fiiggvény globalis maximumhelye A = =, és a logaritmusfiiggvény monotonitasa
miatt ez lesz a maximumlikelihood-becslés is.



Konfidenciaintervallum az ML-becslés alapjan

Az el6z6 alapjan a Fisher-informaciét is kiszamithatjuk, ha tudjuk, hogy

4

Ex(X)) = ’XE

4
N és D)Q\(XJ) =

h(9) = EA(@A log f,\(X1)>2) _E, ((4; - ijf) _

(Zx) =n-D}X))=n- %.

j=1

Ugyanis



Konfidenciaintervallum az ML-becslés alapjan

Az el6z6 alapjan a Fisher-informaciét is kiszamithatjuk, ha tudjuk, hogy

4

4
Ex(X)) =+ ’XE

Ugyanis

h(9) = EA(<£ log f,\(X1)>2) _E, ((4; _ ZXJ>2> _

=1
2 . 2 4
_DA<§ :Xj> =n-D3(X)=n- .

j=t

A fentiek alapjan 95%-o0s megbizhatésagi szintii aszimptotikus konfidenciainterval-
lum A-ra:

4 4X> 4 4x°
7 .

— —1,96- ——,— +1,96- ——
X X NG



Hazi feladat marcius 18., kedd, 10:15-ig

Tekintsiink egy X1, Xz, ..., X, fliggetlen mintat az alabbi siiriiségfiiggvénnyel, ahol
a > 0 ismeretlen paraméter:

4 3
fa(x) = P I(0 < x < a).

Adjunk becslést momentummaodszerrel az ismeretlen a > 0 paraméterre.



