Linearis regresszié (12. el6adas)
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A CFC-12 (freon) gaz koncentracidja az Antarktiszon és az adatokra illesztett egye-
nes (forras: ESRL, USA)



Linearis regresszié

Allitas (Linearis regresszio)

Legyenek (x1,y1), (%2, ¥2) - - -, (Xn, ¥n) adott szamparok. Azokat az a és b egyiitt-
hatokat keressiik, melyre a

1 n
h? = - Z;[YI — (axi + b)?
mennyiség minimalis. Ennek megoldisa:

E?:I(X" -X)(vi —¥).

n = ' B:}7—§7
2 ke (X — X)?

L

A példaban: 4 = —2,63; b =5807,7 (a b egyiitthat6 neve: intercept)




Linearis modell: példa R-ben
A rezidualisok az y; — (ax; + b) hibak, ezekre vonatkozik egy Gsszefoglalé statisztika.

> cfcl12<-c (540, 538, 537, 534, 533, 530, 527, 523, 522, 519, 515,
512, 511, 506)

> ev<-c(seq(from=2005, to0=2018, by=1))
> summary (Im(cfcl2~ev))

Call: 1m(formula = cfcl2 ev)

Residuals: Min 1Q Median 3Q Max
eSiduais:  _1.8571 -0.8736 0.2088 0.8709 1.6483
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 5807.73626  159.19290 36.48  1.15e-13 *x**
ev -2.62637 0.07914 -33.19 3.55e-13 *x*x

Signif. codes: O ‘**x’ 0.001 ‘*%’ 0.01 ‘*x’> 0.056 ¢.”> 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 1.194 on 12 degrees of freedom



Linearis modell egyvaltozés esetben

Definicié (Linearis modell)
Legyenek X1, Xo, ..., X,, Y1,..., Y, val6sziniiségi valtozok, és tegyiik fel, hogy va-

lamely a, b valés szamokra
Yi=aXi+ b+ej,

ahol ey, ..., e, figgetlen N(0,02) normilis eloszlasii valdsziniiségi valtozok (amik-
nek tehat ugyanakkora a szérdsa). Az igy kapott (X;, Y;) parok egyiittes eloszlasat
linearis modellnek nevezziik.

4

Az X; valdsziniiségi valtozdkat magyarazé valtozoknak, az ¢; valdsziniiségi valtozo-
kat hibanak szoktak nevezni.



Becslések a linearis modellben
Allitas

A linearis modellben az a, b egyiitthatok maximumlikelihood-becslése a kdvetkezo-
képpen irhato:

XX =X -Y). 5y _ i
ZZ:I(Xk - X)2

Tovabba, ezek a becslések torzitatlan becslései az a és b paramétereknek

é\:

E(3) = a; E(b) = b.

A hiba szérasanak becslése:

1 n ~
~AD a 2
o- = E Y: —aX; — .
n—2’_ 1( ! . b)

A becslések szérasa:




Elérejelzés a linearis modellben
Allitas
Legyen x* adott szam. A linedris modellbdl kapott elérejelzés az Y véletlen folya-
mat x* pontban felvett értékére:
ax* + b.

Az elérejelzés szorasa:

Vg [E, X
D(ax" +b) ¢ zjl(x X7

Az el6rejelzés szérasanak becslésekor a o értéket gyakran G-val helyettesitik, ez
informaciét ad a becslés pontossagardl. Minél tavolabbi pontra készitjiik az el8re-
jelzést, annal nagyobb lesz a széras.

A példaban: el6rejelzés x* = 2019-re:

5-x* 4+ b=—2,63-2019 4 5807,7 = 497, 7.




El6rejelzés
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A CFC-11 és CFC-12 (freon) gaz koncentracidja (forras: elte.promt.hu)

A linearis modell kozelitése gyakran csak egy rovidebb idGintervallumon jé. Minél
tavolabbra készitjiik az el6rejelzést, annal nagyobb lesz a bizonytalansag, amint azt
a széras is mutatja.



Hazi feladat majus 6., kedd, 10:15-ig

A félév elején gy(ijtott adatok alapjan o = 0, 05 szignifikanciaszinten elfogadhatjuk-
e, hogy a sorozatnézéssel toltott id6 normalis eloszlast? (Az irredlis adatokat
tavolitsuk el a préba elvégzése el6tt, vagy valtsuk at megfelel6 mértékegységre.)



Hazi feladat majus 6., kedd, 10:15-ig

A félév elején gy(ijtott adatok alapjan o = 0, 05 szignifikanciaszinten elfogadhatjuk-

€

hogy a sorozatnézéssel toltott id6 normalis eloszlasa? (Az irredlis adatokat

tavolitsuk el a préba elvégzése el6tt, vagy valtsuk at megfelel6 mértékegységre.)

>

>

>

>

>

require("readxl")

adatok <- read_excel("sstadat-p.xlsx")
sorozat=adatok$sorozat
require("nortest")

lillie.test(sorozat)

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test

data: sorozat

D

= 0.1823, p-value = 1.9e-10



Hazi feladat majus 6., kedd, 10:15-ig

A félév elején gyiijtott adatok alapjan o = 0, 05 szignifikanciaszinten elfogadhatjuk-
e, hogy a sorozatnézéssel toltott id6 normalis eloszlast? (Az irredlis adatokat
tavolitsuk el a préba elvégzése el6tt, vagy valtsuk at megfelel6 mértékegységre.)

> require("readxl")

> adatok <- read_excel("sstadat-p.x1lsx")

> sorozat=adatok$sorozat

> require("nortest")

> 1lillie.test(sorozat)

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test
data: sorozat

D = 0.1823, p-value = 1.9e-10

Szignifikans eltérés van a normalis eloszlastdl.



Hazi feladat majus 6., kedd, 10:15-ig
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Az egy hétkdznapon sorozatnézéssel toltott idé hisztogramja n = 120 megfigyelés-
bal



Rezidualisok és R?
Rezidualisok: Y; — 4X; — b (ezeknek a négyzetdsszege minimalis)

A teljes ingadozas (total sum of squares): Zjnzl(YJ —Y)2.

Ezt Gsszehasonlithatjuk a rezidualis négyzetdsszeggel (residual sum of squares):

Jj=1

A kett6 hanyadosat 1-bdl levonva kapjuk az Ggynevezett megmagyarazott ingadozas
részaranyat:
> (Y — 84X, — b)?

RZ=1- _ =
> (Yi=Y)

Definicié

A megmagyarazott ingadozas részaranya (coefficient of determination):

(S0, (X = X)(Y; = V)

R? = —; — ~ ——.
[Zk:l(Xk - X)Q] [Ek:1(yk - Y)z]

= = = Sake



Rezidualisok és R?

Az R? értéke 0 és 1 kdzé esik.

Ertelmezés: minél kdzelebb van 1-hez, annal inkabb j6 kdzelitést ad a linearis
modell. De ez nem minden szempontnak megfelel6 mérészam, és forditva nem
is feltétleniil igaz a kovetkeztetés. Példaul az R? érzékeny a kiugré értékekre,
néhany kiugré esetén R? lecstkken. Vagyis az R?-bsl nem tudjuk jol elddnteni,
hogy a ,tipikus” értékek sem illeszkednek jél, vagy esetleg néhany pont kivételével
lényegében j6 az illeszkedés.

A példaban: R? = 0,98, vagyis jl illeszkedik a linearis modell.

Az R kédban megadott adjusted R?: nem csak a rezidualisokat veszi figyelembe,
hanem azt is, hogy hany paramétert hasznaltunk (ennek tobbvaltozds esetben van
nagyobb jelent8sége).



Konfidenciaintervallumok

1 — o megbizhatésagi szintii konfidenciaintervallum a-ra:

o) o
d—thoog—— = d+t th2an—o——= |,
( 27:1()(/ - X)? 27:1(Xi - X)2)

ahol t,_» az f = n — 2 szabadsagi foka « szignifikanciaszinti kétoldali t-préba
kritikus értéke.

Az x* pontban az elérejelzett érték becslése 4- x* + b.

1 — o megbizhatésagi szintii konfidenciaintervallum ax* + b-re, azaz az x*-ban
felvett érték varhaté értékére:

<ax +b+t, 200 \/ ZX_X)z)2>

Minél tavolabbi pontban készitjilk az el8rejelzést, annal hosszabb lesz a konfiden-
ciaintervallum.




Az egyenes meredekségére vonatkozd prébak

A linearis modell f6 egyenlete: Y; = aX; + b + ;. Allithatjuk-e, hogy az egyenes
meredeksége szignifikansan eltér 0-t6l?7 A linearis modellen beliil ez a kérdés felel
meg annak, hogy van-e egyaltalan dsszefliggés a két vizsgalt mennyiség kozott.

Hp: a=0 Hy: a#0

Kétoldali t-probat végezhetiink az alabbi probastatisztikaval és f = n—2 szabadsagi
fokkal:

V-2 EL06 - X2
V(Y - X - b

t=34

Ha |t| > t,_2., azaz p < «, akkor elutasitjuk Hp-t, az egyenes meredeksége
szignifikansan eltér 0-tdl (itt t,_2 . az « szignifikanciaszintl f = n — 2 szabadsagi
fokd kétoldali t-préba kritikus értéke).

Ha |t| < t,—2., azaz p > «, akkor elfogadjuk Ho-t, az egyenes meredeksége nem
tér el szignifikansan 0-tol.



Az egyenes meredekségére vonatkozd prébak

A korabbi példaban (1. abra):

t=-33,19;, a=0,05 n=14, f=n—-2=12; Cuit =2,19.
Mivel |t| = 33,19 > gqit = 2,19, elutasitjuk a nullhipotézist, az egyenes meredek-
sége szignifikansan eltér 0-t6l. A p-érték: p=3,6-10713 < 0,05 = .

A t és a p is kiolvashaté az R-kédbdl.



Az egyenes meredekségére vonatkozd prébak

Egy masik kérdés: allithatjuk-e, hogy az egyenes meredeksége szignifikinsan na-
gyobb 0-nal? A modellen beliil ez jelenti azt, hogy a vizsgélt mennyiségek kozott
pozitiv irdnyl osszefiiggés van, minél nagyobb az X, annal nagyobb az Y értéke is
(természetesen a forditott iranyl Ssszefiiggés is hasonloképpen tesztelhet lenne).

Hy: a<0 Hi: a>0

Tovabbra is hasznalhatjuk, hogy a = 0 esetén az alabbi prébastatisztika t-eloszlasi
f = n — 2 szabadsagi fokkal. Egyoldali t-prébat végezhetiink az alabbi prébasta-
tisztikaval és f = n — 2 szabadsagi fokkal:

\/(n — 2) 27:1(X’- — Y)z |
\/Zle(yi — 4X; — b2

t=34

Ha t > t, 2., azaz p < «, akkor elutasitjuk Hop-t, az egyenes meredeksége
szignifikansan tébb 0-nal (itt ,_2,, az « terjedelmi f = n — 2 szabadsagi foka
egyoldali t-préba kritikus értéke a szignifikanciaszint mellett).

Ha t < t,_2., azaz p > «, akkor elfogadjuk Ho-t, az egyenes meredeksége nem
szignifikansan pozitiv.



Tobbvaltozés linearis modell
A linearis modellben t6bb magyarazé valtozét is bevezethetiink.
Az Y valtozét fejezziik ki az X1,

..., Xp valbsziniiségi valtozok linearis fliggvénye-
ként, de az egyiitthatékat ismeretlennek tekintjiik (Xj, = 1 lehet a konstans tag):

Y, = alX,'71 + 32X,'72 + ...+ apX,-7p + &j,
ahol ¢; fiiggetlen N(0,02) normalis eloszlast valésziniiségi valtozok.

Xi1az év, Xz a CFC-12 kibocsatas az i. mérésnél, és X; 3 = b egy kons-
tans tag (vagyis az X; 1 évben Y a koncentracié, ami az idének és a kibocsatasnak
is a fiiggvénye). Ekkor a linearis modell:

Y1 =a1X1,1 +axX12+ b+ey;
Yo =a1Xo1 + axXop + b+ e;

Y, = 31Xn,1 + aQXn,z + b+e,.



Tobbvaltozés linearis modell
A linearis modellben t6bb magyarazé valtozét is bevezethetiink.
Az Y valtozét fejezziik ki az X1,

..., Xp valbsziniiségi valtozok linearis fliggvénye-
ként, de az egyiitthatékat ismeretlennek tekintjiik (Xj, = 1 lehet a konstans tag):

Y, = alX,'71 + 32X,'72 + ...+ apX,'7p + &j,
ahol ¢; fiiggetlen N(0,02) normalis eloszlast valésziniiségi valtozok.

Xi1az év, Xz a CFC-12 kibocsatas az i. mérésnél, és X; 3 = b egy kons-
tans tag (vagyis az X; 1 évben Y a koncentracié, ami az idének és a kibocsatasnak
is a fiiggvénye). Ekkor a linearis modell:

Y1 =a1X1,1 +axX12+ b+ey;
Yo =a1Xo1 + axXop + b+ e;

Y, = 31Xn,1 + aQXn,z + b+e,.

Vektoros formaban, visszatérve az altalanos esetre, ha X = (X; ;) a megfigyelések-
b&l készitett matrix, és 8 = (a1, a2,...,a,)" az egyiitthaték oszlopvektora:

Y =XB+e.



Az egyiitthatok becslése

Vektoros formaban, visszatérve az altalanos esetre, ha X = (X; ;) a megfigyelések-

b&l készitett matrix, és 8 = (a1, a2,...,a,)" az egyiitthaték oszlopvektora:
Y=XB+e.
Ezutan az ay, .. ., ap, egyiitthatdk becslése (torzitatlan, és ugyanaz a legkisebb négy-

zetek médszerével és maximumlikelihood-mdédszerrel):

B=(XTX)"*XTy.

A konstans tag nélkiil (vagyis ha b = 0 lenne) ugyanazt kapnank vissza, ha p = 1,
hiszen ekkor XTX = Y77 | X?, és XTY =377, X;V}.



A megfelels illeszkedés ellenérzése

A megmagyarazott ingadozas részaranya:

XTx)—l(xTx)2
Yy

o

o érzékeny a kiugré értékekre
@ nem veszi figyelembe a becsiilt paraméterek szamat

o elég sok paraméterrel megfigyelheté a taltanulas (overfitting) jelensége:
valéjaban nem modellt illesztiink, hanem a véletlen hibakat kiilon-kiilén ta-
nuljuk meg



A megfelels illeszkedés ellenérzése

A megmagyarazott ingadozas részaranya:

XTX)_I(XTXF
Yy

o

o érzékeny a kiugré értékekre
@ nem veszi figyelembe a becsiilt paraméterek szamat

o elég sok paraméterrel megfigyelheté a taltanulas (overfitting) jelensége:
valéjaban nem modellt illesztiink, hanem a véletlen hibakat kiilon-kiilon ta-
nuljuk meg

Ezért az R%-nek az alabbi médositott (adjusted) valtozata is gyakran hasznalt:

n—1

R2=1-(1-R?)——.
( —

Ha p = 0, visszakapjuk az eredetit (persze ez nem egy valédi modell).

Példaul: n = 100, p = 10 esetén jelzi, hogy a mintaelemszamhoz képest tal sok a
paraméter.



Hipotézisvizsgalat a linearis modellben, egyvaltozés eset

Egyvaltozos eset: Y; = aX; + b+ ¢;
Ho: a=0 Hi: a#0

Kétoldali t-probat végezhetiink az alabbi probastatisztikaval és f = n—2 szabadsagi
fokkal:

V-2 SL06 X2
V(Y — 8% — B2

t=34

Ha |t| > tp_2., azaz p < «, akkor elutasitjuk Hp-t, az egyenes meredeksége
szignifikansan eltér 0-tél (itt t,_2,, az « szignifikanciaszintli f = n — 2 szabadsagi
fokd kétoldali t-préba kritikus értéke).

Ha |t| < ty—2., azaz p > «, akkor elfogadjuk Ho-t, az egyenes meredeksége nem
tér el szignifikansan 0-t4l.



Hipotézisvizsgalat a linearis modellben

Tobbvaltozés linearis modell (X; , lehet a konstans tag):
Yi=a X1 +aXo+...+aXip+ei, azaz Y = XP3 +¢.

Legyen H olyan r x p méretli matrix, aminek a rangja r (itt r < p). Ekkor az
alabbi hipotézisvizsgalati feladatot tekintjiik:

Ho: HB =0 Hy : HB # 0.

Ha példaul r = 3, akkor a nullhipotézis harom olyan tipust egyenletet jelent, hogy
5a; + 3a, — 2a3 = 0, vagyis az egyiitthatok valamely linearis kombinacidja 0.

Ha példaul H egy sora a j. egységvektor, akkor SH egy eleme az a; egyiitthato,
a nullhipotézis az a; = 0-t jelenti. Ha H-t kiilonb6z6 egységvektorokbdl allitjuk
Ossze, akkor tudjuk tobb egyiitthaté 0 voltat egyszerre tesztelni.



Hipotézisvizsgalat a linearis modellben
Ho: HB =0 Hy : HB #0.

A valésziniiséghanyados préba (ami a Neyman—Pearson-lemmaban szerepelt) pré-
bastatisztikaja:

(Y = XB)T(Y = XB*) = (Y = XB)T(Y — X}3)
(Y = XB)T(Y — XB)

ahol 5* a 3 becslése a H = 0 feltétel mellett a redukalt linaris modellben (a fenti
példaban ez annak felel meg, amikor bizonyos magyarazé valtozékat nem hasznal-
hatunk). Itt tehat a szamlalo els6 tagja a nullhipotézis esetén a maximumlikelihood-
becslés, mig a nevezében ugyanigy maximumlikelihood-becslés szerepel, de a null-
hipotézis feltétele nélkiil, a teljes paramétertartomanyon.

F =

)

Ha Hy igaz, akkor F-(n—p)/r eloszlasa F-eloszlas (r, n—p) szabadsagi fokkal. Ezért
Ho-t elutasitjuk, ha F értéke nagyobb ennek az F-prébanak a kritikus értékénél,
kiilonben elfogadjuk Ho-t.

Ha r =1 és p = 2, valamint a prébastatisztikabol gyokst vonunk, akkor az egyval-
tozés eset prébastatisztikajat és egy t-eloszlas abszolut értékét kapjuk, igy lesz ez
a korabban latott médszer altalanositasa.



Tobbvaltozds linearis modell: példa

Kulturalis kiadasok modellezése

o
8 7| = kutira
— gdp
o foglalkoztatottsag
o - o
w0 — linedris modell
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A koltségvetés kultarara szant kiadasai és linearis modell a gdp, a foglalkoztatottsag
és az évszam figyelembevételével (az abran minden mennyiség valamilyen konstans-

szorosa lathatd, a valédi nagysagrendek eltéréek; forras: KSH)



Tobbvaltozés linearis regresszié: példa

Y a kultarara forditott éves kiadas, legyen Xi az évszam, X a gdp, X3 a foglal-
koztatottak szama, X, = 1 a konstans tag:

Y =a1 X1+ axXo +a3Xs+ a4 + ¢,

ahol & ~ N(0, 2) normalis eloszlast hiba.

kultura<-c(132, 148, 163, 170, 170, 173, 173, 181, 179, 197, 217,
190, 213, 281, 355, 366, 384, 448)

ev<-2001:2018

gdp<-c(15399, 17434, 19134, 21078, 22549, 24316, 25701, 27217,
26458, 27269, 28371, 28848, 30290, 32694, 34785, 35896, 38835,
42662)

fogl<-c(3868, 3871, 3922, 3900, 3902, 3928, 3902, 3848, 3749, 3732,
3759, 3827, 3893, 4101, 4211, 4352, 4421, 4470)



Tobbvaltozds linearis modell: példa

> summary(lm(kultura~ ev + gdp + fogl))
Call: 1lm(formula = kultura ev + gdp + fogl)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-22.1858 -14.4101 0.9424 10.3284 27.5662
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -8.394e+03 9.580e+03 -0.876 0.396
ev 3.801e+00 4.788e+00 0.794 0.441

gdp 3.939e-03 3.896e-03 1.011 0.329

fogl 2.201e-01 3.351e-02 6.568 1.25e-05 ***



Tobbvaltozds linearis modell: példa

Signif. codes: O ‘**x’> 0.001 ‘*x’> 0.01 ‘x> 0.05 ‘.> 0.1 ¢ > 1
Residual standard error: 18.46 on 14 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9683, Adjusted R-squared: 0.9615
F-statistic: 142.6 on 3 and 14 DF, p-value: 9.94e-11

A becslések alapjan az illesztett modell:

Y = 3,8X; +0,0039X, + 0,22X3 — 8394 + ¢.



Tobbvaltozds linearis modell: példa

Signif. codes: O ‘**x’> 0.001 ‘*x’> 0.01 ‘x> 0.05 ‘.> 0.1 ¢ > 1
Residual standard error: 18.46 on 14 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9683, Adjusted R-squared: 0.9615
F-statistic: 142.6 on 3 and 14 DF, p-value: 9.94e-11

A becslések alapjan az illesztett modell:

Y = 3,8X; +0,0039X, + 0,22X3 — 8394 + ¢.

Az R? értéke 1-hez viszonylag kdzeli, mondhatjuk, hogy jél illeszkedik a modell. A
t-préba egyediil a foglalkoztatottak szamanal mutat 0-tdl valé szignifikans eltérést.
Ha most csak ezt a valtozét tartjuk meg, és igy illesztiink modellt:



Tobbvaltozds linearis modell: példa

Signif. codes: O ‘**x’> 0.001 ‘*x’> 0.01 ‘x> 0.05 ‘.> 0.1 ¢ > 1
Residual standard error: 18.46 on 14 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9683, Adjusted R-squared: 0.9615
F-statistic: 142.6 on 3 and 14 DF, p-value: 9.94e-11

A becslések alapjan az illesztett modell:

Y =3,8X; 4+ 0,0039X; + 0,22X5 — 8394 + ¢.

Az R? értéke 1-hez viszonylag kdzeli, mondhatjuk, hogy jél illeszkedik a modell. A
t-préba egyediil a foglalkoztatottak szamanal mutat 0-tdl valé szignifikans eltérést.
Ha most csak ezt a valtozét tartjuk meg, és igy illesztiink modellt:

> summary (lm(kultura~fogl))

Ekkor az illesztett modell ez lenne: Y = 0,37X3 — 1261, és R? = 0,83, ez tehat
kevésbé j6 illeszkedést jelent az el6z6hoz képest.



Szérasanalizis (analysis of variance, ANOVA)

@ hipotézisvizsgalati eljaras
@ az egyedeket kiilonbdz8 csoportokba soroljuk

@ egy mennyiséget vizsgalunk: igaz-e, hogy ennek a varhaté
értéke az egyes csoportokban azonos?

@ az egyes csoportokon beliil és kozottiik is fiiggetlenek a megfigyelések
@ két csoport esetén ez a kétmintas, Student-féle t-préba
@ a tdbbvaltozés linearis modell hipotézisvizsgalati feladatanak specialis esete

@ azt, hogy a megfigyelések kiilonb6z6 csoportokbdl szarmaznak, gy is szoktak
fogalmazni, hogy a mérés egy faktor kiilonb6z6 szintjein torténik, és az a
kérdés, hogy a faktornak van-e szignifikans hatasa a varhat6 értékre



Szérasanalizis (analysis of variance, ANOVA)

Az alabbi tablazat néhany éves kdzéphémérséklet érték (forras: Orszagos Meteoro-
I6giai Szolgalat), kiilonb6zé évekbél, kiilonboz6 helyszinekrsl. A kérdés: elfogadhats-
e, hogy az egyes varosokban az évi kdzéphémérséklet varhat6 értéke megegyezik,
vagy szignifikans kiilonbség mutathaté ki? Ebben a példaban a ,faktor’ a helyszin,
és ennek négy ,szintje" van.

Budapest Debrecen Szeged Szombathely

10,8 8.8 11,1 8,9
10,1 9,9 10,8 9.4
11,4 10,0 10,1 8,9
11,3 10,2 10,0 9,3
11,0 10,4 10,4 9,7
10,1 10,8 10,3
10,3
atlag (X) 10,8 10,1 10,5 9,2

széras (s7) 0,57 0,63 0,42 0,34



Szérasanalizis (analysis of variance, ANOVA)

Evi kozéphdmérséklet
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Boxplot abra az egyes varosok éves kdzéphémérséklet adataibol



Feltevések és kapcsolat a linearis modellel

Legyenek X;; fiiggetlen normalis eloszlast valésziniiségi valtozok, i = 1,..., k és
y 9 )
J=1,...,n;. Az Xj; valésziniiségi valtozé varhato értéke p;, szérasa o.

X,'J'NN(M,'7J) (j:1,2,...,n,-).
Vagyis: k csoport van, és az i. csoportban p; a varhaté érték. Masképpen: egy

faktor kiilonb6z6 szintjein torténik mérés, az i. csoportban a faktor i. szintjének
hatasa p;.

Ho:pr =po=... = px.
Hy @ pg = po = ... = e nem teljesiil.
Masképpen:

Ho: a faktornak nincs szignifikans hatasa

H.: a faktornak szignifikans hatasa van.



Kapcsolat a linedris modellel

Ezt a feladatot a linearis modell egy specialis esetének is tekinthetjilk. A linearis

modell ez volt:
YVi=aXji+aXje+ ...+ aXk+e

ahol €; ~ N(0,0?) fiiggetlen normalis eloszlast valészintiségi valtozok.
Most tegyiik fel, hogy az X ; valésziniiségi valtozok értéke csak 0 vagy 1 lehet,

s6t, hogy ezek koziil mindig pontosan egy lesz 1, a tobbi 0 (a linearis modellben a
magyarazé valtozok fliggetlenségét nem kellett feltenni).

Ekkor ha a; = p; (minden i = 1,2,..., k esetén), és az Y; esetében, vagyis a j.
mérésnél a k;. val6sziniiségi valtozé 1, a tébbi 0, akkor Y; = juy + ¢j, azaz Y;
normalis eloszlasi jux; varhaté értékkel és o szérassal.

Vagyis az Yj-ket aszerint csoportositva, hogy melyik Xj, értéke 1, éppen a p
csoporthoz tartozé méréseket kapjuk vissza.



Kapcsolat a linedris modellel

A tébbvaltozés linearis modellben HB = 0 alakd nullhipotéziseket tudtunk tesztelni,
ahol 8 az egyiitthatok vektora. Most tehat 8 = (u1,. .., 1k), és lehet

1 -1 0 0
H— 0 1 -1 0
0 0 1 -1

Ekkor HB = (ju1— 2, 2 — 3, - - -, fk—1—pk) |, igy HB = 0 éppen azzal ekvivalens,
hogy minden p; megegyezik, ami a szérasanalizis nullhipotézise volt.

A tdbbvaltozoés linearis modell esetében a megadott prébastatisztika F-eloszlasi
volt a nullhipotézis mellett és az F-préba kritikus értékeit hasznalhattuk. Mivel
tehat a szérasanalizis egy specialis eset, most is hasonl6képpen jarhatunk el, a
probastatisztika pedig szintén megegyezik az ott latottal, bar most mas alakban
irjuk fel.



A szérasanalizis eljarasa

Xij valosziniiségi valtozok, i =1,..., k, j=1,...,n;. Vagyis k csoport van, és az
i.-ben n; darab megfigyelés van.

Csoporton beliili atlagok: X;. = ~ 377, Xj.

Az 8sszes megfigyelés szama: n=ny + ...+ ng.

Teljes atlag: X = 1375 5™ X

Csoportokon beliili szérédas (hiba): S, = S, S (X = Xi)?
Csoportok kézétti szérédas: S, = S35, ni(X;. — X)2.

Teljes szorédas: S = YK | g (X5 — X)2 =S+ S;.

A prébastatisztika:



A szérasanalizis eljarasa

Csoportokon beliili szérédas (hiba): S, = 7K, S (X — X0 )2

Csoportok kozotti szérédas: S; = Zf;l ni(X:. — X)2.

A prébastatisztika:

Legyen ciiy az 1 = k — 1 és £, = n— k szabadsagi foka F-préba kritikus értéke o
terjedelem mellett.

Ha F > ¢, akkor elutasitjuk a nullhipotézist, a varhato6 értékek kdzott szigni-
fikans eltérés van legalabb egy par esetében.

Ha F < qgqit, akkor elfogadjuk a nullhipotézist, a varhaté értékek kozott nincs
szignifikans eltérés.



Szérasanalizis: példa

A korabbi példara visszatérve feltételezziik, hogy a szérasok az egyes varosok ese-
tében megegyeznek, és hogy a kdzéphdmérséklet normalis eloszlasi, az egyes hely-
szinek esetében egymastdl fliggetlen (ez utébbi nagyjabdl helyes is, mert az adatok
mind kiildnb6z6 évekbdl szarmaznak).

Budapest Debrecen Szeged Szombathely — dsszesen

10,8 8,8 11,1 8,9
10,1 9,9 10,8 9,4
11,4 10,0 10,1 8,9
11,3 10,2 10,0 93
11,0 10,4 10,4 9,7
10,1 10,8 10,3
10,3
atlag (X.) 10,8 10,1 10,5 9,2 X = 10,17
hiba 1,62 2,36 0,89 0,47 Sg = 5,34



Szérasanalizis: példa
A csoportokon beliili szérédas kiszamitasa:

S = ZZ(XU ~Xi.)? =

i=1 j=1
= ((10,8 — 10,8)* + (10,1 — 10,8)* +
+((8,8—10,1)* +(9,9 —10,1)> +

+((11,1 - 10,5) + (10,8 — 10,5)* +
+((8,9-9,2)+ (9,4 — 9,2 +... +

+(10,1 - 10,8)%)+
+(10,3 — 10,1)%)+
..+ (10,3 — 10,5)%+
(9,7-9,2)%) =5,34.

Itt az elsé sor Budapestnek (az i = 1 esetnek) felel meg, minden mérésnél a
budapesti mérések atlagatdl vett kiilonbség négyzetét szamitjuk ki, és ezeket adjuk
Ossze. A masodik sor, i = 2, Debrecen, ekkor az itteni atlagtél vett eltérések
négyzetét adjuk Gssze, majd hasonléképpen az i = 3 és i = 4 esetekben is.

A csoportok kozotti szérédas kiszamitasa:
K

S, = Z ni(Xi. — X)2 =6- (10,8 — 10,17)2 + 7 - (10,1 — 10, 17)*+

i=1

+6-(10,5 - 10,17)> +5- (9,2 — 10,17)? = 7, 15.



Szérasanalizis: példa
Teljes szér6das = csoportokon beliili + csoportok kdzotti:

S=S5,+5 =534+7,15 = 12,49.

Az el6z8 példaban: n = 24 a megfigyelések szama, k = 4 az osztéalyok szama.

A prébastatisztika:
_ Si(n—k) 7,15-20
- Sg(k—1)  5,34-3

F = 8,77,
ahol n a megfigyelések szama, k a csoportok szdma, és a csoportokon beliili sz6rédas

(hiba): S, = >3k, i1 (X — Xi.)? = 5,43, a csoportok kozbtti szorédas: S, =

S (X = X)2=17,15.

Az fi = k—1=3¢és b = n— k = 20 szabadsagi foka F-préba kritikus értéke
a = 0,05 terjedelem mellett: ¢y = 3, 86.

Mivel F = 8,77 > civ = 3,86, akkor elutasitjuk a nullhipotézist, a varhaté
értékek kozott szignifikans eltérés van.

Vagyis a helynek mint faktornak (tényezének) szignifikans hatasa van az évi ké-
zéphdmérsékletre.



Hazi feladat majus 13., kedd, 10:15-ig

Tekintsiik a félév elején gy(jtott adatokat, és illessziink linearis modellt agy, hogy
a sorozatnézéssel toltott id6t irjuk fel az utazassal toltott id6 és a sportolasok
szamanak linearis fiiggvényeként (vagyis ez utébbi ketté a magyarazé valtozok).

Mennyire jél illeszkedik a modell? A modell alapjan mit gondolhatunk, mennyi idét
tolt sorozatnézéssel valaki, aki naponta 60 percet utazik és hetente 4-szer sportol?



