A normalitas tesztelése: Lilliefors-préba (11. el6adas)

A normilis eloszlas paramétereit elészor meg kell becsiilni az adatok alapjan.
Ho : a minta normalis eloszlasbdl szarmazik (valamilyen m, o paraméterekkel)
Hy : a minta eloszldsa nem normalis eloszlas

Legyen X a mintaatlag, s’ a korrigalt tapasztalati széras, G pedig az m varhaté
értékii és o szérast normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye: G(t) = &((t — X)/s;).
Ekkor a prébastatisztika (ugyanaz, mint a Kolmogorov—Szmirnov-prébanal):

D, = sup |F,(t) — G(1)|.
teR

Ha D, > Dy (vagy p < «), akkor elutasitjuk Ho-t, a minta eloszldsa szigni-
fikdnsan eltér a normalis eloszlastdl (itt Dy,ity a megfelels Lilliefors-préba kritikus
értéke).

Ha D, < Diyit, (vagy p > «) akkor elfogadjuk a nullhipotézist, nincs szignifikans
eltérés a normalis eloszlastdl.



A normalitas tesztelése: Lilliefors-préba

A korabbi abradhoz tartozé, 96 elemii, testmagassagra vonatkoz6 példaban:
require (nortest)

> lillie.test(testmagassag)

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test

data: testmagassag

D = 0.0609, p-value = 0.5307

Mivel 0,068 = D < Dy, = 0,09, illetve p = 0,5307 > 0,05 = «, a szignifi-
kanciaszintet o« = 0,05-nek valasztva elfogadhatd, hogy a testmagassag normaélis
eloszlast valamilyen paraméterekkel, nincs szignifikans eltérés a normalis eloszlas-
tol.



A normalitas tesztelése: Lilliefors-préba

Ugyanakkor GDP volumenindexére vonatkozé példaban

> lillie.test(gdp)

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test
data: gdp

D = 0.2055, p-value = 0.01287

Itt p < 0,05, vagyis a nullhipotézist elutasitjuk, a volumenindex eloszlasa szignifi-
kansan eltér a normalis eloszlastol.

Megjegyzés: a rendezett minta kovarianciamatrixat hasznalé Shapiro—Wilk-prébanal
a testmagassag esetében p = 0, 36, mig a gdp volumenindexe esetében p = 0, 0002.
llyenkor érdemes lehet részletesebben megnézni, hogy melyik prébanal mit kell fel-
tételezni, milyen az adatsor (vannak-e példaul kiugr6 értékek).



Kolmogorov—Szmirnov-préba: homogenitasvizsgalat

Allithatjuk-e, hogy a férfiak és a nék testmagassaganak eloszlasa szignifikinsan
eltér6? Ez a kérdés nem csak a varhato értékre és a szérasra vonatkozik, hanem
magara az eloszlasra.

Férfiak és nok testmagassaga
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A férfiak (n = 38 megfigyelés) és n6k (m = 42 megfigyelés) testmagassaganak
tapasztalati eloszlasfiiggvénye



Kolmogorov—Szmirnov-préba: homogenitasvizsgalat

Ho :az X1,..., X, és Y1,..., Y, mintdk ugyanabbdl az eloszlasbél szarmaznak,
azaz minden t valés szamra teljesiil, hogy P(X; < t) = P(Y; < t).

H; : a mintdk kiillonb6z6 eloszlasbél szarmaznak, azaz van olyan t valés szam,
amire P(X; < t) # P(Y; < t).

A prébastatisztika, ami Hy esetén Kolmogorov—Szmirnov-eloszlasa:

Dm,n = sup |FAn(t) - C/'7f77(t)|?
teR

ahol F, az X, a G, pedig az Y minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye.

Ha D,,n > Dy (vagy p < «), akkor elutasitjuk Ho-t, a mintak eloszlasa szig-
nifikdnsan kiilonb6z6 (itt Dyt a megfelel6 Kolmogorov—Szmirnov-préba kritikus
értéke). Ha D < Dy, (vagy p > «) akkor elfogadjuk a nullhipotézist, nincs
szignifikans eltérés a mintak eloszlasa kozott.

A kritikus értékek az alabbi Osszefiiggés alapjan kozelithet6k:

i _mn_ N k —2k2y? m+n\/_
m,uTwP(mDm*" < y) - Z( 1) = Digip =~ \/ |Og Q.

k=1




Homogenitasvizsgalat: példa
Ho : az Xy,..., X, és Y1,..., Y, mintdk ugyanabbdl az eloszlasbél szarmaznak,
vagyis a férfiak és n6k testmagassaganak eloszlasa megegyezik.

Hi : a mintak kiilonb6z8 eloszlasbdl szarmaznak, vagyis a férfiak és nék testma-
gassaganak eloszlasa eltéré.

A prébastatisztika a tapasztalati eloszlasfiiggvények legnagyobb eltérése, az abra
alapjan t = 174 kornyékén lehet:

Dm,n = sup ‘FAn(t) - C,;'77(1-)‘
teR

> ks.test(ferfi, no, alternative="two.sided")
Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: ferfi and no

D = 0.6754, p-value = 2.486e-08

alternative hypothesis: two-sided




Homogenitasvizsgalat: példa
Ho : az Xy,..., X, és Y1,..., Y, mintdk ugyanabbdl az eloszlasbél szarmaznak,
vagyis a férfiak és n6k testmagassaganak eloszlasa megegyezik.

Hi : a mintak kiilonb6z8 eloszlasbdl szarmaznak, vagyis a férfiak és nék testma-
gassaganak eloszlasa eltéré.

A prébastatisztika a tapasztalati eloszlasfiiggvények legnagyobb eltérése, az abra
alapjan t = 174 kornyékén lehet:

Dm,n = sup ‘FAn(t) - c,;'77(1-)‘
teR

> ks.test(ferfi, no, alternative="two.sided")
Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: ferfi and no

D = 0.6754, p-value = 2.486e-08

alternative hypothesis: two-sided

A p-érték kisebb 0,05-nél, a nullhipotézist elutasitjuk, a férfiak és a nék testma-
gassaganak eloszlasa szignifikdnsan kiilonb6z6.



Egyoldali eset
Hp : az X és Y valdsziniiségi valtozék ugyanabbdl az eloszlasbdl szarmaznak

Hy : minden t valés szamra F(t) = P(X < t) < G(t) = P(Y < t), ahol F az X,
a G pedig az Y eloszlasfiiggvénye. Azaz X > Y sztochasztikusan.

D, =sup én(t) — Ie,,,(t)7
teR
ahol F, az X, a Gy, pedig az Y minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye. A nullhipo-

tézist elutasitjuk, ha D nagyobb az egyoldali Kolmogorov—Szmirnov-préba kritikus
értékénél.



Egyoldali eset

Hp : az X és Y valdsziniiségi valtozék ugyanabbdl az eloszlasbdl szarmaznak

Hy : minden t valés szamra F(t) = P(X < t) < G(t) = P(Y < t), ahol F az X,
a G pedig az Y eloszlasfiiggvénye. Azaz X > Y sztochasztikusan.

Dy, , = sup én(t) — Iem(t)7
teR

ahol F, az X, a Gy, pedig az Y minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye. A nullhipo-
tézist elutasitjuk, ha D nagyobb az egyoldali Kolmogorov—Szmirnov-préba kritikus
értékénél.

> ks.test(ferfi, no, alternative="less")

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: ferfi and no

D~ = 0.6754, p-value = 1.243e-08

alternative hypothesis: the CDF of x lies below that of y

A férfiak testmagassaganak eloszlasa sztochasztikus értelemben szignifikinsan na-
gyobb, mint a néké.



QQ-plot

Annak vizsgalatara, hogy két minta ugyanabbdl az eloszlasbél szarmazik-e (homo-
genitasvizsgalat) a leir6 statisztikaban a QQ-plot is gyakran hasznalt abrazolasi
mod.

@ a QQ-plot két minta eloszlasdnak az Gsszehasonlitasara szolgél, a kvantilisek
Osszehasonlitasaval

@ ha a tapasztalati z-kvantilis az elsé mintaban g;, a masodikban ¢, akkor a
(g1, g2) pontba keriil egy pont

@ minél inkdbb egyezik a két minta eloszlasa, annal kdzelebb lesznek a tapasz-
talati eloszlasfiiggvényik, ezért annal kozelebb lesznek az ugyanahhoz a z-hez
tartozo kvantiliseik egymashoz, vagyis annal kozelebb lesz a QQ-plot az y = x
egyeneshez.



QQ-plot

A férfiak és nok testmagassaganak QQ-plotja
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QQ-plot a férfiak és n6k testmagassaganak dsszehasonlitasara, n = 96 elem( minta
alapjéan



QQ-plot

Testmagassag és normalis eloszlas QQ-plotja
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A testmagassag adatok és egy szintén 96 elemi, X = 174,3 varhat6 értékii és
sk = 11,5 szérasa normalis eloszlasa minta QQ-plotja



ElGjelpréba

Legyen (X1, Y1), (X2, Y2),...,(Xn, Y,) olyan minta, melyben a felsorolt parok fiig-
getlenek egymastdl (de a parok két eleme nem feltétleniil fiiggetlen), és folytonos
eloszlasuak.

Kétoldali ellenhipotézis:
Ho :P(X > Y)=P(X <Y). Hi :P(X > Y)#P(X <Y).

Legyen W az olyan parok szama, amikre Y; > X;. Hp esetén ez binomiilis elosz-
last, n renddel és p = 0,5 paraméterrel, hiszen minden par esetében egymastdl
fliggetleniil 0,5 valdszintiséggel teljesiil az egyenlStlenség. A binomialis eloszlast
a centralis hatareloszlastétel alapjan normalis eloszlassal kozelitve jutunk az alabbi

eljarashoz. Legyen
W —n/2
= W=rn2 (1)
n/4
Elutasitjuk a nullhipotézist, ha |z| > ®~1(1 — «/2), kiildnben elfogadjuk. A p-
érték, ugyanigy, ahogy a z-prébanal, 2(1 — &(|z|)) lesz.

Az egyoldali esetben: Hy : P(X > Y)>P(X < Y). Hi :P(X > Y) <P(X <Y).

Elutasitjuk a nullhipotézist, ha z > ®~1(1 — ), kiilénben elfogadjuk. A p-érték
ilyenkor 1 — ®(z).



Wilcoxon-préba

Az el6z6 hipotézisvizsgalati feladatban egy masik eljarast is gyakran hasznalnak.

Ho :P(X > Y)=P(X <Y). Hi :P(X > Y)#P(X <Y).

@ Hagyjuk el azokat a parokat, ahol X; = Y;. Marad k par.

@ A megmaradt k part allitsuk az |Y; — X;| szerint névekvs sorrendbe. Minél
nagyobb az eltérés, annal nagyobb sillyal fog szamitani.

@ Minden parra szamitsuk ki, hogy hanyadik ebben a sorrendben, legyen ez R;.
Az 1 a legkisebb, k a legnagyobb kiilénbség. Ha egyenlék vannak, mindegyik
azonos sorszamot kapjon, a megfelel6 sorszamok atlagat.

@ Ezt az R; rangot szorozzunk meg Y; — X; elGjelével, majd ezeket adjuk &ssze:

k
W=> sgn(Y;— X)) R;.

j=1

@ A W-t a Wilcoxon-préba kritikus értékeihez hasonlithatjuk.



Wilcoxon-préba

@ Ha a mintaelemszam elég nagy, a

_ w
k(k+1)(2k+1)
6

mennyiségre kétoldali z-prébat alkalmazhatunk, a kritikus érték ebben az eset-
ben 1 — ®~1(1 — /2), ahol « a szignifikanciaszint.

@ ltt is lehet egyoldali ellenhipotézist is vizsgélni, akkor az egyoldali Wilcoxon-
proba kritikus értékére van sziikség, illetve a kozelité esetben az egyoldali
z-prébanak megfeleléen jarhatunk el.



Wilcoxon-préba, példa

Hat téparti szalloda majusi és janiusi bevételét mutatja az alabbi tablazat (milli6
forintban). Az egyes szallodak bevételét egymastdl fiiggetlennek tekintjik, de a
majusi és a jiniusi érték egy szalloda esetében Gsszefiigghet. Nincsenek egyenlé
értékek a parokon beliil, igy nem kell elhagyni mintaelemeket.

Kétoldali ellenhipotézist vizsgalunk. Legyen X a majusi, Y a janiusi bevétel:

Hy :P(X > Y)=P(X <Y). Hi :P(X > Y)#P(X <Y).
szélloda A B C D E F
majusi bevétel (X)) 203 193 165 224 23,8 185
juniusi bevétel (Y;) 25,2 229 143 263 21,7 221
|X; — Y] 49 36 22 39 21 36
rang (R)) 6 35 2 5 1 35

a kiilonbség elGjele (sgn(Y;—X;)) +1 +1 -1 +1 -1 +1



Wilcoxon-préba, példa

Hat téparti szalloda majusi és janiusi bevételét mutatja az alabbi tablazat (milli6
forintban). Az egyes szallodak bevételét egymastdl fiiggetlennek tekintjik, de a
majusi és a jiniusi érték egy szalloda esetében Gsszefiigghet. Nincsenek egyenlé
értékek a parokon beliil, igy nem kell elhagyni mintaelemeket.

Kétoldali ellenhipotézist vizsgalunk. Legyen X a majusi, Y a janiusi bevétel:

Ho :P(X > Y)=P(X <Y). Hi :P(X > Y)£P(X <Y).
szélloda A B C D E F
majusi bevétel (X;) 203 193 165 224 23,8 185
juniusi bevétel (Y;) 25,2 229 143 263 21,7 221
|X; — Y] 49 36 22 39 2,1 3,6
rang (R)) 6 35 2 5 1 35
a kiilonbség elGjele (sgn(Y;—X;)) +1 +1 -1 +1 -1 +1

k

W=> sen(Y;—X) Rj=6+35-2+5-1+35=15
Jj=1



Wilcoxon-préba, példa

Bar most a mintaelemszadm nem elég nagy, a példa kedvéért a kozelité Gsszeget
hasznalva k = 6-tal (hiszen hat par van):

w 15
= = =1,57.
\/k(k+1)(2k+1) V6-7-136
6

A kétoldali z-préba esetén az o = 0, 05-héz tartoz6 kritikus érték: 1—$~1(0,025) =
1,96. Mivel tehat |z| kisebb a kritikus értéknél, a nullhipotézist elfogadjuk, annak
valészinlisége, hogy a majusi bevétel nagyobb a janiusinal, nem tér el szignifikdnsan
annak valészintiségétsl, hogy a janiusi szignifikansan nagyobb a majusinal.

Az el&jelprobaval a (1) egyenlet alapjan (n = 6 a parok szama):
W—n/2 4-3
n/4 \/6/4

adédik, hiszen ott W az olyan parok szama, ahol Y; > X;. Erre is z-prébat végezhe-
tiink, a kritikus érték most is 1,96, ezzel az eljarassal is elfogadjuk a nullhipotézist.

= 0,817



Lineéris regresszié
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A CFC-12 (freon) gaz koncentraciéja az Antarktiszon és az adatokra illesztett egye-
nes (forras: ESRL, USA)



Lineéris regresszié

Allitas (Linearis regresszio)

Legyenek (x1,y1), (%2, ¥2), - -, (Xn, ¥n) adott szamparok. Azokat az a és b egyiitt-
hatdkat keressiik, melyre a

1 n
h2 = - h= i+ b 2
PIECED)
mennyiség minimalis. Ennek megoldasa:

2 =X (i —¥). b—7v_ 5%
S e-xE | PV

L

A példaban: 4= —2,63; b ="5807,7 (a b egyiitthaté neve: intercept)




Linedris modell: példa R-ben
A rezidualisok az y; — (ax;+ b) hibak, ezekre vonatkozik egy Gsszefoglalé statisztika.

> cfcl12<-c(540, 538, 537, 534, 533, 530, 527, 523, 522, 519, 515,
512, 511, 506)

> ev<-c(seq(from=2005, to=2018, by=1))
> summary (lm(cfcl2~ev))

Call: 1m(formula = cfcil?2 ev)

Residuals: Min 1Q Median 3Q Max
) -1.8571 -0.8736 0.2088 0.8709 1.6483
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 5807.73626 159.19290 36.48 1.15e-13 **x*
ev -2.62637 0.07914 -33.19 3.5be-13 **x*

Signif. codes: 0 ‘x*x’ 0.001 ‘**x’> 0.01 ‘x> 0.05 ¢.” 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 1.194 on 12 degrees of freedom



Linearis modell egyvaltozds esetben

Definicié (Linearis modell)
Legyenek Xy, Xo, ..., Xn, Y1,..., Y, valészintiségi valtozok, és tegyiik fel, hogy va-
lamely a, b valés szamokra

\/i = aXi =F b == Eiy
ahol ey, ..., e, fiiggetlen N(0,02) normilis eloszl4sii valészindiségi valtozok (amik-
nek tehat ugyanakkora a szérdsa). Az igy kapott (X;, Y;) parok egyiittes eloszlasat
linearis modellnek nevezziik. )

Az X; valésziniiségi valtozékat magyarazé valtozéknak, az ¢; valésziniiségi valtozo-
kat hibanak szoktdk nevezni.



Becslések a linearis modellben
Allitas

A linearis modellben az a, b egyiitthatok maximumlikelihood-becslése a kdvetkezo-
képpen irhaté:

i (Xi=X)(Yi-Y)
ZZ:l(Xk - Y)2 Y

Tovabba, ezek a becslések torzitatlan becslései az a és b paramétereknek:

5= b=7Y - 5X.

E(3) = a; E(b) = b.
A hiba szérasanak becslése:

1 <& R
E (Y; — 4X; — b)%.
n—2 P

62 =

A becslések szérasa:

D(3) = i Y0 N [ S
Nt n L0 - X)




El6rejelzés a linearis modellben
Allitas
Legyen x* adott szam. A linearis modellbdl kapott elérejelzés az Y véletlen folya-
mat x* pontban felvett értékére:
ax* + b.

Az el6rejelzés szorasa:

D(ax* b \/ )2
ax + —0
Z, 1(X X)?

Az el6rejelzés szorasanak becslésekor a o értéket gyakran G-val helyettesitik, ez
informaciét ad a becslés pontossagarél. Minél tavolabbi pontra készitjiik az el6re-
jelzést, annal nagyobb lesz a széras.

A példaban: el6rejelzés x* = 2019-re:

5-x* 4+ b= —2,63-2019 + 5807,7 = 497, 7.



ML-becslés a linearis modellben

Legyenek X; = xq,..., X, = x, rogzitettek. Ebben az esetben a linearis modellben
az Yj = axj + b + ¢; valészin(iségi valtozok fiiggetlenek, normélis eloszlastiak o
szorassal, és Yj varhat6 értéke ax; + b. Igy a likelihood-fiiggvény:



ML-becslés a linearis modellben

Legyenek X; = xq,..., X, = x, rogzitettek. Ebben az esetben a linearis modellben
az Yj = axj + b + ¢; valészin(iségi valtozok fiiggetlenek, normélis eloszlastiak o
szorassal, és Yj varhat6 értéke ax; + b. Igy a likelihood-fiiggvény:

n

1 yj — ax; — b)?
Ln,a,b,a‘(yla R ayn) = H <27‘(‘0’ - exp ( - (120_12)>>

j=1



ML-becslés a linearis modellben

Legyenek X; = xq,..., X, = x, rogzitettek. Ebben az esetben a linearis modellben
az Yj = axj + b + ¢; valészin(iségi valtozok fiiggetlenek, normélis eloszlastiak o
szorassal, és Yj varhat6 értéke ax; + b. Igy a likelihood-fiiggvény:

n

1 yj — ax; — b)?
Ln,a,b,a‘(yla R ayn) = H <27‘(‘0’ - exp ( - (120_12)>>

j=1

Ln,a,b,a(ylv s ,}/n) -

(\/27;0)2 o < - Z,Ll(yjz—a ;XJ - b)z)'



ML-becslés a linearis modellben

Legyenek X; = xq,..., X, = x, rogzitettek. Ebben az esetben a linearis modellben
az Yj = axj + b + ¢; valészin(iségi valtozok fiiggetlenek, normélis eloszlastiak o
szorassal, és Yj varhat6 értéke ax; + b. Igy a likelihood-fiiggvény:

n

1 yj — ax; — b)?
Ln,a,b,a‘(yla R ayn) = H <27‘(‘0’ - exp ( - (120_12)>>

j=1

Ln,a,b,a(ylv s 7y"’) -

(\/27;0)2 o < - Z,Ll(yjz—a :XJ - b)z)'

Régzitett o mellett ez akkor maximalis, ha >-7_; (y; — ax; — b)* minimalis. Ebbd|
adédik az 4 és b maximumlikelihood-becslés.



El6rejelzés
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A CFC-11 és CFC-12 (freon) gaz koncentracidja (forras: elte.promt.hu)

A lineéris modell kozelitése gyakran csak egy rovidebb id6intervallumon jé. Minél
tavolabbra készitjiik az el6rejelzést, annal nagyobb lesz a bizonytalansag, amint azt
a széras is mutatja.



Rezidualisok és R?
Rezidualisok: Y; — 4X; — b (ezeknek a négyzetbsszege minimalis)

A teljes ingadozas (total sum of squares): Y7, (Y; — Y)?.

Ezt Gsszehasonlithatjuk a rezidualis négyzetdsszeggel (residual sum of squares):

Jj=1

A kett6 hanyadosat 1-bél levonva kapjuk az Ggynevezett megmagyarazott ingadozas
részaranyat:

(Y — 8X; - by’

R?=1- _ =
> (Yi=Y)

Definicié

A megmagyarazott ingadozas részaranya (coefficient of determination):

(S, (X = X)(Y; = V)

A = IS 0% X [ (Ve — 0]

= = = Tyt



Rezidualisok és R?

Az R? értéke 0 és 1 kdzé esik.

Ertelmezés: minél kdzelebb van 1-hez, annal inkabb jO kozelitést ad a linearis
modell. De ez nem minden szempontnak megfelel6 mérészam, és forditva nem
is feltétleniil igaz a kovetkeztetés. Példaul az R? érzékeny a kiugré értékekre,
néhany kiugré esetén R? lecsdkken. Vagyis az R?-bsl nem tudjuk jol eldénteni,
hogy a ,tipikus” értékek sem illeszkednek j6l, vagy esetleg néhany pont kivételével
lényegében j6 az illeszkedés.

A példaban: R? = 0,98, vagyis jol illeszkedik a linearis modell.

Az R kédban megadott adjusted R%: nem csak a rezidualisokat veszi figyelembe,
hanem azt is, hogy hany paramétert hasznaltunk (ennek tébbvaltozés esetben van
nagyobb jelent&sége).



Konfidenciaintervallumok

1 — a megbizhatésagi szintii konfidenciaintervallum a-ra:

o) o
d—thaog—— = a+tth oo ———= |,
< 27:1()(/ - X)? 27:1(Xi - X)2)

ahol t,_5 , az f = n — 2 szabadsagi foka « szignifikanciaszintl kétoldali t-préba
kritikus értéke.

Az x* pontban az elrejelzett érték becslése 4 - x* + b.

1 — « megbizhatésagi szintii konfidenciaintervallum ax* + b-re, azaz az x*-ban
felvett érték varhato értékére:

<ax +b+t, 2,00 \/ ZX_)<)2)2>

Minél tavolabbi pontban készitjiik az elérejelzést, annal hosszabb lesz a konfiden-
ciaintervallum.




Az egyenes meredekségére vonatkozd prébak

A linearis modell f6 egyenlete: Y; = aX; + b + ;. Allithatjuk-e, hogy az egyenes
meredeksége szignifikansan eltér 0-t61? A linearis modellen beliil ez a kérdés felel
meg annak, hogy van-e egyaltalan Gsszefliggés a két vizsgalt mennyiség kozott.

Hy: a=0 Hy:a#0

Kétoldali t-probat végezhetiink az aladbbi probastatisztikaval és f = n—2 szabadsagi
fokkal:

V-2 EL06-X2
V(Y - X - by

t=34

Ha |t| > t,_2., azaz p < «, akkor elutasitjuk Hp-t, az egyenes meredeksége
szignifikansan eltér 0-tdl (itt t,_» , az « szignifikanciaszinti f = n — 2 szabadsagi
fokd kétoldali t-préba kritikus értéke).

Ha |t| < t,—2., azaz p > «, akkor elfogadjuk Ho-t, az egyenes meredeksége nem
tér el szignifikansan 0-tol.



Az egyenes meredekségére vonatkozd prébak

A korabbi példaban (16. abra):

t=-33,19;, a=0,05 n=14, f=n—-2=12; Cuyx =2,19.

Mivel |t| = 33,19 > gqit = 2, 19, elutasitjuk a nullhipotézist, az egyenes meredek-
sége szignifikinsan eltér 0-t6l. A p-érték: p=3,6-10"*2 < 0,05 = a.

A t és a p is kiolvashaté az R-kédbal.



Az egyenes meredekségére vonatkozd prébak

Egy masik kérdés: allithatjuk-e, hogy az egyenes meredeksége szignifikinsan na-
gyobb 0-nal? A modellen beliil ez jelenti azt, hogy a vizsgalt mennyiségek kozott
pozitiv irany( 6sszefiiggés van, minél nagyobb az X, annal nagyobb az Y értéke is
(természetesen a forditott irany( Ssszefliggés is hasonléképpen tesztelhets lenne).

Hy: a<0 Hi: a>0

Tovabbra is hasznalhatjuk, hogy a = 0 esetén az alabbi prébastatisztika t-eloszlasi
f = n — 2 szabadsagi fokkal. Egyoldali t-prébat végezhetiink az alabbi prébasta-
tisztikaval és f = n — 2 szabadsagi fokkal:

V-2, (X - X)?
VS (Y — 5% — B2
Ha t > t, 9, azaz p < «, akkor elutasitjuk Hp-t, az egyenes meredeksége

szignifikansan t6bb 0-nal (itt t,_» o az « terjedelmi f = n — 2 szabadsagi fokd
egyoldali t-préba kritikus értéke o szignifikanciaszint mellett).

t=34

Ha t < t,_2.,, azaz p > «, akkor elfogadjuk Hp-t, az egyenes meredeksége nem
szignifikdnsan pozitiv.



Tobbvaltozés linearis modell
A linearis modellben t6bb magyarazé valtozét is bevezethetiink.
Az Y valtozét fejezziik ki az X1,

..., Xp valosziniiségi valtozok linearis fliggvénye-
ként, de az egyiitthatdkat ismeretlennek tekintjiik (X, = 1 lehet a konstans tag):

Yi=aXi1+aXio+...+a,Xp+ei,
ahol ¢; fiiggetlen N(0,02) normalis eloszlast valésziniiségi valtozok.

Xi1 az év, Xi» a CFC-12 kibocsatas az i. mérésnél, és X; 3 = b egy kons-
tans tag (vagyis az X; 1 évben Y a koncentracié, ami az id6nek és a kibocsatasnak
is a fiiggvénye). Ekkor a linearis modell:

Yi=a1 X1 +a X2+ b+ey;
Yo =a1Xo1 + axXoo + b+ e;

Y, = 31Xn,1 + aan,g + b+e,.



Tobbvaltozés linearis modell
A linearis modellben t6bb magyarazé valtozét is bevezethetiink.
Az Y valtozét fejezziik ki az X1,

..., Xp valosziniiségi valtozok linearis fliggvénye-
ként, de az egyiitthatdkat ismeretlennek tekintjiik (X, = 1 lehet a konstans tag):

Yi=aXi1+aXio+...+a,Xp+ei,
ahol ¢; fiiggetlen N(0,02) normalis eloszlast valésziniiségi valtozok.

Xi1 az év, Xi» a CFC-12 kibocsatas az i. mérésnél, és X; 3 = b egy kons-
tans tag (vagyis az X; 1 évben Y a koncentracié, ami az id6nek és a kibocsatasnak
is a fiiggvénye). Ekkor a linearis modell:

Yi=a1 X1 +a X2+ b+ey;
Yo =a1Xo1 + axXoo + b+ e;

Y, = 31Xn,1 + aan,g + b+e,.

Vektoros formaban, visszatérve az altalanos esetre, ha X = (X; ;) a megfigyelések-
b6l készitett métrix, és 3 = (a1, a2,...,ap)" az egyiitthat6k oszlopvektora:

Y=Xf+e.



Az egyiitthaték becslése

Vektoros formaban, visszatérve az altalanos esetre, ha X = (X; ;) a megfigyelések-

b6l készitett matrix, és 3 = (a1, a2,...,a,)" az egyiitthaték oszlopvektora:
Y=XB+e.
Ezutan az a1, .. ., a,, egyiitthatdk becslése (torzitatlan, és ugyanaz a legkisebb négy-

zetek médszerével és maximumlikelihood-médszerrel):

B=(XTX)"tXTy.

A konstans tag nélkiil (vagyis ha b = 0 lenne) ugyanazt kapnank vissza, ha p =1,
hiszen ekkor XTX = Y77 | X?, és XTY =377, X;V].



A megfelel6 illeszkedés ellenérzése

A megmagyarazott ingadozas részaranya:

(XTX) (XYY
Yy

R? =

o érzékeny a kiugré értékekre
@ nem veszi figyelembe a becsiilt paraméterek szaméat

o elég sok paraméterrel megfigyelheté a taltanulas (overfitting) jelensége:
valéjaban nem modellt illesztiink, hanem a véletlen hibakat kiilon-kiilon ta-
nuljuk meg



A megfelel6 illeszkedés ellenérzése

A megmagyarazott ingadozas részaranya:

XTx)—l(xTx)2
Yy

o

o érzékeny a kiugré értékekre
@ nem veszi figyelembe a becsiilt paraméterek szaméat

o elég sok paraméterrel megfigyelheté a taltanulas (overfitting) jelensége:
valéjaban nem modellt illesztiink, hanem a véletlen hibakat kiilon-kiilon ta-
nuljuk meg

Ezért az R?-nek az alabbi médositott (adjusted) véltozata is gyakran hasznalt:

n—1

RP=1-(1-R)——.
( ——1

Ha p = 0, visszakapjuk az eredetit (persze ez nem egy valédi modell).

Példaul: n = 100, p = 10 esetén jelzi, hogy a mintaelemszamhoz képest til sok a
paraméter.



Hipotézisvizsgalat a linearis modellben, egyvaltozds eset

Egyvaltozos eset: Y; = aX; + b+ ¢;
Hy: a=0 Hi:a#0

Kétoldali t-prébat végezhetiink az aldbbi prébastatisztikaval és f = n—2 szabadsagi
fokkal:

V-2 S 06 - X2
V(Y — 4% — by

t=34

Ha |t| > tp_2.4, azaz p < «, akkor elutasitjuk Hp-t, az egyenes meredeksége
szignifikansan eltér 0-tdl (itt t,_2 , az « szignifikanciaszintii f = n — 2 szabadsagi
fokia kétoldali t-proba kritikus értéke).

Ha |t| < t,—2., azaz p > «, akkor elfogadjuk Ho-t, az egyenes meredeksége nem
tér el szignifikdnsan 0-t6l.



Hipotézisvizsgalat a linearis modellben

Tobbvaltozés linearis modell (X; , lehet a konstans tag):
Yi=aiXii+aXio+...+aXip+ej, azazY = X3 +e¢.

Legyen H olyan r x p méreti matrix, aminek a rangja r (itt r < p). Ekkor az
alabbi hipotézisvizsgalati feladatot tekintjiik:

Ho: H3 =0 Hy : HB 0.

Ha példaul r = 3, akkor a nullhipotézis harom olyan tipusii egyenletet jelent, hogy
5a; + 3a, — 2a3 = 0, vagyis az egyiitthatok valamely linearis kombinacidja 0.

Ha példaul H egy sora a j. egységvektor, akkor SH egy eleme az a; egyiitthato,
a nullhipotézis az a; = 0-t jelenti. Ha H-t kiilonb6z6 egységvektorokbdl allitjuk
Ossze, akkor tudjuk tobb egyiitthaté 0 voltat egyszerre tesztelni.



Hipotézisvizsgalat a linearis modellben
Ho: HG =0 Hy : HB # 0.
A valésziniiséghanyados préba (ami a Neyman—Pearson-lemmaban szerepelt) pré-

bastatisztikaja:

(Y = XB)T(Y = XB*) = (Y = XB)T(Y — X}3)

F= A A
(Y = XB)T(Y - XP)

)

ahol 8* a 3 becslése a HB = 0 feltétel mellett a redukalt linaris modellben (a fenti
példaban ez annak felel meg, amikor bizonyos magyarazé valtozékat nem hasznél-
hatunk). Itt tehat a szamlal6 els6 tagja a nullhipotézis esetén a maximumlikelihood-
becslés, mig a nevezében ugyanigy maximumlikelihood-becslés szerepel, de a null-
hipotézis feltétele nélkiil, a teljes paramétertartomanyon.

Ha Hy igaz, akkor F-(n—p)/r eloszlasa F-eloszlas (r, n—p) szabadsagi fokkal. Ezért
Hp-t elutasitjuk, ha F értéke nagyobb ennek az F-prébanak a kritikus értékénél,
kiilénben elfogadjuk Ho-t.

Ha r =1 és p = 2, valamint a probastatisztikabdl gyokot vonunk, akkor az egyval-
tozos eset prébastatisztikajat és egy t-eloszlas abszolut értékét kapjuk, igy lesz ez
a kordbban latott médszer altalanositasa.



Tobbvaltozds linearis modell: példa

Kulturalis kiadasok modellezése

o
8 7| = kutira
— gdp
o foglalkoztatottsag
o - o
w0 — linedris modell
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A koltségvetés kultarara szant kiadasai és linearis modell a gdp, a foglalkoztatottsag
és az évszam figyelembevételével (az dbran minden mennyiség valamilyen konstans-

szorosa lathatd, a valédi nagysagrendek eltéréek; forras: KSH)



Tobbvaltozés lineéris regresszié: példa

Y a kultarara forditott éves kiadas, legyen X; az évszam, X, a gdp, X3 a foglal-
koztatottak szama, X; = 1 a konstans tag:

Y = 31X1 + 32X2 + 33X3 + a4 t+¢,

ahol € ~ N(0, 0%) normélis eloszlasa hiba.

kultura<-c(132, 148, 163, 170, 170, 173, 173, 181, 179, 197, 217,
190, 213, 281, 355, 366, 384, 448)

ev<-2001:2018

gdp<-c(15399, 17434, 19134, 21078, 22549, 24316, 25701, 27217,
26458, 27269, 28371, 28848, 30290, 32694, 34785, 35896, 38835,
42662)

fogl<-c(3868, 3871, 3922, 3900, 3902, 3928, 3902, 3848, 3749, 3732,
3759, 3827, 3893, 4101, 4211, 4352, 4421, 4470)



Tobbvaltozds linearis modell: példa

> summary (lm(kultura~ ev + gdp + fogl))
Call: 1lm(formula = kultura ev + gdp + fogl)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-22.1858 -14.4101 0.9424 10.3284 27.5662
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>[tl)
(Intercept) -8.394e+03 9.580e+03 -0.876 0.396
ev 3.801e+00 4.788e+00 0.794 0.441

gdp 3.939e-03 3.896e-03 1.011 0.329

fogl 2.201e-01 3.351e-02 6.568 1.25e-05 ***



Tobbvaltozds linearis modell: példa

Signif. codes: 0 “*x*’ 0.001 ‘%%’ 0.01 ‘%’ 0.05 ¢.> 0.1 ¢ > 1
Residual standard error: 18.46 on 14 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9683, Adjusted R-squared: 0.9615
F-statistic: 142.6 on 3 and 14 DF, p-value: 9.94e-11

A becslések alapjan az illesztett modell:

Y = 3,8X; +0,0039X, + 0,22X; — 8394 + ¢.



Tobbvaltozds linearis modell: példa

Signif. codes: 0 “*x*’ 0.001 ‘%%’ 0.01 ‘%’ 0.05 ¢.> 0.1 ¢ > 1
Residual standard error: 18.46 on 14 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9683, Adjusted R-squared: 0.9615
F-statistic: 142.6 on 3 and 14 DF, p-value: 9.94e-11

A becslések alapjan az illesztett modell:

Y = 3,8X; +0,0039X, + 0,22X; — 8394 + ¢.

Az R? értéke 1-hez viszonylag kdzeli, mondhatjuk, hogy jél illeszkedik a modell. A
t-préba egyediil a foglalkoztatottak szamanal mutat 0-tdl val6 szignifikans eltérést.
Ha most csak ezt a valtozét tartjuk meg, és igy illesztiink modellt:



Tobbvaltozds linearis modell: példa

Signif. codes: 0 “*x*’ 0.001 ‘%%’ 0.01 ‘%’ 0.05 ¢.> 0.1 ¢ > 1
Residual standard error: 18.46 on 14 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9683, Adjusted R-squared: 0.9615
F-statistic: 142.6 on 3 and 14 DF, p-value: 9.94e-11

A becslések alapjan az illesztett modell:

Y = 3,8X; +0,0039X, + 0,22X; — 8394 + ¢.

Az R? értéke 1-hez viszonylag kdzeli, mondhatjuk, hogy jél illeszkedik a modell. A
t-préba egyediil a foglalkoztatottak szamanal mutat 0-tdl val6 szignifikans eltérést.
Ha most csak ezt a valtozét tartjuk meg, és igy illesztiink modellt:

> summary (1m(kultura~fogl))

Ekkor az illesztett modell ez lenne: Y = 0,37X3 — 1261, és R?2 = 0,83, ez tehat
kevésbé j6 illeszkedést jelent az el6z6h6z képest.



Hazi feladat majus 6., kedd, 10:15-ig

A félév elején gyijtott adatok alapjan o = 0, 05 szignifikanciaszinten elfogadhatjuk-
e, hogy a sorozatnézéssel t6ltott id6 normalis eloszlasa? (Az irredlis adatokat
tavolitsuk el a proba elvégzése el6tt, vagy valtsuk at megfelel6 mértékegységre.)



