x2-probak (9. eladas)

o illeszkedésvizsgalat: diszkrét eloszlasok illeszkedésének ellenérzése, egy adott
eloszlasbol szarmaznak-e?

o filiggetlenségvizsgalat: a megfigyeléseket két szempont szerint véges sok kate-
goriaba soroljuk be — fiiggetlen-e a két szempont?

@ homogenitasvizsgalat diszkrét eloszlasokra: azonos-e két minta eloszlasa?
Tulajdonsagok

@ a x2-préba aszimptotikus préba, vagyis a probastatisztika eloszlisa nem
pontosan x2-eloszlas, csak ahhoz tart, ha a mintaelemszammal végtelenhez
tartunk

@ emiatt: minden kiilonall6 csoportba kell esnie legalabb négy (vagy inkabb
hat) megfigyelésnek, ez biztositja az elég nagy mintaelemszamot

@ ugyanakkor: tal nagy mintaelemszamnal a y?-préba tiilsagosan érzékeny,
tal gyakran mutat ki szignifikans eltérést



Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Elfogadhat6-e 0,05 terjedelem (szignifikanciaszint) mellett, hogy az egy futballmér-
k6zésen 16tt golok szama Poisson-eloszlasa?

Megfigyelt adatok n = 95 elemii mintabol, melyek atlaga X = 1,379, és a \ =
1,379 paraméterii Poisson-eloszlas: P(X = k) = i‘(—?e"‘.

Golok szamanak hisztogramja

— megfigyelések
— Poisson(1,375)
—— Poisson(1)
= Poisson(2)

Relativ gyakorisagok

Megfigyelt ertékek

u]
@
I
ut
i




Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Elfogadhaté-e 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy Budapesten az 6nosesés napok
szama egy év alatt Poisson-eloszlast? Megfigyelt adatok n = 110 elemd mintabdl
(1901-2010, Orszagos Meteoroldgiai Szolgalat), melyek atlaga X = 1,44, és a

~

A = 1,44 paraméterii Poisson-eloszlas: P(X = k) = i‘(—?e"\.

Onosesés napok szaméanak hisztogramja

= megfigyelések
—— Poisson-eloszlas

Relativ gyakorisagok
000 005 010 015 020 025 030 035

Megfigyelt értékek



Egy haztartasban él6k szama

Egy haztartasban él6k szama

= megdfigyelések
= geometrai eloszlds
= Poisson-eloszlds+1

Relativ gyakorisagok

000 005 010 015 020 025 030 035

Lehetséges értékek

Egy héztartésbaru’alc’ik szamanak hisztogramja (forras: KSH, 2011), és a geometriai
eloszlas (p = 1/X), illetve a Poisson(X)-eloszlas eggyel eltolva. Itt X = 2,36 az

atlag, és n = 4105698 a haztartasok szdma, tal nagy a mintaelemszam. - . .



Becsléses illeszkedésvizsgélat

A1, Ay, ..., A, teljes eseményrendszer, azaz olyan események, amik koziil pontosan
az egyik kovetkezik be. Nj: hanyszor kovetkezik be Ax egy n elemii fiiggetlen
mintaban. Feltessziik, hogy Nx > 4 minden k-ra, ha nem, osztalyokat vonunk

Ossze. Adott px(A) minden A € L-re.
Hg: van olyan A € £, melyre P(Ax) = px(A) minden k =1,2,..., r-re.

Hi: nincs ilyen X € L, az eloszlés szignifikansan eltér a (pc(\)) eloszlascsaladtol.



Becsléses illeszkedésvizsgélat

A1, Ay, ..., A, teljes eseményrendszer, azaz olyan események, amik koziil pontosan
az egyik kovetkezik be. Nj: hanyszor kovetkezik be Ax egy n elemii fiiggetlen
mintaban. Feltessziik, hogy Nx > 4 minden k-ra, ha nem, osztalyokat vonunk
Ossze. Adott px(A) minden A € L-re.

Hg: van olyan A € £, melyre P(Ax) = px(A) minden k =1,2,..., r-re.
Hi: nincs ilyen X € L, az eloszlés szignifikansan eltér a (pc(\)) eloszlascsaladtol.

A X paramétervektor maximumlikelihood-becslése legyen X, és legyen py = pk(j\).
A X dimenzidja, vagyis a becsiilt paraméterek szama d. Prébastatisztika:

O

X
n- Pk

k=1

Legyen f = r —d — 1, és ciyiy az f szabadsagi fokl y2-préba kritikus értéke o
szignifikanciaszint mellett (a szabadsagi fokbdl levonjuk a becsiilt paraméterek
szamat). Hp-t elutasitjuk, ha x> > ¢ (azaz p < «), ilyenkor a minta szigni-
fikansan eltér a nullhipotézisben szereplé eloszlascsaladtsl. Ha x? < ciyit, akkor
elfogadjuk a nullhipotézist.



Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Az egy futballmérkézésen I6tt gbdlok szama a vildgbajnoksdg n = 95 mér-
kézésén:

golok szama 0 1 2 3 4 5 6 7 8
mérkGzések szama 23 37 20 11 2 1 0 0 1
Poisson-esetben a A paraméter maximumlikelihood-becslése:
J— -2 1.37+2-2 -114+4-2 -1 -1
{_%_0:23+1:37+2-20+3-11+4-2+5-1+8 _ 1,370,

95

Mivel vannak olyan osztalyok, ahova 4-nél kevesebb megfigyelés esik, a beosztast
moédositjuk:

gblok szama 0 1 2 3 >4
mérkézések szama 23 37 20 11 4




Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Hp: az eloszlas Poisson-eloszlasbdl szarmazik valamely A > 0-val.

Hy: az eloszlas eltér a Poisson-eloszlastdl.

~

A = 1,379 a paraméter maximumlikelihood-becslése. Ekkor

NP S
Pk A

= e (k=0,1,2,...)

a Poisson-eloszlas definiciéjaba a \ becsiilt paramétert helyettesitve.



Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Hp: az eloszlas Poisson-eloszlasbdl szarmazik valamely A > 0-val.

Hy: az eloszlas eltér a Poisson-eloszlastdl.

~

A = 1,379 a paraméter maximumlikelihood-becslése. Ekkor

NP S
Pk A

= e (k=0,1,2,...)

a Poisson-eloszlas definiciéjaba a \ becsiilt paramétert helyettesitve.
golok szama 0 1 2 3 >4

mérkézések szama 23 37 20 11 4
npx (Poisson(\)) 2392 3299 2275 10,46 4,88

r A V2 2 2
—n- 23 — 23,92 - 32
2 (Nk nA pk) :(3 379) +(37 3 799) _’_.”:1704.
2 n- pr 23,92 32,99




Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Hp: az eloszlas Poisson-eloszlasbdl szdrmazik valamely A > 0-val.
Hy: az eloszlas eltér a Poisson-eloszlastol.

~

A = 1,379 a paraméter maximumlikelihood-becslése.

golok szama 0 1 2 3 >4

mérk&zések szama 23 37 20 11 4

Poisson(A)-eloszlas 23,92 32,99 22,75 10,46 4,88



Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Hp: az eloszlas Poisson-eloszlasbdl szdrmazik valamely A > 0-val.

Hy: az eloszlas eltér a Poisson-eloszlastdl.

X = 1,379, egydimenziés paramétert (egy pozitiv szamot) kellett becsiilni, tehat
d=1. Az osztalyok szdma r = 5.

golok szama 0 1 2 3 >4
mérkSzések szama 23 37 20 11 4

Poisson(A)-eloszlas 23,92 32,99 22,75 10,46 4,88

x2=1,04; f=r—d—-1=5-1-1=3; a=0,05 G = 7,81



Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Hp: az eloszlas Poisson-eloszlasbdl szdrmazik valamely A > 0-val.

Hy: az eloszlas eltér a Poisson-eloszlastdl.

X = 1,379, egydimenziés paramétert (egy pozitiv szamot) kellett becsiilni, tehat
d=1. Az osztalyok szdma r = 5.

golok szama 0 1 2 3 >4
mérkSzések szama 23 37 20 11 4

Poisson(A)-eloszlas 23,92 32,99 22,75 10,46 4,88

>2=1,04 f=r—d—-1=5-1-1=3; «a=0,05 Gui = 7,8l.

X2 =1,04 < 7,81 = ¢y, ezért elfogadjuk, hogy a minta Poisson-eloszlasi, nincs
szignifikans eltérés a Poisson-eloszlastél. A p-érték: p = 0,21,



Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Az 6nosesGs napok évenkénti szama n = 110 éven keresztiil Budapesten:

6nosesGs napok szama 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
évek szama 36 34 20 10 6 1 1 0 O 1 1
Poisson-esetben a A paraméter maximumlikelihood-becslése:
[ 0-36+1-34+2-20+3-10+...+10-1 _ 1,436,

110

Mivel vannak olyan osztalyok, ahova 4-nél kevesebb megfigyelés esik, a beosztast
moédositjuk:

6nosesds napok szama 0 1 2 3 4
évek szama 36 34 20 10 6

>5
4



Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Hp: az eloszlas Poisson-eloszlasbdl szarmazik valamely A > 0-val.

Hy: az eloszlas eltér a Poisson-eloszlastdl.

~

A = 1,436 a paraméter maximumlikelihood-becslése. Ekkor

PLE
Pr = Fe—A (i=0,1,2,..))

a Poisson-eloszlas definiciéjaba a \ becsiilt paramétert helyettesitve.

6nosesds napok szama 0 1 2 3 4 >5
évek szama 36 34 20 10 6 4
npx (Poisson())) 26,17 3758 2698 1291 4,64 1,73

r A V2 2 2
_n. —26,1 4 —
2 (Nk n,\ pk) = (36 67 7) + (3 377 58) +...= 97 88.
2 n- pr 26,17 37,58




Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Hp: az eloszlas Poisson-eloszlasbdl szdrmazik valamely A > 0-val.
Hy: az eloszlas eltér a Poisson-eloszlastdl.

X = 1,436, egydimenziés paramétert (egy pozitiv szamot) kellett becsiilni, tehat
d=1. Az osztalyok szdma r = 6.

6nosesGs napok szama 0 1 2 3 4 >5
évek szama 36 34 20 10 6 4
npr (Poisson(})) 26,17 37,58 2698 12,91 464 173

x>=9,88 f=r—d—1=6-1—-1=4; «a=0,05 GCuic = 9,49.



Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Hp: az eloszlas Poisson-eloszlasbdl szdrmazik valamely A > 0-val.
Hy: az eloszlas eltér a Poisson-eloszlastdl.

X = 1,436, egydimenziés paramétert (egy pozitiv szamot) kellett becsiilni, tehat
d=1. Az osztalyok szdma r = 6.

6nosesGs napok szama 0 1 2 3 4 >5
évek szama 36 34 20 10 6 4
npr (Poisson(})) 26,17 37,58 2698 12,91 464 173

x>=9,88 f=r—d—1=6-1—-1=4; «a=0,05 GCuic = 9,49.

X2 = 9,88 > 9,49 = ¢, ezért elutasitjuk, hogy a minta Poisson-eloszlasi, az
eloszlas szignifikinsan eltér a Poisson-eloszlastdl. A p-érték: p = 0,04,



Fliggetlenségvizsgalat

Két szempont szerint soroljuk osztalyokba a megfigyeléseket.

Els6 szempont: A;,...,A,. Masodik szempont: By,..., Bs.

Ho: a két szempont fiiggetlen egymastdl, azaz P(A;NB;) = P(A;)-P(B;) minden
i,j-re.

Hi: a nullhipotézis nem igaz, a két szempont kdzott Gsszefiiggés van.



Fliggetlenségvizsgalat

Két szempont szerint soroljuk osztalyokba a megfigyeléseket.
Els6 szempont: A;,...,A,. Masodik szempont: By,..., Bs.

Ho: a két szempont fiiggetlen egymastdl, azaz P(A;NB;) = P(A;)-P(B;) minden
i,j-re.

Hi: a nullhipotézis nem igaz, a két szempont kdzott Gsszefiiggés van.
Njj: hany olyan megfigyelés van, melyre A; és B; teljesiil.

N;. = ijl Nj (azaz az A; gyakorisaga); N.; = Y ._, N; (azaz B; gyakorisaga); n
pedig az Gsszes megfigyelés szama. Ekkor a probastatisztika:

=y

i=1 j=1

NN)



Fliggetlenségvizsgalat

Hp: a két szempont fiiggetlen egymastdl. Prébastatisztika:

A szabadsagi fok f = (r — 1)(s — 1).
Cirit: az f szabadsagi foki y?-proba kritikus értéke o szignifikanciaszint mellett.
@ \? < quit (azaz a p > a): elfogadjuk Hp-t, nem talaltunk szignifikans
Osszefiiggést a szempontok kozott.

@ \? > quit (azaz a p < a): elutasitjuk Ho-t, az adatok szignifikans dssze-
fiiggést mutatnak.



Fliggetlenségvizsgalat

Hp: a két szempont fiiggetlen egymastdl. Prébastatisztika:

A szabadsagi fok f = (r — 1)(s — 1).

Cirit: az f szabadsagi foki y?-proba kritikus értéke o szignifikanciaszint mellett.

@ \? < quit (azaz a p > a): elfogadjuk Hp-t, nem talaltunk szignifikans
Osszefiiggést a szempontok kozott.

@ \? > quit (azaz a p < a): elutasitjuk Ho-t, az adatok szignifikans dssze-
fiiggést mutatnak.

Ha r = s = 2, a prébastatisztika az aladbbi egyszeriibb alakra hozhaté:

2
> (NigNoy — NipNoy)
AR VYAV TRV T




Fliggetlenségvizsgalat: példa
Ho: a hémérséklet és a csapadékmennyiség fliggetlen; Hi: a h&mérséklet és a
csapadékmennyiség kozott Osszefiiggés van.

meleg atlagos hideg

esds 15 10 5
atlagos 10 10 20
szaraz 5 20 5

, ro s (N,-J- _ N,-.N.,-)2 (15 _ 30-30)2 (10 _ 30~40)2

_ n _ 100 100
X = NN, = 30-30 30.40 +ot

i—1 j=1 n 100 100

2
(5 — 32030)
100 ) _
+ 20 ) 2792
100

n=100,f=(r—1)-(s—1)=2-2=4, a =0,05, it = 9,49

22,917 > quit = 9,49, illetve p = 0,00013 < o = 0,05 = elutasitjuk a nullhipo-
tézist, szignifikans Osszefliggés van a két szempont kdzott.



Pozitiv korrelacié

Tekintsiik a fiiggetlenségvizsgalatot abban az esetben, ha mindkét szempont szerint
két osztaly van.

Ho: a két szempont koézott nincs pozitiv korrelacié
Hi: a két szempont koz6tt pozitiv korrelacié van, azaz P(A;NB;) > P(A1)P(By).
A prébastatisztika (Ho mellett standard normalis eloszlasa):

Ni1Nay — NipNog
vV Ni.No. N1 Ny

NG

Ha z > ® (1 — «), akkor elutasitjuk Ho-t, szignifikins pozitiv korrelacié van;
killonben elfogadjuk Hp-t, nincs szignifikins pozitiv korrelacié.

A p-érték: 1 — (z), ahol &(z) = [ __ \/% exp(—x?/2)dx.



Az egyoldali z-préba kritikus értéke

Standard normalis eloszlas

ot —
(=
@ —
(=
z
‘L
)
o
2 o
o) (=)
R
2
p
5
2
S 5%
= —
o
T T T T T T T
3 2 1 0 1 2 3
értékek

Ha z > ® (1 — ), akkor elutasitjuk Ho-t, szignifikdns pozitiv korrelacié van;
kiilénben elfogadjuk Hp-t, nincs szignifikins pozitiv korrelacio.



Pozitiv korrelacié: példa

Vérnyomas-sziir6vizsgalatnal a 40 évesnél idGsebbek koziil 24-nek magas, 62-nek
megfelel§ volt a vérnyomasa, a 40 évesnél nem idGsebbek koziil 12-nek volt magas,
88-nak megfelels. Allithatjuk-e o = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a 40
évesnél idésebbek kozott gyakoribb a magas vérnyomas?



Pozitiv korrelacié: példa

Vérnyomas-sziir6vizsgalatnal a 40 évesnél idGsebbek koziil 24-nek magas, 62-nek
megfelel§ volt a vérnyomasa, a 40 évesnél nem idGsebbek koziil 12-nek volt magas,
88-nak megfelels. Allithatjuk-e o = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a 40
évesnél idésebbek kozott gyakoribb a magas vérnyomas?

A1: 40 évesnél nagyobb életkor; As: legfeljebb 40 éves életkor.
Bi: magas vérnyomas; B,: megfelel6 vérnyomas.
Hp: nincs pozitiv korrelacio; Hy: pozitiv korrelacié van.

N11 = 24, N12 = 62, N21 = 12, N22 = 88, n = 186.

N11N22_N12N21:\/%- 24 .88 — 62 -12 _ 274,

z=4/n
v vV N1.No. N1 Ny /86 -100 - 36 - 150




Pozitiv korrelacié: példa

Vérnyomas-sziir6vizsgalatnal a 40 évesnél idGsebbek koziil 24-nek magas, 62-nek
megfelel§ volt a vérnyomasa, a 40 évesnél nem idGsebbek koziil 12-nek volt magas,
88-nak megfelels. Allithatjuk-e o = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a 40
évesnél idésebbek kozott gyakoribb a magas vérnyomas?

A1: 40 évesnél nagyobb életkor; As: legfeljebb 40 éves életkor.
Bi: magas vérnyomas; B,: megfelel6 vérnyomas.
Hp: nincs pozitiv korrelacio; Hy: pozitiv korrelacié van.

N11 = 24, N12 = 62, N21 = 12, N22 = 88, n = 186.

Ni1Nag — Nia Ny _ /186 24 .88 — 62 -12 _ 274,
V/Ni.Ny NN, 1/86-100 - 36 - 150
Mivel 2,74 > ®~1(0,95) = 1,645, igy elutasitjuk a nullhipotézist. A nagyobb

életkor és a magas vérnyomas kozott szignifikans pozitiv korrelacié van. A p-érték:
1—®(2,74) =0,003 < 0, 05.

NG




Pozitiv korrelacié

A fiiggetlenség vagy a pozitiv korrelacié vizsgalatanal a kdvetkezSket érdemes fi-
gyelembe venni.

@ minden osztalyba essen legaldbb 6 megfigyelés

@ a pozitiv korrelacié nem jelent ok-okozati Gsszefiiggést

@ ha sok mennyiséget vizsgalunk, el6re kell eldénteni (az adatok ismerete nélkiil),
hogy hol keressiik a pozitiv dsszefiiggést: 6t mennyiség kozott 10 par van, igy
j6 eséllyel lesz olyan par, ahol tévesen szignifikins Gsszefiiggést vagy pozitiv
korrelaciot talalhatunk (o = 0,05 szignifikanciaszintet valasztva)



Y2-préba: homogenitasvizsgalat

Legyenek X, Y valdsziniiségi valtozék, Aj, ..., A, teljes eseményrendszer.
Ho: P(X € A) =P(Y € A) minden k=1,2,..., r-re.
Hi: van legalabb egy k, melyre P(X € Ay) #P(Y € Ay).
X1,y Xny Y1, .., Y fliggetlen minta, melyre X; ~ X, Y~ Y.
Ny az Ai gyakorisaga az X mintaban;
M, az Ay gyakorisdga az Y mintaban.
Ha Ny > 4 vagy M > 4 nem teljesiil, osztalyokat vonunk Gssze.
A probastatisztika:
(s

2_ —_— . .
X _; Ny + My nem



Homogenitasvizsgalat

A prébastatisztika:

A szabadsagi fok: f =r —1.

Cirit: az f szabadsagi foki y?-proba kritikus értéke o terjedelem mellett.

@ \? < quit (azaz p > a): elfogadjuk Ho-t, nem talaltunk szignifikins eltérést
az eloszlasok kozott.

@ % > qui (azaz a p < a): elutasitjuk Hp-t, az eloszlasok szignifikinsan
eltérnek.



Homogenitasvizsgalat: példa

Két varosban felmérték a haztartisok létszamat, az elsében n = 249, a masodikban
m = 301 elem{ mintat vizsgalva. A szignifikanciaszintet @ = 0,05-nek vélasztva
allithatjuk-e, hogy a két varosban szignifikinsan eltér6 a haztartasok létszamanak

eloszlasa?

léetszam

1 2 3 4 >5

elsé varos
masodik varos

37 86 54 49 23
45 94 67 56 39

els6 varos, arany
masodik varos, arany

0,15 035 022 02 009
0,18 038 027 0,22 0,16



Homogenitasvizsgalat: példa

Két varosban felmérték a haztartasok létszamat, az elsé6ben n = 249, a masodikban
m = 301 elem{i mintat vizsgalva. A szignifikanciaszintet @ = 0,05-nek vélasztva

allithatjuk-e, hogy a két varosban szignifikinsan eltéré a haztartasok létszamanak
eloszlasa?

létszam 1 2 3 4 >4
elsd varos 37 8 54 49 23
masodik varos 45 94 67 56 39

Minden osztalyba esik legalabb 4 megfigyelés.

2~ (B ((37/249 — 45/301)
YT TN My - 37+ 45
| (86/249 —94/301)  (23/249 — 30/301)?

-249 - 301 = 2,23.
86 + 94 23 + 39 > ’



Homogenitasvizsgalat: példa

Két varosban felmérték a haztartasok létszamat. A szignifikanciaszintet o = 0, 05-
nek valasztva &llithatjuk-e, hogy a két varosban szignifikinsan eltér§ a haztartasok
létszamanak eloszlasa?

létszam 1 2 3 4 >4
elsé varos 37 8 54 49 23
masodik varos 45 94 67 56 39

Az osztalyok szdma r = 5.

X2 =2,23; f=r—1=4 a=0,05  Cuis = 9,49

X2 = 2,23 < Gair = 9,49, elfogadjuk a nullhipotézist, a két varos haztartasainak
méretének eloszlasa eloszlasa nem tér el szignifikansan. A p-érték: p = 0,31 >
0,05.



Nem-paraméteres prébak

Ha egy ismeretlen mennyiségnek nem csak a varhaté értékét vagy szorasat vizsgal-
juk, az alabbi kérdések is fontosak:

o

2]

llleszkedésvizsgalat: a minta egy adott, folytonos eloszlasbdl szarmazik-e?
Példaul, igaz-e, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember havi jévedelme a
minimalbérrel osztva egyes tipust Pareto-eloszlasi o = 2,5 paraméterrel?

Normalitas tesztelése: igaz-e, hogy egy minta normailis eloszlasbél szar-
mazik? 100 ember testmagassagat megmérve mikor mondhatjuk, hogy elfo-
gadhaté ez a feltételezés, és mikor allithatjuk, hogy a testmagassag eloszlasa
szignifikansan eltér a normalis eloszlastol?

Homogenitasvizsgalat: két minta ugyanabbdl az eloszlasbdl szarmazik-e?
Példaul: megkérdezziik két varos 100 — 100 véletlenszeriien vélasztott lakéjat
a jovedelmérsl. Allithatjuk-e az adatok alapjan, hogy a két varosban a jove-
delmek eloszlasa szignifikinsan eltéré? A két eloszlas akkor egyezik meg, ha
minden t-re igaz, hogy a legfeljebb t jovedelmiiek aranya megegyezik a két
esetben.



Nem-paraméteres prébak

Egy lehetGség: diszkretizaljuk a megfigyeléseket, vagyis kozel azonos hosszisagl
intervallumokba osztjuk be Sket (példaul jovedelmi kategériakba), és ezutan x2-
probat végziink. Ha sziikséges, a paramétereket maximumlikelihood-médszerrel

becsiiljiik. Ebben az esetben viszont a végeredmény akar fiigghet is az intervallumok
(kategoriak) kialakitasatol.



Nem-paraméteres prébak

Egy lehetGség: diszkretizaljuk a megfigyeléseket, vagyis kozel azonos hosszisagl
intervallumokba osztjuk be Sket (példaul jovedelmi kategériakba), és ezutan x2-
probat végziink. Ha sziikséges, a paramétereket maximumlikelihood-médszerrel
becsiiljiik. Ebben az esetben viszont a végeredmény akar fiigghet is az intervallumok
(kategoriak) kialakitasatol.

Tapasztalati eloszlasfiiggvények tavolsagat hasznalé prébak:

@ Kolmogorov—-Szmirnov-préba
@ Anderson—Darling-préba (az eltéréseket masképp sialyozzuk)

@ Cramér—von Mises-préba (az eltéréseket masképp silyozzuk)
Specialisan annak ellenérzésére, hogy egy eloszlas normalis eloszlasi-e:

o Lilliefors-préba (a Kolmogorov—Szmirnov-préban alapul)

@ Shapiro—-Wilk-préba (a rendezett minta varhaté értékét és kovarianciaméatrixat
hasznalja)

@ leir6 statisztikai eszkOzokkel: ferdeségi, csiicsossagi egyiitthatok kiszamitasa
(skewness, kurtosis)



Testmagassag és normalis eloszlas

Testmagassag hisztogramja

n 98
aflag: 174,3
sz6ras: 11,5

002 003

gyakorisag

001

000

140 160 180 200

cm

A testmagassag hisztogramja n = 96 elemii mintabdl, a siriiségfiiggvény becslése
Gauss-magfliggvénnyel, és az X = 174, 3 varhaté értéki és si = 11,5 szérasu
normalis eloszlas siirliségfiiggvénye.
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Tapasztalati eloszlasfiiggvény

EmlékeztetSiil: az X valdsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye az F : R — [0,1]
figgvény, melyre
F(t)=P(X <1t)

minden t € R-re.
Definicié
Az X1, X, ..., X, minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye az F, - R — [0, 1] fiiggvény,
melyre

__ t-nél nem nagyobb mintaelemek szama

Fo(t) = - .

relativ gyakorisag

T T T T
140 160 180 200

testmagassag (cm)



Kolmogorov—Szmirnov-préba: illeszkedésvizsgalat

Legyen G egy rogzitett, folytonos eloszlasfiiggvény, vagyis G : R — [0,1]
monoton noévs, folytonos, —oo-beli limesze 0, co-beli limesze 1.

Ho : a minta valédi eloszlasfiiggvénye G, azaz P(X; < t) = G(t) minden t-re
Hi : a minta valédi eloszlasfiiggvénye G-t8l kiilonb6z6

Emlékezetdiil: a Glivenko—Cantelli-tétel, vagyis a statisztika alaptétele szerint /:_,,(t),
azaz a mintaban a t-nél nem nagyobb mintaelemek aranya n — oo esetén Xj el-
oszlasfiiggvényéhez konvergal — ezért F,(t)-t hasonlitjuk 6ssze G-vel.



Kolmogorov—Szmirnov-préba: illeszkedésvizsgalat

Prébastatisztika, ami a tapasztalati eloszlasfiiggvény és G tavolsagat méri, agy,
hogy a legnagyobb kiilonbséget veszi, abszolat értékben:

D, = sup |Fo(t) — G(t)
teR

9
ahol F,, a minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye. Hy teljesiilése esetén D, eloszlasa
(megfelel6 normalas utan) Kolmogorov—Szmirnov-eloszlasa.

Ha D, > Dyt (vagy p < «), akkor elutasitjuk Hp-t, a minta eloszlasfiiggvénye
szignifikansan eltér D-t8l. Itt Dy,;; a megfelel6 Kolmogorov—Szmirnov-préba kriti-
kus értéke, ez tablazatbdl kiolvashaté.

Ha D, < Dyit, (vagy p > «) akkor elfogadjuk a nullhipotézist, nincs szignifikans
eltérés G-tél.

Ha n > 35, akkor a kritikus értékre az alabbi kozelités adhat6 (« szignifikanciaszint

mellett):
by~ VoE)
" N



Kolmogorov—Szmirnov-préba: illeszkedésvizsgalat

Kolmogorov—Szmirnov-préba, példa. Tekintsiik a GDP volumenindexének (az
el6z6 évi érték osztva az aktualis értékkel) adatait 1993-2018 kozott (évenként van
egy megfigyelésiink). Elfogadhaté-e, hogy az eloszlas egy a = 70, b = 2 paramé-
terii Beta-eloszlas 0, 06-tal eltolva? Ez azt jelentené, hogy a siirliségfiiggvény egy
megfelels polinom.

A prébat elvégezve:

ks.test(gdp-0.06, "pbeta", 70, 2)
One-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: gdp - 0.06

D = 0.1666, p-value = 0.5456
alternative hypothesis: two-sided

Az eloszlasfiiggvények kozotti legnagyobb kiilonbség tehat 0,167 (talan t = 1,022
vagy 1,045 kordil).



Kolmogorov—Szmirnov-préba: illeszkedésvizsgalat

Kolmogorov—Szmirnov-préba, példa. Tekintsiik a GDP volumenindexének (az
el6z6 évi érték osztva az aktualis értékkel) adatait 1993-2018 kozott (évenként van
egy megfigyelésiink). Elfogadhaté-e, hogy az eloszlas egy a = 70, b = 2 paramé-
terii Beta-eloszlas 0, 06-tal eltolva? Ez azt jelentené, hogy a siirliségfiiggvény egy
megfelels polinom.

A prébat elvégezve:

ks.test(gdp-0.06, "pbeta", 70, 2)
One-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: gdp - 0.06

D = 0.1666, p-value = 0.5456
alternative hypothesis: two-sided

Az eloszlasfiiggvények kozotti legnagyobb kiilonbség tehat 0,167 (talan t = 1,022
vagy 1,045 kordil).

A p-érték tobb 0,05-nél, igy a hipotézis elfogadhaté.



Kolmogorov—Szmirnov-préba: illeszkedésvizsgalat

‘GDP volumenindexe (1993-2018)

—_— nomdis

becsilt

———  eloltbeta

:—i:!\ %57
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arany az elozs évhez képest

A GDP volumenindexének (az érték osztva az el6z6 évi értékkel) 1993-2018 kozotti

értékeinek hisztogramja, a becsiilt normalis eloszlas és a becsiilt siiriiségfiiggvény
illetve az eltolt Beta-eloszlas siir(iségfliggvénye (az adatok forrasa: KSH)



Kolmogorov—Szmirnov-préba: illeszkedésvizsgalat

Volu i K i asfiiggvénye

1 = F_nminta
— G eltolt beta eloszlds

04 06 08 1.0

relativ gyakorisag
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A GDP volumenindexének (az érték osztva az el6z6 évi értékkel) 1993-2018 kdzot-
ti értékeinek tapasztalati eloszlasfiiggvény és a megadott G eloszlasfiiggvény (az
adatok forrasa: KSH)



A normalitas tesztelése: Lilliefors-préba

A normilis eloszlas paramétereit elészor meg kell becsiilni az adatok alapjan.
Ho : a minta normalis eloszlasbdl szarmazik (valamilyen m, o paraméterekkel)
Hy : a minta eloszldsa nem normalis eloszlas

Legyen X a mintaatlag, s’ a korrigalt tapasztalati széras, G pedig az m varhaté
értékii és o szérast normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye: G(t) = &((t — X)/s;).
Ekkor a prébastatisztika (ugyanaz, mint a Kolmogorov—Szmirnov-prébanal):

D, = sup |F,(t) — G(1)|.
teR

Ha D, > Dy (vagy p < «), akkor elutasitjuk Ho-t, a minta eloszldsa szigni-
fikdnsan eltér a normalis eloszlastdl (itt Dy,ity a megfelels Lilliefors-préba kritikus
értéke).

Ha D, < Diyit, (vagy p > «) akkor elfogadjuk a nullhipotézist, nincs szignifikans
eltérés a normalis eloszlastdl.



A normalitas tesztelése: Lilliefors-préba

A korabbi abradhoz tartozé, 96 elemii, testmagassagra vonatkoz6 példaban:
require (nortest)

> lillie.test(testmagassag)

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test

data: testmagassag

D = 0.0609, p-value = 0.5307

Mivel 0,068 = D < Dy, = 0,09, illetve p = 0,5307 > 0,05 = «, a szignifi-
kanciaszintet o« = 0,05-nek valasztva elfogadhatd, hogy a testmagassag normaélis
eloszlast valamilyen paraméterekkel, nincs szignifikans eltérés a normalis eloszlas-
tol.



A normalitas tesztelése: Lilliefors-préba

Ugyanakkor GDP volumenindexére vonatkozé példaban

> lillie.test(gdp)

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test
data: gdp

D = 0.2055, p-value = 0.01287

Itt p < 0,05, vagyis a nullhipotézist elutasitjuk, a volumenindex eloszlasa szignifi-
kansan eltér a normalis eloszlastol.

Megjegyzés: a rendezett minta kovarianciamatrixat hasznalé Shapiro—Wilk-prébanal
a testmagassag esetében p = 0, 36, mig a gdp volumenindexe esetében p = 0, 0002.
llyenkor érdemes lehet részletesebben megnézni, hogy melyik prébanal mit kell fel-
tételezni, milyen az adatsor (vannak-e példaul kiugr6 értékek).



Kolmogorov—Szmirnov-préba: homogenitasvizsgalat

Allithatjuk-e, hogy a férfiak és a nék testmagassaganak eloszlasa szignifikinsan
eltér6? Ez a kérdés nem csak a varhato értékre és a szérasra vonatkozik, hanem
magara az eloszlasra.

Férfiak és nok testmagassaga

7 — ferfiak e — o
— nok - -
—

1.0

tapasztalati eloszlasfuggvény
04
f

00

150 160 170 180 190 200

testmagassag (cm)

A férfiak (n = 38 megfigyelés) és n6k (m = 42 megfigyelés) testmagassaganak
tapasztalati eloszlasfiiggvénye



Kolmogorov—Szmirnov-préba: homogenitasvizsgalat

Ho :az X1,..., X, és Y1,..., Y, mintdk ugyanabbdl az eloszlasbél szarmaznak,
azaz minden t valés szamra teljesiil, hogy P(X; < t) = P(Y; < t).

H; : a mintdk kiillonb6z6 eloszlasbél szarmaznak, azaz van olyan t valés szam,
amire P(X; < t) # P(Y; < t).

A prébastatisztika, ami Hy esetén Kolmogorov—Szmirnov-eloszlasa:

Dm,n = sup |FAn(t) - C/'7f77(t)|?
teR

ahol F, az X, a G, pedig az Y minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye.

Ha D,,n > Dy (vagy p < «), akkor elutasitjuk Ho-t, a mintak eloszlasa szig-
nifikdnsan kiilonb6z6 (itt Dyt a megfelel6 Kolmogorov—Szmirnov-préba kritikus
értéke). Ha D < Dy, (vagy p > «) akkor elfogadjuk a nullhipotézist, nincs
szignifikans eltérés a mintak eloszlasa kozott.

A kritikus értékek az alabbi Osszefiiggés alapjan kozelithet6k:

i _mn_ N k —2k2y? m+n\/_
m,uTwP(mDm*" < y) - Z( 1) = Digip =~ \/ |Og Q.

k=1




Homogenitasvizsgalat: példa
Ho : az Xy,..., X, és Y1,..., Y, mintdk ugyanabbdl az eloszlasbél szarmaznak,
vagyis a férfiak és n6k testmagassaganak eloszlasa megegyezik.

Hi : a mintak kiilonb6z8 eloszlasbdl szarmaznak, vagyis a férfiak és nék testma-
gassaganak eloszlasa eltéré.

A prébastatisztika a tapasztalati eloszlasfiiggvények legnagyobb eltérése, az abra
alapjan t = 174 kornyékén lehet:

Dm,n = sup ‘FAn(t) - C,;'77(1-)‘
teR

> ks.test(ferfi, no, alternative="two.sided")
Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: ferfi and no

D = 0.6754, p-value = 2.486e-08

alternative hypothesis: two-sided




Homogenitasvizsgalat: példa
Ho : az Xy,..., X, és Y1,..., Y, mintdk ugyanabbdl az eloszlasbél szarmaznak,
vagyis a férfiak és n6k testmagassaganak eloszlasa megegyezik.

Hi : a mintak kiilonb6z8 eloszlasbdl szarmaznak, vagyis a férfiak és nék testma-
gassaganak eloszlasa eltéré.

A prébastatisztika a tapasztalati eloszlasfiiggvények legnagyobb eltérése, az abra
alapjan t = 174 kornyékén lehet:

Dm,n = sup ‘FAn(t) - c,;'77(1-)‘
teR

> ks.test(ferfi, no, alternative="two.sided")
Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: ferfi and no

D = 0.6754, p-value = 2.486e-08

alternative hypothesis: two-sided

A p-érték kisebb 0,05-nél, a nullhipotézist elutasitjuk, a férfiak és a nék testma-
gassaganak eloszlasa szignifikdnsan kiilonb6z6.



Egyoldali eset
Hp : az X és Y valdsziniiségi valtozék ugyanabbdl az eloszlasbdl szarmaznak

Hy : minden t valés szamra F(t) = P(X < t) < G(t) = P(Y < t), ahol F az X,
a G pedig az Y eloszlasfiiggvénye. Azaz X > Y sztochasztikusan.

D, =sup én(t) — Ie,,,(t)7
teR
ahol F, az X, a Gy, pedig az Y minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye. A nullhipo-

tézist elutasitjuk, ha D nagyobb az egyoldali Kolmogorov—Szmirnov-préba kritikus
értékénél.



Egyoldali eset

Hp : az X és Y valdsziniiségi valtozék ugyanabbdl az eloszlasbdl szarmaznak

Hy : minden t valés szamra F(t) = P(X < t) < G(t) = P(Y < t), ahol F az X,
a G pedig az Y eloszlasfiiggvénye. Azaz X > Y sztochasztikusan.

Dy, , = sup én(t) — Iem(t)7
teR

ahol F, az X, a Gy, pedig az Y minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye. A nullhipo-
tézist elutasitjuk, ha D nagyobb az egyoldali Kolmogorov—Szmirnov-préba kritikus
értékénél.

> ks.test(ferfi, no, alternative="less")

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: ferfi and no

D~ = 0.6754, p-value = 1.243e-08

alternative hypothesis: the CDF of x lies below that of y

A férfiak testmagassaganak eloszlasa sztochasztikus értelemben szignifikinsan na-
gyobb, mint a néké.



QQ-plot

Annak vizsgalatara, hogy két minta ugyanabbdl az eloszlasbél szarmazik-e (homo-
genitasvizsgalat) a leir6 statisztikaban a QQ-plot is gyakran hasznalt abrazolasi
mod.

@ a QQ-plot két minta eloszlasdnak az Gsszehasonlitasara szolgél, a kvantilisek
Osszehasonlitasaval

@ ha a tapasztalati z-kvantilis az elsé mintaban g;, a masodikban ¢, akkor a
(g1, g2) pontba keriil egy pont

@ minél inkdbb egyezik a két minta eloszlasa, annal kdzelebb lesznek a tapasz-
talati eloszlasfiiggvényik, ezért annal kozelebb lesznek az ugyanahhoz a z-hez
tartozo kvantiliseik egymashoz, vagyis annal kozelebb lesz a QQ-plot az y = x
egyeneshez.



QQ-plot

A férfiak és nok testmagassaganak QQ-plotja
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QQ-plot a férfiak és n6k testmagassaganak dsszehasonlitasara, n = 96 elem( minta
alapjéan



QQ-plot

Testmagassag és normalis eloszlas QQ-plotja
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A testmagassag adatok és egy szintén 96 elemi, X = 174,3 varhat6 értékii és
sk = 11,5 szérasa normalis eloszlasa minta QQ-plotja



Hazi feladat aprilis 23., kedd, 19:00-ig

A félév elején gyiijtott adatok alapjan
a) készitsiink hisztogramot a nézett sorozatok szamardl;

b) elfogadhat6-e o = 0,01 szignifikanciaszinten, hogy a nézett sorozatok szama
Poisson-eloszlasa?



