Poisson-eloszlas paraméterének becslése (3. eléadas)

Golok szaméanak hisztogramja

— megfigyelések
=—— Poisson(1,375)
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x
S
=
@
@
8 o
=]
]
2
5
o]
o
=
o |
o
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Medfigyelt értékek

A golok szamanak hisztogramja n = 95 mérkézésen, és kiilonb6zé paraméterd
Poisson-eloszlasok (Py(X = k) = \</k!-e™*). X\ = 1,375 a gélok 4tlagos szama.
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Statisztikai mezé

Definicié
Az (Q, A,P) hirmast statisztikai mezének nevezziik, ha minden P € P-re
(22, A, P) Kolmogorov-féle valdsziniiségi mezd.

Paraméteres statisztikai mez6: P = {Py : ¥ € ©}. Ekkor ¥ az ismeretlen paramé-
ter, mely egy © C R9 ismert halmaz eleme.

Példaul: P lehet példaul

@ a )\ paraméterii Poisson-eloszlasok halmaza;
@ a normilis eloszlasok halmaza (ekkor ¥ = (m, o) az ismeretlen paraméter);

@ az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlasok halmaza (ekkor ¥ = (a, b) az
ismeretlen paraméter).



Minta és statiszika

Definici6é (Minta)
Legyen (2, A, P) statisztikai mezé. Egy
X=(X,X,...,X,): Q= BCR"
valoszindségi vektorvaltozét (n elemii) mintanak neveziink. [tt B a mintatér,

n a minta elemszama vagy nagysiga. A minta fiiggetlen, ha az X1, X5,..., X,
valészindiségi valtozok fliggetlenek.




Minta és statiszika

Definici6é (Minta)
Legyen (Q, A, P) statisztikai mezd. Egy
X = (X1, X, . Xo) : 2 — BCR”

valoszindségi vektorvaltozét (n elemii) mintanak neveziink. [tt B a mintatér,
n a minta elemszama vagy nagysiga. A minta fiiggetlen, ha az X1, X5,..., X,
valészindiségi valtozok fliggetlenek.

Definici6 (Statisztika)

Legyen T : B — R* fiiggvény. Ekkor a T(X1,Xa,...,X,) valosziniiségi valtozét
statisztikanak nevezziik. )

Példaul: T(Xi,...,X,) = X a mintaatlag, vagy T(Xi,...,X,) = s a korrigalt
tapasztalati szérasnégyzet.



Egyenletes eloszlas paraméterének becslése

Legyen Xi, Xa,..., X, fiiggetlen azonos eloszlasa minta az {1,2,..., N} halma-
zon egyenletes eloszlasbdl, ahol N ismeretlen paraméter https://en.wikipedia.
org/wiki/German_tank_problem.

Peldaul: 52,38, 14,69, 44, 28.
Atlag: 40,83

Hogyan becsiilnénk ez alapjan N-t?


https://en.wikipedia.org/wiki/German_tank_problem
https://en.wikipedia.org/wiki/German_tank_problem

Egyenletes eloszlas paraméterének becslése

Legyen Xi, Xa,..., X, fiiggetlen azonos eloszlasa minta az {1,2,..., N} halma-
zon egyenletes eloszlasbdl, ahol N ismeretlen paraméter https://en.wikipedia.
org/wiki/German_tank_problem.

Példaul: 52,38,14,69, 44,28,
Atlag: 40,83
Hogyan becsiilnénk ez alapjan N-t?

Folytonos véltozat: legyen X1, Xa, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi minta a [0, ¥]
intervallumon egyenletes eloszlasbél, ahol ¥ > 0 ismeretlen paraméter.

Minta: Xi, Xs, ..., Xs, példaul 4,3; 5,6; 3,2; 1,8; 2,2
Atlag: X = 3,42

Hogyan becsiilnénk ez alapjan 9-t7


https://en.wikipedia.org/wiki/German_tank_problem
https://en.wikipedia.org/wiki/German_tank_problem

Egyenletes eloszlas paraméterének becslése

A felsé végpont becslése az atlag alapjan

gyakorisagok

T T
47 48 49 50 5.1 52

becslés

A [0,4] intervallumon egyenletes eloszlas paraméterének becslése T(X) = 2X-szel,
n = 1000 elem( mintdbdl. Az igazi paraméter ¢ = 5. Szaz ismétlésbél a becslések
atlaga: 5,015, korrigalt tapasztalati szérasa: 0,086.
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Egyenletes eloszlas paraméterének becslése

A felsd végpont becslése a maximum alapjan

gyakorisagok
20 30 40 50 60

10

4.980 4.985 4.990 4.995 5.000 5.005

becslés

A [0, 9] intervallumon egyenletes eloszlas paraméterének becslése a maximum alap-
jan T(X) = 2L max(X, ..., X,)-nel, n = 1000 elemd mintabdl. Az igazi para-
méter ) = 5. Szaz ismétlésbsl a becslések atlaga: 4,9999, korrigalt tapasztalati
szérasa: 0,0049 < 0,086.
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Egyenletes eloszlas paraméterének becslése

X1, Xz, ..., X, fliggetlen azonos eloszlas, a [0, 4] intervallumon egyenletes elosz-

last val6sziniiségi valtozék. Itt ¢ > 0 ismeretlen paraméter. Tekintsiik a ¥ két
kiilonb6z6 becslését:

- 9 9
Ti(X1, ..., Xn) =2X; Ey(T1)=2-— =1 Dy(T1) = .
(X0 X) aT)y=2-1 o) = o=
Masrészt, felhasznalva, hogy X = max(Xi,..., X,) slriiségfiiggvénye:
fo(t) = (nt"1/9")I(0 < t < ), egy masik becslést is talalhatunk:
n+1 n+1 nd
o Xn) = - X = . =4.
T2(X1, aX) n Xn Eﬂ(T2) n n+1
n- 92 9 9
Dﬁ(Tz) = <

h+2)(n+12 - n+l " Van



Egyenletes eloszlas paraméterének becslése

X1, Xz, ..., X, fliggetlen azonos eloszlas, a [0, 4] intervallumon egyenletes elosz-

last val6sziniiségi valtozék. Itt ¢ > 0 ismeretlen paraméter. Tekintsiik a ¥ két
kiilonb6z6 becslését:

- 9 9
Ti(X1, ..., Xn) =2X; Ey(T1)=2-— =1 Dy(T1) = .
(X0 X) aT)y=2-1 o) = o=
Masrészt, felhasznalva, hogy X = max(Xi,..., X,) slriiségfiiggvénye:
fo(t) = (nt"1/9")I(0 < t < ), egy masik becslést is talalhatunk:
n+1 n+1 nd
o Xn) = - X = . =4.
T2(X1, aX) n Xn Eﬂ(T2) n n+1
n- 92 9 9
Dﬁ(Tz) = <

h+2)(n+12 - n+l " Van

Mindkét becslés torzitatlan ¥-ra, és a masodik hatasosabb.



Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Golok szamanak hisztogramja

Relativ gyakorisagok
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A gélok szamanak hisztogramja n
Poisson-eloszlasok. Ekkor

megfigyelések

Poisson(1,375)
Poisson(1)
Poisson(2)

Megfigyelt értékek

95 mérkdézésen, és kiilonbozé paraméterii

N



Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Golok szamanak hisztogramja

= megfigyelések
=—— Poisson(1,375)
— Poisson(1)
— Poisson(2)
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Megfigyelt értékek

A gélok szamanak hisztogramja n = 95 mérkézésen, és kiilonb6zé paraméterd
Poisson-eloszlasok. Ekkor

E(X) =E(X;) = A minden A-ra.

Ha az atlaggal becsiiljiik a paramétert, akkor a becslésiink varhaté értéke A.-




Becslések és tulajdonsagaik

@ (Q, A, P) statisztikai mez;
o P ={Py:9 € ©) valamely © halmazzal (© a paramétertér);
@ g: 0 — R fiiggvény.

@ Cél: olyan T statisztika keresése, amire a T(X) valosziniségi valtozé és a
g(19) érték valamilyen értelemben kozel esnek egymashoz.



Becslések és tulajdonsagaik

@ (Q, A, P) statisztikai mez;
o P ={Py:9 € ©) valamely © halmazzal (© a paramétertér);
@ g: 0 — R fiiggvény.

@ Cél: olyan T statisztika keresése, amire a T(X) valosziniségi valtozé és a
g(19) érték valamilyen értelemben kozel esnek egymashoz.

Definicié (Torzitatlansag)

A T statisztika torzitatlan becslés g(19)-ra, ha minden ¥ € ©-ra
Eg(T(X1,..., X)) = g(9).

A T statisztika torzitasa a br(9) = Ey(T(Xq,...,X,)) — g(¥) figgvény.

X1, Xo, ..., X, fliggetlen minta a [0, J] intervallumon egyenletes eloszlasbdl.



Becslések és tulajdonsagaik

@ (Q, A, P) statisztikai mez;
o P ={Py:9 € ©) valamely © halmazzal (© a paramétertér);
@ g: 0 — R fiiggvény.

@ Cél: olyan T statisztika keresése, amire a T(X) valosziniségi valtozé és a
g(19) érték valamilyen értelemben kozel esnek egymashoz.

Definicié (Torzitatlansag)
A T statisztika torzitatlan becslés g(19)-ra, ha minden ¥ € ©-ra
Eg(T(X1,..., X)) = g(9).

A T statisztika torzitasa a br(9) = Ey(T(Xq,...,X,)) — g(¥) figgvény.

X1, X2, ..., X, fiiggetlen minta a [0, 9] intervallumon egyenletes eloszlasbél.
Ekkor 2X torzitatlan becslés g(v) = ¥-ra: E(2X) = ¢.



Torzitatlan becslések

Allitas (A varhaté érték torzitatlan becslése)

Legyen Xi, ..., X, fiiggetlen azonos eloszldsii véges varhaté értéki minta. Ekkor

Ey(X) =Ey(X1) minden ¥ € ©-ra,

vagyis a mintaatlag torzitatlan becslés i)-re.

Allitas (A szérasnégyzet torzitatlan becslése)

X, ..., X, figgetlen azonos eloszlasi véges szordsi minta. Ekkor Ekkor
Eg(s:?) = D3(X1) minden ¥ € ©-ra,

vagyis a korrigalt tapasztalati szérasnégyzet torzitatlan becslés a sz6rdsnégyzet-
re.

y




Az atlag varhaté értéke
Allitas
Legyen Xy, ..., X, figgetlen azonos eloszlasi minta, és m = E(X;) < co. Ekkor

E(X) = m.




Az atlag varhaté értéke

Allitas
Legyen Xy, ..., X, figgetlen azonos eloszlasi minta, és m = E(X;) < co. Ekkor
E(X) = m.
Bizonyitas.
- Xi+...+ X, 1 1
E(X) —E<1+n+) =BG+ X) = m = m.

Felhasznaltuk a varhaté érték linearitasat, és hogy csak eloszlastdl fiigg:
o E(cX) = cE(X), ha c e R;
e E(Y +2Z)=E(Y)+E(2);
@ ha Y és Z eloszlasa megegyezik, akkor E(Y) = E(2)

Tehat a mintaatlag torzitatlan becslés a varhaté értékre.

Specialisan: a relativ gyakorisag torzitatlan becslés egy esemény valdsziniiségére.



Az atlag szoérasa

Allitas
Legyen Xi,..., X, fiiggetlen azonos eloszldsi minta, és E(X?) < oo (amibél ké-
vetkezik, hogy a szords véges). Ekkor

D(X1)

D(X) =

S




Az atlag szoérasa
Allitas

Legyen Xi,..., X, fiiggetlen azonos eloszldsi minta, és E(X?) < oo (amibél ké-
vetkezik, hogy a szords véges). Ekkor

+ _ D(X)
D(X) = T )
Bizonyitas.
D(X) = D(xl +.,.7.+Xn> _ DXy +;7..+X,,) _ \/nD’j(Xl) _ D\(/);l).

Felhasznaltuk a széras alabbi tulajdonsagait:

@ D(cX) = |c|D(X), ha c € R valés szam;

@ D(Y+Z)=+/D?(Y)+ D?(Z), ha Y és Z fiiggetlenek;
@ ha Y és Z eloszlasa megegyezik, akkor D(Y) = D(Z)




Tapasztalati szérasnégyzet
Allitas (A tapasztalati szérasnégyzet masik alakja)

1[< —
2= H[ZXk?] e
k=1

Bizonyitas. Atrendezéssel kapjuk, hogy

n n n

S (- X2 =3 X - 2% X + X = (
k

k=1 k=1

? -2
:( xf)—n-x.
k=1

xf)znx.x+n.x2—
1

Ebbél adédik, hogy

2= f,[kZ";(XkX)Z} —I[Zx] e

a tapasztalati szorasnégyzet definicidja alapjan.



Korrigalt tapasztalati szérasnégyzet

n n
2 n n |1 2| 2 1 2 n 2
n n_1>" nl{n[Z k} } nl{; k} n—1

k=1

Az els6 tag varhat6 értéke a szérasnégyzet definicija alapjan:



Korrigalt tapasztalati szérasnégyzet

n n
2 n n |1 2| 2 1 2 n 2
n n_1>" nl{n[Z k} } nl{; k} n—1

k=1

Az els6 tag varhat6 értéke a szérasnégyzet definicija alapjan:

Eﬁ(;xf) = ;Eﬁ(Xf) =n-Ey(X?) = n- [Dj(X1) + Eg(X1)?].

A masodik tag varhato értéke az atlag szérasnégyzete alapjan:



Korrigalt tapasztalati szérasnégyzet

n

n
2 n n |1 2| 2 1 2 n 2
n n_1>" nl{n[Z k} } nl{; k} n—1

k=1

Az els6 tag varhat6 értéke a szérasnégyzet definicija alapjan:

Eﬁ(;xf) = ;Eﬁ(Xf) =n-Ey(X?) = n- [Dj(X1) + Eg(X1)?].

A masodik tag varhato értéke az atlag szérasnégyzete alapjan:

£y (X*) = D3(X) + Eo(X)’ = - D3(%) + Eg(X0)".



Korrigalt tapasztalati szérasnégyzet

n n
2 n n |1 2| 2 1 2 n 2
n n_1>" nl{n[Z k} } nl{; k} n—1

k=1

Az els6 tag varhat6 értéke a szérasnégyzet definicija alapjan:

Eo((3238) =3 Ea0) = n-£09) = - (0500 + EoG)

k=1
A masodik tag varhato értéke az atlag szérasnégyzete alapjan:
=2 - - 1
Ey(X") = Dj(X) +Es(X)> = ;D§(X1) +Eg(X1)>.

Vagyis valéban s;2 torzitatlan becslés a szérasnégyzetre:

n
n—1

[D5(X1) + Eg(X1)°] — niﬁl

Ey(s;%) =

1
;D§(X1) +Eo(X1)?| = D3(X1).



Becslések 0sszehasonlitasa
Definicié (Hatasossag)

Legyenek Ty, T, torzitatlan becslései a paraméter i)(1)) fiiggvényének. T, hata-
sosabb T,-nél, ha

D3(T1) < D3(T»)
teljesiil minden ¥ € ©-ra.

A T, becslés hatasos ) (1})-ra, ha () minden torzitatlan becslésénél hatidsosabb
(és 6 maga is torzitatlan).

V.



Becslések 0sszehasonlitasa
Definicié (Hatasossag)

Legyenek Ty, T, torzitatlan becslései a paraméter i)(1)) fiiggvényének. T, hata-
sosabb T,-nél, ha
D3(T1) < D3(T»)

teljesiil minden ¥ € ©-ra.

A T, becslés hatasos ) (1})-ra, ha () minden torzitatlan becslésénél hatidsosabb
(és 6 maga is torzitatlan).

@ Nem mindig létezik hatasos becslés, és lehetséges, hogy Ty és T, koziil egyik
sem hatdsosabb a masiknal.

@ A varhato értékre nézve a mintastlag hatasosabb minden 2;21 ¢ X; alaka
P n
becslésnél (ahol ijl ¢ =1).

V.



Becslések 0sszehasonlitasa
Definicié (Hatasossag)

Legyenek Ty, T, torzitatlan becslései a paraméter i)(1)) fiiggvényének. T, hata-
sosabb T,-nél, ha
D3(T1) < D3(T»)

teljesiil minden ¥ € ©-ra.

A T, becslés hatasos ) (1})-ra, ha () minden torzitatlan becslésénél hatidsosabb
(és 6 maga is torzitatlan).

V.

@ Nem mindig létezik hatasos becslés, és lehetséges, hogy Ty és T, koziil egyik
sem hatdsosabb a masiknal.

@ A varhato értékre nézve a mintastlag hatasosabb minden 2;21 ¢ X; alaka
P n
becslésnél (ahol ijl ¢ =1).

@ Bizonyos feladatokban lehet a mintaatlagnal hatasosabb becslés a var-

haté értékre: A [0, b] intervallumon egyenletes eloszlas esetén b-re
2 max(Xi, ..., X,) hatasosabb a mintaétlag kétszeresénél.



Az exponencialis eloszlasi minta hisztogramja
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Exponencialis eloszlas
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értékek

Exponencialis eloszlasi minta hisztogramja és siirliségfiiggvénye:

f(x) = Aexp(—Ax)I(x > 0); E(X) = D(X) =



Exponencialis eloszlas

Exponencidlis minta atlagénak reciproka
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mintaelemszém

A = 0,5 paraméterii exponencialis eloszlast generdlva a mintaatlag reciproka 0, 5-
hoz tart, azaz konzisztens becslés, hiszen ez minden A-ra teljesiil.



Exponencialis eloszlas

Exponencidlis minta atlagénak reciproka
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mintaelemszém

A = 1 paraméterii exponencialis eloszlast generalva a mintaatlag reciproka 1-hez
tart, azaz konzisztens becslés, hiszen ez minden A-ra teljesiil.



Konzisztencia

Definicié

A T, = Ty(Xi,...,X,) konzisztens becsléssorozat g(1})-ra, ha minden 9 € ©-ra
(Ta(Xa,- -5 Xa)) = ¥(9)

n — oo esetén sztochasztikusan, azaz minden ¥ € © és ¢ > 0-ra teljesiil, hogy

Po(|Tn—g(@)|>e) -0  (n— o).




Konzisztencia

Definicié

A T, = Ty(Xi,...,X,) konzisztens becsléssorozat g(1})-ra, ha minden 9 € ©-ra
(Ta(Xa,- -5 Xa)) = ¥(9)

n — oo esetén sztochasztikusan, azaz minden ¥ € © és ¢ > 0-ra teljesiil, hogy

Po(|Tn—g(@)|>e) -0  (n— o).

Elégséges feltétel:

Ey(Ta(X)) — g(9) és Dy(Ta(X)) =0

minden Y € O-ra.




Példak torzitatlan, konzisztens becslésekre

X1, Xa, ... fliggetlen azonos eloszlast minta. Ekkor

_X1+X2+...+Xn
n

Th

— Eﬁ (Xl)

teljesiil n — oo esetén sztochasztikusan a nagy szamok gyenge torvénye szerint,
vagyis az atlag konzisztens becslés a varhaté értékre.

Speciilis eset: a relativ gyakorisag konzisztens becslés a valésziniiségre.



Példak torzitatlan, konzisztens becslésekre

X1, Xa, ... fliggetlen azonos eloszlast minta. Ekkor

_X1+X2+...+X,,
n

T, — Ey(X1)

teljesiil n — oo esetén sztochasztikusan a nagy szamok gyenge torvénye szerint,
vagyis az atlag konzisztens becslés a varhaté értékre.
Speciilis eset: a relativ gyakorisag konzisztens becslés a valésziniiségre.

Nevezetes eloszlasok:

@ Poisson-eloszlds A paraméterére az atlag torzitatlan, konzisztens

@ a normalis eloszlas m paraméterére az atlag torzitatlan és konzisztens; a o
paraméterre a tapasztalati szoras és a korrigalt tapasztalati széras konziszten-
sek, de nem torzitatlanok; o%-re s3? torzitatlan

@ exponencislis eloszlas: 1/X konzisztens A-ra, de nem torzitatlan a paraméterre

@ exponencialis eloszlas: (n+1)-min( Xy, ..., X,) torzitatlan, de nem konzisztens
a varhaté értékre (vagyis 1/A-ra).



Hazi feladat marcius 5., kedd, 12:00-ig

Legyen Xi,...,Xs0 az N(m,1), Y1,..., Yso pedig az N(m,4) normalis eloszlasbol
szarmaz6 fiiggetlen minta. (A masodik paraméter a szérasnégyzetet jeldli.)
Adjuk meg a legkisebb szérast aX + bY alaka torzitatlan becslést m-re.

Sorsoljunk (egyszer) Xi,..., Xz, illetve Yi,..., Yso valOszin(iségi valtozékat tet-
sz6legesen valasztott m-mel, szdmitsuk ki a fenti becslést, és szamitsuk ki a becslés
abszolat hibajat (a becsiilt érték és az igazi m érték kiilonbségének abszolit érté-
két).



