
Tapasztalati eloszlásfüggvény (2. el®adás)

A testmagasság tapasztalati eloszlásfüggvénye n = 96 elem¶ mintából külön a
fér�ak (kék) és a n®k (piros) esetében.



Testmagasság hisztogramja

A testmagasság hisztogramja n = 96 elem¶ mintából és az X = 174, 3 várható
érték¶ és s∗n = 11, 5 szórású normális eloszlás s¶r¶ségfüggvénye (pirossal).



Példa: hisztogram
A Duna vízállásának hisztogramja (medián: 141,5)



Középértékek közelítése osztályközös gyakoriságokkal

Tegyük fel, hogy az adatokat nem ismerjük pontosan, csak a hisztogramot, vagyis
hogy az egyes osztályokba, intervallumokba hány meg�gyelés esik. Legyen xj a j .
osztályközép (az alsó és fels® határ átlaga), és fj a j . osztályba es® meg�gyelések
száma, továbbá n = f1 + f2 + . . .+ fk az összes meg�gyelés száma. Ekkor

az átlag közelítése:
f1x1 + f2x2 + . . .+ fkxk

n
;

a medián közelítése:

tme +
n/2− Fme−1

fme
· hme,

ahol tme a mediánt tartalmazó osztály alsó határa, Fme−1 a mediánt tar-
talmazó osztályt megel®z® osztályok gyakoriságainak összege, fme a mediánt
tartalmazó osztály gyakorisága, hme a mediánt tartalmazó osztály szélessége.
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Matematikai statisztika

A mintavétel eredményeként kapott adatok véletlenek: véletlenszer¶en választjuk
a megkérdezetteket, mérési hibát követünk el stb. A kísérlet megismétlésénél más
eredményeket kapnánk.

Statisztikai minta: (X1,X2, . . . ,Xn) valószín¶ségi változók (azaz: valószín¶ségi
vektorváltozó).

Mintaelemszám: n

A minta független, ha az (X1,X2, . . . ,Xn) valószín¶ségi változók függetlenek (pél-
dául ha a megkérdezetteket függetlenül választottuk, vagy ha a mérések nem be-
folyásolják egymást), azaz

P(X1 ≤ t1,X2 ≤ t2, . . . ,Xn ≤ tn) = P(X1 ≤ t1) · P(X2 ≤ t2) · . . . · P(Xn ≤ tn)

teljesül tetsz®leges t1, t2, . . . , tn valós számok esetén.

Az (X1,X2, . . . ,Xn) valószín¶ségi változók eloszlása nem ismert: nem tudjuk,
hogy mennyi P(X1 ≤ t), vagy mennyi X1 várható értéke, szórása. A cél a va-
lószín¶ségi változók eloszlásának a becslése, rá vonatkozó hipotézisek eldöntése a
meg�gyelések, vagyis az adatok alapján.
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Hisztogram és s¶r¶ségfüggvény becslése

A testmagasság hisztogramja n = 96 elem¶ mintából (valós adatokból), a s¶r¶ség-
függvény becslése Gauss-magfüggvénnyel.



A s¶r¶ségfüggvény becslése

X1,X2, . . . ,Xn független azonos eloszlású abszolút folytonos minta. A s¶r¶ségfügg-
vény f , azaz

P(a ≤ X1 ≤ b) =

∫ b

a

f (t)dt minden a < b-re.

Az f függvény ismeretlen. Hogyan tudjuk f (t) értékét becsülni az X1, . . . ,Xn

meg�gyelések segítségével?

Hisztogram:

P(a ≤ X1 ≤ b) =

∫ b

a

f (t)dt ≈ 1
n

n∑
j=1

I(a < Xj ≤ b),

azaz a becslés a és b közé es® mintaelemek aránya.



A s¶r¶ségfüggvény becslése téglalapos magfüggvénnyel

Minta (X1, . . . ,X7): 1, 3, 3, 6, 8, 8, 8. Téglalap magfüggvény: k(y) = 1/2, ha
−1 ≤ y ≤ 1, nulla különben, azaz k(y) = 1

2
I(|y | ≤ 1) és h az ablakszélesség.

f̂n(t) =
1

n · h

n∑
j=1

k

(
t − Xj

h

)
=

1
nh

n∑
j=1

1
2
I(|t − Xj | < h).



A s¶r¶ségfüggvény becslése háromszöges magfüggvénnyel

Minta (X1, . . . ,X7): 1, 3, 3, 6, 8, 8, 8. Háromszöges magfüggvény: k(y) =
max(1− |y |, 0) és h = 1/2 az ablakszélesség.

f̂n(t) =
1

n · h

n∑
j=1

k

(
t − Xj

h

)
.



A s¶r¶ségfüggvény becslése Gauss-magfüggvénnyel

Minta (X ): 1, 3, 3, 6, 8, 8, 8. Gauss-magfüggvény: k(y) = 1√
2π

exp(−y2/2) és

h = 1/2 az ablakszélesség.

f̂n(t) =
1

n · h

n∑
j=1

k

(
t − Xj

h

)
=

1

n · h ·
√
2π

n∑
j=1

exp

(
− (y − Xj)

2

2h2

)
.



A s¶r¶ségfüggvény becslése Gauss-magfüggvénnyel

Minta (X ): 1, 3, 3, 6, 8, 8, 8. Gauss-magfüggvény: k(y) = 1√
2π

exp(−y2/2) és
h = 2 az ablakszélesség.

f̂n(t) =
1

n · h

n∑
j=1

k

(
t − Xj

h

)
= .

1

n · h ·
√
2π

n∑
j=1

exp

(
− (y − Xj)

2

2 · 22

)
.



Parzen�Rosenblatt-becslés
Legyen k : R → R+ olyan függvény, mely korlátos, limy→∞ yk(y) = 0, továbbá hn
olyan számsorozat, melyre limn→∞ hn = 0 és limn→∞ nhn = ∞. A s¶r¶ségfüggvény
becslése a t pontban a Parzen�Rosenblatt-módszerrel a k magfüggvénnyel és hn
sávszélességgel az X1, . . . ,Xn független minta alapján:

f̂n(t) =
1

n · hn

n∑
j=1

k

(
t − Xj

hn

)
.

Megfelel® feltételek mellett f̂n(t) → f (t) minden t-re, ha n → ∞. Szokásos
magfüggvények például:

Gauss-magfüggvény: k(y) = 1√
2π

exp(−y2/2).

Háromszög magfüggvény: k(y) = (1−|y |), ha ez nemnegatív, nulla különben.

Epanechnikov-magfüggvény: k(y) = 3

4
(1 − y2), ha ez nemnegatív, nulla kü-

lönben.

Téglalap magfüggvény: k(y) = 1/2, ha −1 ≤ y ≤ 1, nulla különben.
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Parzen�Rosenblatt-becslés
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Szokásos sávszélesség-választások (normális eloszlás és Gauss-magfüggvény esetén
az els® optimális), ezekre hn → 0, de nhn → ∞:

hn = 0, 7 · s∗n
n1/5

; hn = 0, 7 · min(s∗n , q)

n1/5
,

ahol s∗n a korrigált tapasztalati szórás, q a harmadik és els® kvartilis távolsága.

Ugyanúgy, mint a hisztogramnál, a túl nagy sávszélesség túl kevéssé részletes áb-
rához, a túl kicsi sávszélesség túl részletes ábrához vezet.



Hisztogram és s¶r¶ségfüggvény becslése

A testmagasság hisztogramja n = 96 elem¶ mintából (valós adatokból), háromszö-
ges (piros) és téglalapos (fekete) magfüggvénnyel (ez utóbbihoz túl kicsi a sávszé-
lesség).



Testmagasság s¶r¶ségfüggvényének becslése

>testmagassag<-c(186,180,197,191,181,178,193,177,167,163,164,170,178,152,207,155,181,176,193,190,177,189,168,183,167,172,180,171,183,181,174,179,165,166,168,170,170,172,173,173,175,176,178,180,181,192,157,172,165,155,163,167,167,160,170,167,165,182,176,194,166,172,166,170,175,176,178,178,183,185,156,169,170,175,180,182,184,192,158,164,165,172,172,174,176,192,160,164,166,167,178,182,186,193)

> hist(testmagassag, col="#76a8f7", xlab="cm", ylab="gyakoriság",

main="Testmagasság hisztogramja", breaks=12, prob=TRUE)

> legend("topleft", c("n: 96", "átlag: 174,8", "szórás: 10,5"),

bty="n")

> lines(density(testmagassag, kernel="triangular", adjust=1/3),

lwd="4", col="black")

> lines(density(testmagassag, kernel="rectangular", adjust=3),

lwd="4", col="blue")

> lines(density(testmagassag, kernel="epanechnikov"),

lwd="4", col="red")

> legend("topright", c("triangular", "rectangular", "Epanechnikov"),

col=c("black", "blue","red"), lwd="3", bty="o")



Testmagasság s¶r¶ségfüggvényének becslése

Testmagasság s¶r¶ségfüggvényének becslése: háromszöges magfüggvény 1/3-szoros
sávszélességgel (fekete), téglalapos magfüggvény 3-szoros sávszélességgel (kék),
Epanechnikov-magfüggvény alapértelmezett sávszélességgel (piros)



Indexek számítása

Egy id®ben változó mennyiség egy id®szakban (tárgyid®szakban) mért értékeit sze-
retnénk egy korábbi, hasonló id®szakban (bázisid®szakban) mért értékekkel össze-
hasonlítani, hogy az átlagos változást leírhassuk. Például tekinthetjük a fogyasz-
tói árindexet (például: https://www.ksh.hu/stadat_files/ara/hu/ara0040.
html, vagy http://www.ksh.hu/interaktiv/fogyar_radar/index.html).

Tegyük fel, hogy az árindexbe az 1, 2, . . . , n termékek forgalmát építik be. Legyen

q0,j a j . termékb®l eladott mennyiség a bázisid®szakban;

q1,j a j . termékb®l eladott mennyiség a tárgyid®szakban;

p0,j a j . termék egységára a bázisid®szakban;

p1,j a j . termék egységára a tárgyid®szakban.

https://www.ksh.hu/stadat_files/ara/hu/ara0040.html
https://www.ksh.hu/stadat_files/ara/hu/ara0040.html
http://www.ksh.hu/interaktiv/fogyar_radar/index.html


Árindexek számítása
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Bázisid®szaki súlyozású vagy Laspeyres-féle árindex: annak hányadosa, hogy
az új árakkal, de a bázisid®szak fogyasztásával mennyivel n®tt az összes kiadás a
régebbi id®szakhoz képest, azaz ∑n

j=1
q0,jp1,j∑n

j=1
q0,jp0,j

Tárgyid®szaki súlyozású vagy Paasche-féle árindex: annak hányadosa, hogy az
új árakkal és az új fogyasztással mennyivel n®tt az összes kiadás, azaz∑n

j=1
q1,jp1,j∑n

j=1
q1,jp0,j



Volumenindexek számítása
Tegyük fel, hogy az árindexbe az 1, 2, . . . , n termékek forgalmát építik be. Legyen

q0,j a j . termékb®l eladott mennyiség a bázisid®szakban;

q1,j a j . termékb®l eladott mennyiség a tárgyid®szakban;

p0,j a j . termék egységára a bázisid®szakban;

p1,j a j . termék egységára a tárgyid®szakban.

Bázisid®szaki súlyozású vagy Laspeyres-féle volumenindex: a régi árakkal szá-
molva hányszorosára n®tt az összes kiadás, azaz∑n

j=1
q1,jp0,j∑n

j=1
q0,jp0,j

Tárgyid®szaki súlyozású vagy Paasche-féle volumenindex: az új árakkal szá-
molva hányszorosára n®tt az összes kiadás, azaz∑n

j=1
q1,jp1,j∑n

j=1
q0,jp1,j



Poisson-eloszlás paraméterének becslése

A gólok számának hisztogramja n = 95 mérk®zésen, és különböz® paraméter¶
Poisson-eloszlások (Pλ(X = k) = λk/k! · e−λ). λ = 1, 375 a gólok átlagos száma.



Az exponenciális eloszlású minta hisztogramja

Exponenciális eloszlású minta hisztogramja és s¶r¶ségfüggvénye:

f (x) = λ exp(−λx)I(x > 0); E(X ) = D(X ) =
1
λ
.



Exponenciális eloszlás

λ = 0, 5 paraméter¶ exponenciális eloszlást generálva a mintaátlag reciproka 0, 5-
höz tart, azaz konzisztens becslés, hiszen ez minden λ-ra teljesül.



Exponenciális eloszlás

λ = 1 paraméter¶ exponenciális eloszlást generálva a mintaátlag reciproka 1-hez
tart, azaz konzisztens becslés, hiszen ez minden λ-ra teljesül.



Statisztikai mez®

De�níció

Az (Ω,A,P) hármast statisztikai mez®nek nevezzük, ha minden P ∈ P-re
(Ω,A,P) Kolmogorov-féle valószín¶ségi mez®.

Paraméteres statisztikai mez®: P = {Pϑ : ϑ ∈ Θ}. Ekkor ϑ az ismeretlen paramé-
ter, mely egy Θ ⊆ Rq ismert halmaz eleme.

Például: P lehet például

a λ paraméter¶ Poisson-eloszlások halmaza;

a normális eloszlások halmaza (ekkor ϑ = (m, σ) az ismeretlen paraméter);

az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlások halmaza (ekkor ϑ = (a, b) az
ismeretlen paraméter).



Minta és statiszika

De�níció (Minta)

Legyen (Ω,A,P) statisztikai mez®. Egy

X = (X1,X2, . . . ,Xn) : Ω → B ⊆ Rn

valószín¶ségi vektorváltozót (n elem¶) mintának nevezünk. Itt B a mintatér,
n a minta elemszáma vagy nagysága. A minta független, ha az X1,X2, . . . ,Xn

valószín¶ségi változók függetlenek.

De�níció (Statisztika)

Legyen T : B → Rk függvény. Ekkor a T (X1,X2, . . . ,Xn) valószín¶ségi változót
statisztikának nevezzük.

Például: T (X1, . . . ,Xn) = X a mintaátlag, vagy T (X1, . . . ,Xn) = s∗n a korrigált
tapasztalati szórásnégyzet.



Minta és statiszika

De�níció (Minta)

Legyen (Ω,A,P) statisztikai mez®. Egy

X = (X1,X2, . . . ,Xn) : Ω → B ⊆ Rn

valószín¶ségi vektorváltozót (n elem¶) mintának nevezünk. Itt B a mintatér,
n a minta elemszáma vagy nagysága. A minta független, ha az X1,X2, . . . ,Xn

valószín¶ségi változók függetlenek.

De�níció (Statisztika)

Legyen T : B → Rk függvény. Ekkor a T (X1,X2, . . . ,Xn) valószín¶ségi változót
statisztikának nevezzük.

Például: T (X1, . . . ,Xn) = X a mintaátlag, vagy T (X1, . . . ,Xn) = s∗n a korrigált
tapasztalati szórásnégyzet.



Egyenletes eloszlás paraméterének becslése

Legyen X1,X2, . . . ,Xn független azonos eloszlású minta az {1, 2, . . . ,N} halma-
zon egyenletes eloszlásból, ahol N ismeretlen paraméter https://en.wikipedia.
org/wiki/German_tank_problem.

Például: 52, 38, 14, 69, 44, 28.

Átlag: 40, 83

Hogyan becsülnénk ez alapján N-t?

Folytonos változat: legyen X1,X2, . . . ,Xn független azonos eloszlású minta a [0, ϑ]
intervallumon egyenletes eloszlásból, ahol ϑ > 0 ismeretlen paraméter.

Minta: X1,X2, . . . ,X5, például 4, 3; 5, 6; 3, 2; 1, 8; 2, 2

Átlag: X = 3, 42

Hogyan becsülnénk ez alapján ϑ-t?

https://en.wikipedia.org/wiki/German_tank_problem
https://en.wikipedia.org/wiki/German_tank_problem
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Egyenletes eloszlás paraméterének becslése

A [0, ϑ] intervallumon egyenletes eloszlás paraméterének becslése T (X ) = 2X -szel,
n = 1000 elem¶ mintából. Az igazi paraméter ϑ = 5. Száz ismétlésb®l a becslések
átlaga: 5, 015, korrigált tapasztalati szórása: 0, 086.



Egyenletes eloszlás paraméterének becslése

A [0, ϑ] intervallumon egyenletes eloszlás paraméterének becslése a maximum alap-
ján T (X ) = n+1

n max(X1, . . . ,Xn)-nel, n = 1000 elem¶ mintából. Az igazi para-
méter ϑ = 5. Száz ismétlésb®l a becslések átlaga: 4, 9999, korrigált tapasztalati
szórása: 0, 0049 < 0, 086.



Egyenletes eloszlás paraméterének becslése

X1,X2, . . . ,Xn független azonos eloszlású, a [0, ϑ] intervallumon egyenletes elosz-
lású valószín¶ségi változók. Itt ϑ > 0 ismeretlen paraméter. Tekintsük a ϑ két
különböz® becslését:

T1(X1, . . . ,Xn) = 2X ; Eϑ(T1) = 2 · ϑ
2
= ϑ; Dϑ(T1) =

ϑ√
3n

.

Másrészt, felhasználva, hogy X ∗
n = max(X1, . . . ,Xn) s¶r¶ségfüggvénye:

fϑ(t) = (ntn−1/ϑn)I(0 ≤ t ≤ ϑ), egy másik becslést is találhatunk:

T2(X1, . . . ,Xn) =
n + 1
n

· X ∗
n ; Eϑ(T2) =

n + 1
n

· nϑ

n + 1
= ϑ.

Dϑ(T2) =

√
n · ϑ2

(n + 2)(n + 1)2
≤ ϑ

n + 1
<

ϑ√
3n

.

Mindkét becslés torzítatlan ϑ-ra, és a második hatásosabb.
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Poisson-eloszlás paraméterének becslése

A gólok számának hisztogramja n = 95 mérk®zésen, és különböz® paraméter¶
Poisson-eloszlások. Ekkor

E(X ) = E(X1) = λ minden λ-ra.

Ha az átlaggal becsüljük a paramétert, akkor a becslésünk várható értéke λ.



Poisson-eloszlás paraméterének becslése
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Becslések és tulajdonságaik

(Ω,A,P) statisztikai mez®;

P = {Pϑ : ϑ ∈ Θ) valamely Θ halmazzal (Θ a paramétertér);

g : Θ → R függvény.

Cél: olyan T statisztika keresése, amire a T (X ) valószín¶ségi változó és a
g(ϑ) érték valamilyen értelemben közel esnek egymáshoz.

De�níció (Torzítatlanság)

A T statisztika torzítatlan becslés g(ϑ)-ra, ha minden ϑ ∈ Θ-ra

Eϑ(T (X1, . . . ,Xn)) = g(ϑ).

A T statisztika torzítása a bT (ϑ) = Eϑ(T (X1, . . . ,Xn))− g(ϑ) függvény.

Példa. X1,X2, . . . ,Xn független minta a [0, ϑ] intervallumon egyenletes eloszlásból.
Ekkor 2X torzítatlan becslés g(ϑ) = ϑ-ra: E(2X ) = ϑ.
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Házi feladat február 27., kedd, 12:00-ig

A kerekítésb®l adódó hibáktól eltekintve az els® házi feladathoz gy¶jtött adatokból
készítsük el

a sportolással töltött id® s¶r¶ségfüggvényének becslését háromszöges és Gauss-
féle magfüggvénnyel

az utazással töltött id® s¶r¶ségfüggvényének becslését azok között, akiknek
van kutyájuk, és azok között, akiknek nincs

Milyen következtetéseket vonhatunk le az ábrákról, melyik hordozhat valódi infor-
mációt a s¶r¶ségfüggvényr®l?


