Tobbvaltozés linearis modell (11. eléadas)

A linearis modellben t6bb magyarazé valtozét is bevezethetiink.
Az Y valtozoét fejezziik ki az X, ..., X, valosziniiségi valtozok linearis fliggvénye-
ként, de az egyiitthatdkat ismeretlennek tekintjiik (X, = 1 lehet a konstans tag):

Yi=aXi1+aXio+...+a,Xp+ei,
ahol ¢; fiiggetlen N(0,02) normalis eloszlast valésziniiségi valtozok.

Xi1 az év, Xi» a CFC-12 kibocsatas az i. mérésnél, és X; 3 = b egy kons-
tans tag (vagyis az X; 1 évben Y a koncentracié, ami az id6nek és a kibocsatasnak
is a fiiggvénye). Ekkor a linearis modell:

Yi=a1 X1 +a X2+ b+ey;
Yo =a1Xo1+axXoo + b+eo;

Y, = 31Xn,1 + 82Xn,2 + b+e,.



Tobbvaltozés linearis modell (11. eléadas)

A linearis modellben t6bb magyarazé valtozét is bevezethetiink.
Az Y valtozoét fejezziik ki az X, ..., X, valosziniiségi valtozok linearis fliggvénye-
ként, de az egyiitthatdkat ismeretlennek tekintjiik (X, = 1 lehet a konstans tag):

Yi=aXi1+aXio+...+a,Xp+ei,
ahol ¢; fiiggetlen N(0,02) normalis eloszlast valésziniiségi valtozok.

Xi1 az év, Xi» a CFC-12 kibocsatas az i. mérésnél, és X; 3 = b egy kons-
tans tag (vagyis az X; 1 évben Y a koncentracié, ami az id6nek és a kibocsatasnak
is a fiiggvénye). Ekkor a linearis modell:

Yi=a1 X1 +a X2+ b+ey;
Yo =a1Xo1 + axXoo + b+ e;

Y, = 31Xn,1 + aan,g + b+e,.

Vektoros formaban, visszatérve az altalanos esetre, ha X = (X; ;) a megfigyelések-
b6l készitett métrix, és 3 = (a1, a2,...,ap)" az egyiitthat6k oszlopvektora:

Y=Xf+e.



Az egyiitthaték becslése

Vektoros formaban, visszatérve az altalanos esetre, ha X = (X; ;) a megfigyelések-

b6l készitett matrix, és 3 = (a1, a2,...,a,)" az egyiitthaték oszlopvektora:
Y=XB+e.
Ezutan az a1, .. ., a,, egyiitthatdk becslése (torzitatlan, és ugyanaz a legkisebb négy-

zetek médszerével és maximumlikelihood-médszerrel):

B=(XTX)"tXTy.

A konstans tag nélkiil (vagyis ha b = 0 lenne) ugyanazt kapnank vissza, ha p =1,
hiszen ekkor XTX = Y77 | X?, és XTY =377, X;V].



A megfelel6 illeszkedés ellenérzése

A megmagyarazott ingadozas részaranya:

(XTX) (XYY
Yy

R? =

o érzékeny a kiugré értékekre
@ nem veszi figyelembe a becsiilt paraméterek szaméat

o elég sok paramétterrel megfigyelhet$ a taltanulas (overfitting) jelensége:
valéjaban nem modellt illesztiink, hanem a véletlen hibakat kiilon-kiilon ta-
nuljuk meg



A megfelel6 illeszkedés ellenérzése

A megmagyarazott ingadozas részaranya:

XTx)—l(xTx)2
Yy

o

o érzékeny a kiugré értékekre
@ nem veszi figyelembe a becsiilt paraméterek szaméat

o elég sok paramétterrel megfigyelhet$ a taltanulas (overfitting) jelensége:
valéjaban nem modellt illesztiink, hanem a véletlen hibakat kiilon-kiilon ta-
nuljuk meg

Ezért az R?-nek az alabbi médositott (adjusted) véltozata is gyakran hasznalt:

n—1

RP=1-(1-R)——.
( ——1

Ha p = 0, visszakapjuk az eredetit (persze ez nem egy valédi modell).

Példaul: n = 100, p = 10 esetén jelzi, hogy a mintaelemszamhoz képest til sok a
paraméter.



Hipotézisvizsgalat a linearis modellben, egyvaltozds eset

Egyvaltozos eset: Y; = aX; + b+ ¢;
Hy: a=0 Hi:a#0

Kétoldali t-prébat végezhetiink az aldbbi prébastatisztikaval és f = n—2 szabadsagi
fokkal:

V-2 S 06 - X2
V(Y — 4% — by

t=34

Ha |t| > tp_2.4, azaz p < «, akkor elutasitjuk Hp-t, az egyenes meredeksége
szignifikansan eltér 0-tdl (itt t,_2 , az « szignifikanciaszintii f = n — 2 szabadsagi
fokia kétoldali t-proba kritikus értéke).

Ha |t| < t,—2., azaz p > «, akkor elfogadjuk Ho-t, az egyenes meredeksége nem
tér el szignifikdnsan 0-t6l.



Hipotézisvizsgalat a linearis modellben

Tobbvaltozés linearis modell (X; , lehet a konstans tag):
Yi=aiXii+aXio+...+aXip+ej, azazY = X3 +e¢.

Legyen H olyan r x p méreti matrix, aminek a rangja r (itt r < p). Ekkor az
alabbi hipotézisvizsgalati feladatot tekintjiik:

Ho: H3 =0 Hy : HB 0.

Ha példaul r = 3, akkor a nullhipotézis harom olyan tipusii egyenletet jelent, hogy
5a; + 3a, — 2a3 = 0, vagyis az egyiitthatok valamely linearis kombinacidja 0.

Ha példaul H egy sora a j. egységvektor, akkor SH egy eleme az a; egyiitthato,
a nullhipotézis az a; = 0-t jelenti. Ha H-t kiilonb6z6 egységvektorokbdl allitjuk
Ossze, akkor tudjuk tobb egyiitthaté 0 voltat egyszerre tesztelni.



Hipotézisvizsgalat a linearis modellben
Ho: HG =0 Hy : HB # 0.
A valésziniiséghanyados préba (ami a Neyman—Pearson-lemmaban szerepelt) pré-

bastatisztikaja:

(Y = XB)T(Y = XB*) = (Y = XB)T(Y — X}3)

F= A A
(Y = XB)T(Y - XP)

)

ahol 8* a 3 becslése a HB = 0 feltétel mellett a redukalt linaris modellben (a fenti
példaban ez annak felel meg, amikor bizonyos magyarazé valtozékat nem hasznél-
hatunk). Itt tehat a szamlal6 els6 tagja a nullhipotézis esetén a maximumlikelihood-
becslés, mig a nevezében ugyanigy maximumlikelihood-becslés szerepel, de a null-
hipotézis feltétele nélkiil, a teljes paramétertartomanyon.

Ha Hy igaz, akkor F-(n—p)/r eloszlasa F-eloszlas (r, n—p) szabadsagi fokkal. Ezért
Hp-t elutasitjuk, ha F értéke nagyobb ennek az F-prébanak a kritikus értékénél,
kiilénben elfogadjuk Ho-t.

Ha r =1 és p = 2, valamint a probastatisztikabdl gyokot vonunk, akkor az egyval-
tozos eset prébastatisztikajat és egy t-eloszlas abszolut értékét kapjuk, igy lesz ez
a kordbban latott médszer altalanositasa.



Tobbvaltozds linearis modell: példa

Kulturalis kiadasok modellezése
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A koltségvetés kultarara szant kiadasai és linearis modell a gdp, a foglalkoztatottsag
és az évszam figyelembevételével (az dbran minden mennyiség valamilyen konstans-

szorosa lathatd, a valédi nagysagrendek eltéréek; forras: KSH)



Tobbvaltozés lineéris regresszié: példa

Y a kultarara forditott éves kiadas, legyen X; az évszam, X, a gdp, X3 a foglal-
koztatottak szama, X; = 1 a konstans tag:

Y = 31X1 + 32X2 + 33X3 + a4 t+¢,

ahol € ~ N(0, 0%) normélis eloszlasa hiba.

kultura<-c(132, 148, 163, 170, 170, 173, 173, 181, 179, 197, 217,
190, 213, 281, 355, 366, 384, 448)

ev<-2001:2018

gdp<-c(15399, 17434, 19134, 21078, 22549, 24316, 25701, 27217,
26458, 27269, 28371, 28848, 30290, 32694, 34785, 35896, 38835,
42662)

fogl<-c(3868, 3871, 3922, 3900, 3902, 3928, 3902, 3848, 3749, 3732,
3759, 3827, 3893, 4101, 4211, 4352, 4421, 4470)



Tobbvaltozds linearis modell: példa

> summary (lm(kultura~ ev + gdp + fogl))
Call: 1lm(formula = kultura ev + gdp + fogl)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-22.1858 -14.4101 0.9424 10.3284 27.5662
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>[tl)
(Intercept) -8.394e+03 9.580e+03 -0.876 0.396
ev 3.801e+00 4.788e+00 0.794 0.441

gdp 3.939e-03 3.896e-03 1.011 0.329

fogl 2.201e-01 3.351e-02 6.568 1.25e-05 ***



Tobbvaltozds linearis modell: példa

Signif. codes: 0 “*x*’ 0.001 ‘%%’ 0.01 ‘%’ 0.05 ¢.> 0.1 ¢ > 1
Residual standard error: 18.46 on 14 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9683, Adjusted R-squared: 0.9615
F-statistic: 142.6 on 3 and 14 DF, p-value: 9.94e-11

A becslések alapjan az illesztett modell:

Y = 3,8X; +0,0039X, + 0,22X; — 8394 + ¢.



Tobbvaltozds linearis modell: példa

Signif. codes: 0 “*x*’ 0.001 ‘%%’ 0.01 ‘%’ 0.05 ¢.> 0.1 ¢ > 1
Residual standard error: 18.46 on 14 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9683, Adjusted R-squared: 0.9615
F-statistic: 142.6 on 3 and 14 DF, p-value: 9.94e-11

A becslések alapjan az illesztett modell:

Y = 3,8X; +0,0039X, + 0,22X; — 8394 + ¢.

Az R? értéke 1-hez viszonylag kdzeli, mondhatjuk, hogy jél illeszkedik a modell. A
t-préba egyediil a foglalkoztatottak szamanal mutat 0-tdl val6 szignifikans eltérést.
Ha most csak ezt a valtozét tartjuk meg, és igy illesztiink modellt:



Tobbvaltozds linearis modell: példa

Signif. codes: 0 “*x*’ 0.001 ‘%%’ 0.01 ‘%’ 0.05 ¢.> 0.1 ¢ > 1
Residual standard error: 18.46 on 14 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9683, Adjusted R-squared: 0.9615
F-statistic: 142.6 on 3 and 14 DF, p-value: 9.94e-11

A becslések alapjan az illesztett modell:

Y = 3,8X; +0,0039X, + 0,22X; — 8394 + ¢.

Az R? értéke 1-hez viszonylag kdzeli, mondhatjuk, hogy jél illeszkedik a modell. A
t-préba egyediil a foglalkoztatottak szamanal mutat 0-tdl val6 szignifikans eltérést.
Ha most csak ezt a valtozét tartjuk meg, és igy illesztiink modellt:

> summary (1m(kultura~fogl))

Ekkor az illesztett modell ez lenne: Y = 0,37X3 — 1261, és R?2 = 0,83, ez tehat
kevésbé j6 illeszkedést jelent az el6z6h6z képest.



Szérasanalizis (analysis of variance, ANOVA)

@ hipotézisvizsgalati eljaras
@ az egyedek kiilonb6z6 csoportokba soroljuk

@ egy mennyiséget vizsgalunk: igaz-e, hogy ennek a varhaté
értéke az egyes csoportokban azonos?

@ az egyes csoportokon beliil és kozottiik is fiiggetlenek a megfigyelések
@ két csoport esetén ez a kétmintdas, Student-féle t-proba
@ altalanosabban is a tébbvaltozos linearis modell

@ azt, hogy a megfigyelések kiilonb6z6 csoportokbdl szarmaznak, Ggy is szoktak
fogalmazni, hogy a mérés egy faktor kiillonb6z8 szintjein torténik, és az a
kérdés, hogy a faktornak van-e szignifikans hatasa a varhaté értékre



Szérasanalizis (analysis of variance, ANOVA)

Az alabbi tablazat néhany éves kbzéphdmérséklet érték (forras: Orszagos Meteoro-
I6giai Szolgalat), kiilonb6z6 évekbdl, kiilonbdz6 helyszinekrdl. A kérdés: elfogadhaté-
e, hogy az egyes varosokban az évi kdozéphémérséklet varhaté értéke megegyezik,
vagy szignifikans kiilonbség mutathaté ki? Ebben a példaban a ,faktor” a helyszin,
és ennek négy ,szintje” van.

Budapest Debrecen Szeged Szombathely

10,8 8,8 11,1 8,9
10,1 9.9 10,8 9.4
11,4 10,0 10,1 8,9
11,3 10,2 10,0 9.3
11,0 10,4 10,4 97

10,1 10,8 10,3

10,3

atlag (X) 10,8 10,1 10,5 92

sz6ras (s¥) 0,57 0,63 0,42 0,34



Szérasanalizis (analysis of variance, ANOVA)

Evi kozéphdmérséklet
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Boxplot abra az egyes varosok éves kozéphémérséklet adataibol



Feltevések és kapcsolat a linearis modellel

Legyenek Xj; fiiggetlen normalis eloszlast valdszintségi valtozok, i = 1,...,k és
Jj=1,...,n;. Az Xj; valészinliségi valtozé varhaté értéke p;, szérasa o.

XUNN(MI'70-) UZ].,Z,...,H,‘).
Vagyis: k csoport van, és a k. csoportban p; a varhaté érték. Masképpen: egy

faktor kiilonb6z6 szintjein torténik mérés, az i. csoportban a faktor /. szintjének
hatasa p;.

H0:N1:M2:~~-:/Jk-
H1 M1 = U2 = ... = Uk Nem teljesijl.
Masképpen:

Hp: a faktornak nincs szignifikans hatasa

Hi: a faktornak szignifikans hatasa van.



Kapcsolat a linearis modellel

Ezt a feladatot a linedris modell egy specialis esetének is tekinthetjik. A linearis
modell ez volt:
Yi=aXji+ aXjz 4.+ aXik + e,

ahol &; ~ N(0,0?) fiiggetlen normalis eloszlast valészin(iségi valtozok.
Most tegyiik fel, hogy az X;; valésziniiségi valtozok értéke csak 0 vagy 1 lehet,

s6t, hogy ezek koziil mindig pontosan egy lesz 1, a t6bbi 0 (a linearis modellben a
magyarazé valtozok fiiggetlenségét nem kellett feltenni).

Ekkor ha a; = p; (minden i = 1,2,..., k esetén), és az Y; esetében, vagyis a j.
mérésnél a k;. val6szinliségi valtozé 1, a tébbi 0, akkor Y; = ju + ¢j, azaz Y;
normalis eloszlas jux; varhatd értékkel és o szérassal.

Vagyis az Yj-ket aszerint csoportositva, hogy melyik X;, értéke 1, éppen a p
csoporthoz tartozé méréseket kapjuk vissza.



Kapcsolat a linearis modellel

A tobbvaltozos linedris modellben HB = 0 alakd nullhipotéziseket tudtunk tesztelni,
ahol 8 az egyiitthatok vektora. Most tehat 8 = (u1,. .., 1k), és lehet

1 -1 0 0
H— 0 1 -1 0
0 0 1 -1

Ekkor HB = (j1—pi2, fta— 3, - - -, k—1—pik) |, igy HB = 0 éppen azzal ekvivalens,
hogy minden 1; megegyezik, ami a szérasanalizis nullhipotézise volt.

A tobbvaltozés linearis modell esetében a megadott prébastatisztika F-eloszlasi
volt a nullhipotézis mellett és az F-préba kritikus értékeit hasznalhattuk. Mivel
tehat a szérasanalizis egy specidlis eset, most is hasonl6képpen jarhatunk el, a
probastatisztika pedig szintén megegyezik az ott latottal, bar most méas alakban
irjuk fel.



A szérasanalizis eljarasa

Xij valésziniiségi valtozék, i =1,...,k, j=1,...,n;. Vagyis k csoport van, és az
i.-ben n; darab megfigyelés van.

Csoporton beliili atlagok: X;. = =+ >, Xj.

Az Osszes megfigyelés szama: n=ny + ... + ng.

Teljes atlag: X = 13" 57 X

Csoportokon beliili szorédas (hiba): S, = S, S (X = Xi)2
Csoportok kézétti szérédas: S, = S35 ni(X;. — X)2.

Teljes szorédas: S = S°F S (X — X)2 =S+ S,

A prébastatisztika:



A szérasanalizis eljarasa

Csoportokon beliili szérédas (hiba): S, = S°F | S (X — X0 )2

Csoportok kozétti szérédas: S, = Zf;l ni(X:. — X)2.

A prébastatisztika:

Legyen ciyiy az i = k — 1 és f, = n— k szabadséagi foka F-préba kritikus értéke o
terjedelem mellett.

Ha F > ciit, akkor elutasitjuk a nullhipotézist, a varhaté értékek kozott szigni-
fikans eltérés van legalabb egy par esetében.

Ha F < quit, akkor elfogadjuk a nullhipotézist, a varhat6 értékek kozoétt nincs
szignifikans eltérés.



Szérasanalizis: példa

A korabbi példara visszatérve feltételezziik, hogy a szdrasok az egyes varosok ese-
tében megegyeznek, és hogy a kdzéphémérséklet normalis eloszlasi, az egyes hely-
szinek esetében egymastdl fiiggetlen (ez utébbi nagyjabdl helyes is, mert az adatok
mind kiilénb6z6 évekbdl szarmaznak).

Budapest Debrecen Szeged Szombathely — Gsszesen

10,8 8,8 11,1 8,9
10,1 9,9 10,8 94
11,4 10,0 10,1 8,9
11,3 10,2 10,0 93
11,0 10,4 10,4 97
10,1 10,8 10,3
10,3
atlag (X.) 10,8 10,1 10,5 9,2 X =10,17
hiba 1,62 2,36 0,89 0,47 Sg = 5,34



Szérasanalizis: példa
A csoportokon beliili szérédas kiszamitasa:

S = ZZ(XU —Xi.)? =

i=1 j=1
= ((10,8 — 10,8)* + (10,1 — 10,8)* +... + (10,1 — 10,8)?)+
+((8,8—10,1)> + (9,9 —10,1)> +... + (10,3 - 10,1)*)+
+((11,1 - 10,5)? + (10,8 — 10,5)> + ... + (10,3 — 10,5)*+
+((8,9-9,2)>+(9,4—9,2> +...+(9,7—9,2)%) =5,34.
Itt az elsé sor Budapestnek (az i = 1 esetnek) felel meg, minden mérésnél a
budapesti mérések atlagatdl vett kiilonbség négyzetét szamitjuk ki, és ezeket adjuk
Ossze. A masodik sor, i = 2, Debrecen, ekkor az itteni atlagtdl vett eltérések
négyzetét adjuk Gssze, majd hasonléképpen az i = 3 és i = 4 esetekben is.
A csoportok kozotti szorddas kiszamitasa:

k JR—
S = Z ni(X;. — X)? =6-(10,8 — 10,17)®> +7- (10,1 — 10,17)*+

i=1

+6-(10,5—10,17)> +5- (9,2 — 10,17)> = 7, 15.



Szérasanalizis: példa
Teljes sz6r6das = csoportokon beliili + csoportok kozotti:

S=5,+5 =534+7,15=12,49.

Az el6z6 példaban: n = 24 a megfigyelések szdma, k = 4 az osztélyok szama.

A prébastatisztika:
_ Si(n—k) 7,15-20

F =
Sg(k—1) 5,34-3

= 8,77,

ahol n a megfigyelések szama, k a csoportok szama, és a csoportokon beliili szérédas
(hiba): S, = ijl iy (X — Xi.)? = 5,43, a csoportok kozétti szérédas: S; =
S (X = X)2=17,15.

Az fy = k—1=3és f, = n— k = 20 szabadsagi foka F-préba kritikus értéke
«a = 0,05 terjedelem mellett: ¢4 = 3, 86.

Mivel F = 7,15 > ¢y, = 3,86, akkor elutasitjuk a nullhipotézist, a varhaté
értékek kozott szignifikans eltérés van.

Vagyis a helynek mint faktornak (tényezének) szignifikans hatasa van az évi ko-
zéphdmérsékletre.



Hazi feladat majus 7., kedd, 12:00-ig

A félév elején gylijtott adatokbdl illessziink linedris modellt a sportolassal toltott
idére, Ggy, hogy a magyarazé valtozék

a) az utazassal toltott id6 és az, hogy hanyszor jarnak munkaba egy héten

b) az utazéssal tolt6tt id6, az, hanyszor jarnak munkaba/iskoldba és hogy hany
sorozatot néztek

) az utazassal toltétt id8, a nézett sorozatok szdma, az, hogy hényszor jarnak
munkaba, és hogy van-e kutyajuk

Melyik modell illeszkedik a legjobban? A legjobban illeszked6 modellben melyek
azok a mennyiségek, amiknek az egyiitthatéja szignifikansan eltér 0-t61?

(Vegyiik észre, hogy a feltételek nem igazan teljesiilnek a kerekitések miatt, de
most ettdl tekintsiink el.)



|d8sorok elemzése

AR(2) folyamat
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Példak id6sorra: egy masodrendii autoregresszids folyamat



|d8sorok elemzése

Nem stacionarius idésor
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Nem stacionérius idésor (egy lineéris tag, egy periodikus tag és egy stacionarius
idésor Gsszege



|d8sorok elemzése

Definicié
Az
Xo, X1, X2, X3, ..., X, ...

valdsziniiségi valtozok sorozata id6sor, ha az indexparaméter (sorszam) id6pontként
is értelmezheté.

Az id6sorok altaldban nem fiiggetlen val6sziniiségi valtozékbol allnak. Sét, a
kovetkez6 értéket gyakran az el6z6ekbél, egy véletlen hiba hozzaadasaval szamitjuk
ki. Példaul lehet X(1) = 10, X(2) = 12, ezutan pedig

X(t)=0,7-X(t—1)+0,3- X(t —2) +¢(t) t=3,4,... (1)

ahol £(3),¢(4), ... egymastdl és az korabbi X-ektél fiiggetlen standard normalis
eloszlasi valdsziniiségi valtozék. A korabbi abran ebbdl a modellbdl sorsolt harom
folyamatot lathatunk.



Autokovariancia-fiiggvény

Az egyes id6pontokhoz tartozé valésziniiségi valtozok kozotti (linearis) 6sszefiiggés
erGsségét az alabbi fiiggvénnyel mérhetjiik meg.

Definicié
Az Xi, Xo, . .. id6sor autokovariancia-fiiggvénye:

R(s, t) = cov(Xs, X;) = E(XsX,) — E(X:)E(X,).




Autokovariancia-fiiggvény

Az egyes id6pontokhoz tartozé valésziniiségi valtozok kozotti (linearis) 6sszefiiggés
erGsségét az alabbi fiiggvénnyel mérhetjiik meg.

Definicié
Az X1, Xa, . .. idBsor autokovariancia-fiiggvénye:

R(s, t) = cov(Xs, X;) = E(XsX,) — E(X:)E(X,).

ltt R(t,t) = E(X?) — E(X;)? = D?*(X;) a t id6pontban vett szérasnégyzet. Ha
viszont s és t tavolsagat noveljiik, akkor az X és X; egyre tavolabbi idépontokhoz
tartoznak, igy sok esetben annal gyengébb kozottitk az dsszefiiggés, annal kisebb
a kovariancia értéke.



|d8sorok elemzése

Az id8sorok elemzésénél gyakran a kdvetkez6képpen jarunk el. Az idGsort az alabbi
harom komponens &sszegére bontjuk (a 24. abran egy olyan id6sor latszik, ami
harom ilyen tag Osszegeként lett elGallitva):

@ linearis trend: at + b alaka determinisztikus linearis fliggvény;

@ szezonalis komponens: f(t) determinisztikus periodikus fiiggvény, melyre va-
lamilyen h periédussal az igaz, hogy f(t + h) = f(t) teljesiil minden t-re;

@ egy olyan X; véletlen tag, melynek az eloszlasa mar t-t6l minél kevésbe fiigg,
példaul a varhaté értéke és a szoérasa id6ben allando, s6t példaul az X, X;
egyiittes eloszlasa is csak attél fiigg, hogy s és t egymastdl milyen messze
vannak.

Ezek koziil a harmadik komponens gyakran Ggynevezett stacionarius folyamat.



Stacionarius folyamatok

Definicié
Az Xy, X1, Xa, ... idGsor gyengén stacionarius, ha
@ vdrhat6 értéke allands: E(X:) = E(Xo) minden t-re;

@ a kovariancia csak az idépontok tavolsagatdl fiigg:
R(s, t) = cov(Xs, X¢) = cov(Xo, Xt—s) = R(0, t — s).

Az Xy, X1, Xo, ... idGsor erGsen stacionarius, ha tetszéleges n, ty,ta,...,t, és h
nemnegativ egészek esetén az

(Xt:l ) Xt27 s 7Xt,,) és (Xt1+ha th+h7 s aXt,,+h)

valészindiségi vektorviltozék eloszldsa megegyezik.

Egy erGsen stacionarius idésor gyengén stacionérius, forditva nem feltétleniil.




Autokorrelaciés fliggvény

Stacionarius esetben a szoras is allando, ezért az autokovariancia fiiggvény mellett
az autokorrelaciés fliggvényt is gyakran hasznaljak.

Definicié

Egy gyengén stacioniarius id6sor autokorrelacios fiiggvénye:

_ R(0,t) _cov(Xs, Xstt)
r(t) = R(0.0) corr(Xs, Xs1¢) = Ts);

_ E((Xs B ]E(XS))(XSH - E(Xs+t))
D2(X;) ’

ahol s > 0 tetszolegesen valaszhato a gyenge stacionaritds tulajdonsdga miatt, és
corr a két valdszindségi valtozo korreldciés egyiitthatdjat jeloli.

4



Az autokorrelaciés fliggvény becslése

A vaérhato érték a stacionarius esetben allandé, igy az atlaggal torzitatlanul becsiil-
het6.



Az autokorrelaciés fliggvény becslése

A vaérhato érték a stacionarius esetben allandé, igy az atlaggal torzitatlanul becsiil-
het6.

Legyen Xg, Xi, ..., X,_1 stacionrius id6sorbél szarmazé n elemii minta. Az auto-
korrelaciés fiiggvény becslése:

R Yt (X =X) - (Kt = X)
H(t) = : (n—1t)-s;2 : '




Az autokorrelaciés fliggvény becslése

A vaérhato érték a stacionarius esetben allandé, igy az atlaggal torzitatlanul becsiil-
het6.

Legyen Xg, Xi, ..., X,_1 stacionrius id6sorbél szarmazé n elemii minta. Az auto-
korrelaciés fiiggvény becslése:

S~ X) - (X — X)
(n—1)-5;? |

P(t) =

Egy masik lehet6ség, hogy a tagok szama helyett n-nel osztunk:

Y (= X) (Kiwe = X)

. ox2
n-s,

P(t) =




Az autokorrelaciés fliggvény becslése

A vaérhato érték a stacionarius esetben allandé, igy az atlaggal torzitatlanul becsiil-
het6.

Legyen Xg, Xi, ..., X,_1 stacionrius id6sorbél szarmazé n elemii minta. Az auto-
korrelaciés fiiggvény becslése:

R Yt (X =X) - (Kt = X)
H(t) = : (n—1t)-s;2 '

Egy masik lehet6ség, hogy a tagok szama helyett n-nel osztunk:

n—t—1 2 a2
ey = Sia 0650 06 - X)

. ox2
n-s,

Egyik becslés sem torzitatlan r(t)-re, azaz E(F(t)) eltér r(t)-t6l. Ha x a meg-
figyelésekbdl &ll6 vektor, akkor az R-ben az acf(x) paranccsal abrazolhaté az
autokorrelaciés fiiggvény becslése.



Az autokorrelaciés fliggvény becslése

AR(2) folyamat
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Autokorrelacios fiiggvény AR(2) folyamatra
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Az X(t) =0,7- X(t—1)+0,3- X(t —2) + &(t) folyamat harom példanya, illetve
az autokorrelacids fliggvényének becslése
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Az autokorrelaciés fliggvény becslése

Stacionarius AR(2) folyamat
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Az X(t) = 0,7- X(t —1) +0,1- X(t — 2) + &(t) egyenletii stacionarius AR(2)
folyamat, illetve az autokorrelacids fiiggvényének becslése
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Az autokorrelaciés fliggvény becslése

Stacionarius AR(2) folyamat
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Az X(t) = 0,7- X(t —1) +0,1- X(t — 2) + &(t) egyenletii stacionarius AR(2)
folyamat, illetve az autokorrelacids fiiggvényének becslése



Autoregressziés folyamatok: stacionarius eset

Stacionarius AR(2) folyamat

érték
5 0 5
1 1 1
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X(t)=0,7-X(t—1)+0,1- X(t —2)+<(t) egyenletii AR(2)-folyamat: ¢(t) fiig-
getlen 0 varhato értékii 1 szérasa valésziniiségi valtoz6 t > O-ra (példaul normalis
eloszlastak), és fiiggetlen (X(0),...,X(t —1),2(0),...,e(t — 1))-tdl



Autoregressziés folyamatok: nem stacionarius eset

AR(2) folyamat

érték
0
L

0 200 400 600 800 1000

Az X(t) =0,7-X(t—1)+0,3- X(t —2) +&(t) egyenleti AR(2) folyamat harom
trajektéridja — ez nem stacionarius



Autoregressziés folyamatok

Definicié
Az X(t) folyamat p rendii autoregressziés folyamat, ha minden t > p-re
X(t)=ar X(t — 1)+ axX(t—2)+ ...+ apX(t — p) + 0 - &(t),

ahol ¢(t) minden t > 0-ra N(0,1) eloszldsi valdsziniiségi valtozo, és
X(0),...,X(t —1)-tdl és £(0), . ..,e(t — 1)-t6l is fiiggetlen. Jelslés: AR(p).

Az el6z6 példaban tehat p = 2 arend, ay = 0,7, ap = 0,3 és o = 1, valamint
g(t) minden t-re normalis eloszlasa.




Autoregressziés folyamatok stacionarius megoldéasa

Allitas
Az elsérend(i autoregresszios folyamatnak pontosan akkor van er8sen stacionarius

megoldisa, ha |a;| < 1.

Altalaban, egy AR(p) folyamatnak pontosan akkor van erésen staciondrius meg-
olddsa, ha az xP + a1xP™' + axxP™? + ... + a, = 0 egyenlet minden gydkének
(megolddsinak) egynél kisebb az abszolit értéke.
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Autoregressziés folyamatok stacionarius megoldéasa

Allitas
Az elsérend(i autoregresszios folyamatnak pontosan akkor van er8sen stacionarius
megoldisa, ha |a;| < 1.

Altalaban, egy AR(p) folyamatnak pontosan akkor van erésen staciondrius meg-
oldisa, ha az xP + cayxP~1 + apxP~2 + ... + a, = 0 egyenlet minden gySkének
(megolddsinak) egynél kisebb az abszolit értéke.
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A stacionarius példaban: X(t) =0,7- X(t —1)+0,1- X(t —2) + &(t)



Autoregressziés folyamatok stacionarius megoldéasa

Allitas
Az elsérend(i autoregresszios folyamatnak pontosan akkor van er8sen stacionarius
megoldisa, ha |a;| < 1.

Altalaban, egy AR(p) folyamatnak pontosan akkor van erésen staciondrius meg-
oldisa, ha az xP + cayxP~1 + apxP~2 + ... + a, = 0 egyenlet minden gySkének
(megolddsinak) egynél kisebb az abszolit értéke.

v

A stacionarius példaban: X(t) =0,7- X(t —1)+0,1- X(t —2) + &(t)
A masodfoki egyenlet: x> +0,7x +0,1 =0

A megoldasok:

—0,7+/0,72-4-0,1
0.7 0; 0.1 _ 92es 05

Ezek egynél kisebb abszolat értékiek.



Autoregressziés folyamatok és rovid emlékezet

Allitas
Ha egy p-rend(i autoregressziés folyamat gyengén staciondrius, azaz varhaté értéke

allandé és a kovariancia csak a tavolsagtdl fiigg, akkor az alabbiak teljesiilnek az
autokovariancia-fiiggvényére:

R(0) = a1 R(1) + aoR(2) + ... + apR(p) + a2
R(t) = a1 R(t — 1) + aoR(t — 2) + ... + apR(t — p),

ahol t > 1 tetszbleges egész. Itt o a hibatag szérasa. Ebbdl az autokorrelicics
fliggvényre az alabbi bsszefiiggés adodik:

r(t) =oqr(t — 1)+ aor(t —2) + ...+ apr(t — p).

A staciondrius autoregressziés folyamatok dgynevezett révid emlékezetii folyama-
tok: > oo R(t) < o0, azaz ) .o r(t) < oco.




Autoregressziés folyamatok és rovid emlékezet

Autokorrelacios fiiggvény stacionarius AR(2) folyamatra
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Az X(t) = 0,7- X(t —1)+0,1- X(t — 2) + &(t) egyenletii stacionarius AR(2)
folyamat autokorrelaciés fliggvényének becslése



