Tapasztalati eloszlasfiggvény (2. el6adas)

Férfiak és nék testmagassaga
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A testmagassag tapasztalati eloszlasfiiggvénye n
férfiak (kék) és a n8k (piros) esetében.
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Testmagassag hisztogramja

Testmagassag hisztogramja

n 98
aflag: 174,3
sz6ras: 11,5

gyakorisag

140 160 180 200

cm

A testmagassag hisztogramja n = 96 elemii mintabdl és az X = 174,3 varhaté
értékii és sy = 11,5 sz6rast normalis eloszlas siriiségfiiggvénye (pirossal).
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Kvantilisek

Az X valdszin(iségi valtozé z-kvantilise a legkisebb olyan g szam, melyre teljesiil,
hogy P(X < q) = F(q) > z.

A tapasztalati z-kvantilisre tobb definiciét is szoktak hasznalni, egy lehet8ség:

Definici6 (Tapasztalati kvantilis)

Legyen X; < X5 < ... < X! rendezett minta, és z € [0,1] adott szam. Ekkor a
minta tapasztalati z-kvantilise:

aZ = X[kz(n—}—l)J =+ (Z(n + 1) - LZ(I’I =+ I)J) : (X[kz(n+1)j+1 - X[kz(n—t-l)J)'




Kvantilisek

Az X valdszin(iségi valtozé z-kvantilise a legkisebb olyan g szam, melyre teljesiil,
hogy P(X < q) = F(q) > z.

A tapasztalati z-kvantilisre tobb definiciét is szoktak hasznalni, egy lehet8ség:

Definici6 (Tapasztalati kvantilis)

Legyen X; < X5 < ... < X! rendezett minta, és z € [0,1] adott szam. Ekkor a
minta tapasztalati z-kvantilise:

aZ = X[kz(n—}—l)J =+ (Z(n + 1) - LZ(I’I =+ I)J) : (X[kz(n+1)j+1 - sz(n—t—l)])'

Els6 kvartilis: z = 1/4-kvantilis, harmadik kvartilis: z = 3/4-kvantilis, a median
pedig a z = 1/2-hez tartozé tapasztalati kvantilis.

Ehhez nagyjabdl azt kell megnézni, hogy a tapasztalati eloszlasfiiggvény hol éri el
z-t.



Boxplot: példa
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Boxplot abra négy varos éves kézéphSmérséklet adataibdl (forras: Orszagos Mete-
orolégiai Szolgalat)



Boxplot

Definici6 (Tapasztalati kvantilis)

Legyen Xy, Xo, ..., X, minta, és z € [0,1] adott szam. Ekkor a minta tapasztalati
z-kvantilise:

Gz = Xynpryy + (2(n+1) = [2(n+ 1)]) - (Xymiayj41 = Xtorny))-

A boxplot készitéséhez sziikséges adatok:

@ minimum: a legkisebb mintaelem (99);

@ elsé kvartilis: a z = 1/4-hez tartozé kvantilis (118,2 = X& + 0,25 - (X¢ —
X3));

@ median (141,5);

@ harmadik kvartilis: a z = 3/4-hez tartozé kvantilis (181,5);

@ maximum: a legnagyobb mintaelem (218).



Példa: boxplot
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Testmagassag adatok boxplotja n = 96 elemii mintabdl kiilon a férfiak és nék
esetében, illetve Gsszesitve



Boxplot: példa

US State Unemployment Rates
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Az USA allamaiban mért munkanélkiiliségi rata boxplotja

Forras: https://www.r-bloggers.com/2015/11/free-webinar-learn-to-map-


https://www.r-bloggers.com/2015/11/free-webinar-learn-to-map-unemployment-data-in-r/

Kozépértékek: median

Minta: (X1, X,...,X,), mintaelemszdm: n.
Definicié (median)

Ha n paratlan: a rendezett minta kézépsd, (n + 1)/2. elemét, azaz X3

(n+1)/27t @
minta medianjanak nevezziik.
Ha n péros: a rendezett minta n/2. és n/2 + 1. elemének 4tlagat, azaz a

Xoa + X504

2

mennyiséget a minta medianjanak nevezziik.

Megjegyzés: paros n esetén a teljes [X:/zax:/2+1] intervallumot (vagy annak bar-
mely elemét) is a minta medianjanak lehet hivni.

a Duna vizallasarol kapott haszelemii minta medianja:

1 1




Kozépértékek: az atlag és a median Gsszehasonlitasa

Normalis eloszlas

500 elemii fiiggetlen minta: X1, X»,..., Xsoo fiiggetlenek, eloszlasuk normailis el-
oszlds m = 1 varhaté értékkel és o = 1 szérassal

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-1.9840 0.2847 0.9842 0.9863 1.6930 3.6110

Exponencialis eloszlas

500 elemdi fliggetlen minta: Y71, Ya, ..., Yso0 fliggetlenek, eloszlasuk exponencialis
eloszlas A = 1 paraméterrel. E(Yy) =1és D(Yx) = 1 minden k =1,2,...,500-ra.

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
0.001326 0.282700 0.637300 0.984900 1.349000 5.895000

exp=rexp(n=500, rate=1)

summary (exp)



A normalis eloszlast minta hisztogramja
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Az exponencialis eloszlasi minta hisztogramja

Exponencialis eloszlas
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Az atlag és a median Osszehasonlitasa

Az atlag

@ "tobb informaciét hasznal”

@ érzékenyebb a kiugré adatokra, azaz egy hibds mérés is konnyen megvaltoz-
tathatja

@ nem szimmetrikus esetben eltérhet a leggyakrabban megfigyelt értékektél
A mediant is érdemes hasznalni, ha

@ vannak kiugré (esetleg hibas) adatok;

@ ha az eloszlas nem szimmetrikus, és az atlag és a median jelent6sen kiilonbozik
(mint a fenti példaban az exponencialis eloszlas esetén).



Példa: hisztogram

A Duna vizalldsanak hisztogramja (median: 141,5)
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Kozépértékek kozelitése osztalykozos gyakorisagokkal

Tegyiik fel, hogy az adatokat nem ismerjiik pontosan, csak a hisztogramot, vagyis
hogy az egyes osztalyokba, intervallumokba hany megfigyelés esik. Legyen x; a j.
osztalykézép (az alsé és felsé hatar atlaga), és f; a j. osztalyba esé megfigyelések
szama, tovabba n = f; + f, + ... + f; az Gsszes megfigyelés szdma. Ekkor

@ az atlag kozelitése:

f1X1+f2X2+...-|-kak.
- ;



Kozépértékek kozelitése osztalykozos gyakorisagokkal

Tegyiik fel, hogy az adatokat nem ismerjiik pontosan, csak a hisztogramot, vagyis
hogy az egyes osztalyokba, intervallumokba hany megfigyelés esik. Legyen x; a j.
osztalykézép (az alsé és felsé hatar atlaga), és f; a j. osztalyba esé megfigyelések
szama, tovabba n = f; + f, + ... + f; az Gsszes megfigyelés szdma. Ekkor

@ az atlag kozelitése:
fixy + bxo + ...+ fixic
= ;

@ a median kozelitése: n_F
n/2— -1
tne + fime * hme,
me

ahol t. a mediant tartalmaz6 osztdly alsé hatdra, F._1 a mediant tar-
talmazd osztalyt megel6z6 osztalyok gyakorisagainak Osszege, f,e a mediant
tartalmazé osztaly gyakorisaga, hy,. a mediant tartalmazo osztaly szélessége.



Matematikai statisztika

A mintavétel eredményeként kapott adatok véletlenek: véletlenszer(ien valasztjuk

a megkérdezetteket, mérési hibat kdvetiink el stb. A kisérlet megismétlésénél mas
eredményeket kapnank.

Statisztikai minta: (Xi, X,

..., Xy) valosziniiségi valtozok (azaz: valdszindségi
vektorvaltozd).

Mintaelemszam: n



Matematikai statisztika

A mintavétel eredményeként kapott adatok véletlenek: véletlenszer(ien valasztjuk
a megkérdezetteket, mérési hibat kdvetiink el stb. A kisérlet megismétlésénél mas
eredményeket kapnank.

Statisztikai minta: (Xi, Xa,..., X,) val6sziniiségi valtozok (azaz: valésziniiségi
vektorvaltozd).

Mintaelemszam: n

A minta fiiggetlen, ha az (X1, X, ..., X;,) val6szin(iségi valtozok fiiggetlenek (pél-
daul ha a megkérdezetteket fiiggetleniil valasztottuk, vagy ha a mérések nem be-
folyasoljak egymast), azaz

P(X: < t1,X0 <tg,...,. Xy < tn) =P(X1 < t1) P(Xo <o) ...-P(X, < tp)

teljesiil tetszéleges tq, to, ..., t, valés szamok esetén.



Matematikai statisztika

A mintavétel eredményeként kapott adatok véletlenek: véletlenszer(ien valasztjuk
a megkérdezetteket, mérési hibat kdvetiink el stb. A kisérlet megismétlésénél mas
eredményeket kapnank.

Statisztikai minta: (Xi, Xa,..., X,) val6sziniiségi valtozok (azaz: valésziniiségi
vektorvaltozd).

Mintaelemszam: n

A minta fiiggetlen, ha az (X1, X, ..., X;,) val6szin(iségi valtozok fiiggetlenek (pél-
daul ha a megkérdezetteket fiiggetleniil valasztottuk, vagy ha a mérések nem be-
folyasoljak egymast), azaz

P(X: < t1,X0 <tg,...,. Xy < tn) =P(X1 < t1) P(Xo <o) ...-P(X, < tp)

teljesiil tetszéleges tq, to, ..., t, valés szamok esetén.

Az (Xy,Xa,...,X,) valosziniiségi valtozék eloszlasa nem ismert: nem tudjuk,
hogy mennyi P(X; < t), vagy mennyi X; varhat6 értéke, szérdsa. A cél a va-
[6sziniiségi valtozok eloszlasanak a becslése, ra vonatkozé hipotézisek eldontése a
megfigyelések, vagyis az adatok alapjan.



Hisztogram és siiriségfliggvény becslése

gyakorisag
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Testmagassag hisztogramja

n 98
aflag: 174,3
sz6ras: 11,5
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A testmagassag hisztogramja n = 96 elem( mintabdl (val6s adatokbdl), a siir(iség-
fliggvény becslése Gauss-magfiiggvénnyel.



A siirtiségfliggvény becslése

Xy, Xa, ..., X, fliggetlen azonos eloszlast abszolit folytonos minta. A siriiségfiigg-
vény f, azaz

b
P(a< Xy <b)= / f(t)dt minden a < b-re.

Az f fliggvény ismeretlen. Hogyan tudjuk f(t) értékét becsiilni az Xi,..., X,
megfigyelések segitségével?

Hisztogram:

b
1
P(a < X, < b) /Bf(t)dt =Y Ia< X < b),

azaz a becslés a és b kdzé es6 mintaelemek aranya.



A siirtiségfliggvény becslése téglalapos magfiiggvénnyel

Siiriiségfiiggvény becslése
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Minta (Xi1,...,X7): 1, 3, 3, 6, 8, 8, 8. Téglalap magfiiggvény: k(y) =1/2, ha

—1 <y <1, nulla kiilénben, azaz k(y) = 3I(|y| < 1) és h az ablakszélesség.

s 1 & (t=X 1 -1
j=1 j=1



A siirliségfiiggvény becslése haromszoges magfiiggvénnyel

Siiriiségfiiggvény becslése

értekek

Minta (X1,...,X7): 1, 3, 3, 6, 8, 8, 8. Haromszdges magfiiggvény: k(y) =
max(1l — |y],0) és h =1/2 az ablakszélesség.

. 1 &K (=X
j=1



A siirtiségfliggvény becslése Gauss-magfiiggvénnyel

Siriiségfiiggvény becslése

)

értekek

fix)
00 02 04 06 08 10 12 14
L

Minta (X): 1, 3, 3, 6, 8, 8, 8. Gauss-magfiiggvény: k(y) = \/%exp(—yQ/Z) és
h = 1/2 az ablakszélesség.

h(t) = hz ( ):n.h.l\/géex"(_(y;/ﬁ)'




A siirtiségfliggvény becslése Gauss-magfiiggvénnyel

siriiségfiiggvény becslése
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Minta (X): 1, 3, 3, 6, 8, 8, 8. Gauss-magfiiggvény: k(y)
h = 2 az ablakszélesség.
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Parzen—Rosenblatt-becslés

Legyen k : R — R olyan fiiggvény, mely korlatos, lim,_, yk(y) = 0, tovabba h,
olyan szamsorozat, melyre lim,,_, o, h, = 0 és lim,_,, nh, = co. A siirliségfiiggvény
becslése a t pontban a Parzen—Rosenblatt-mdédszerrel a k magfiiggvénnyel és h,
savszélességgel az X, ..., X, fliggetlen minta alapjén:

1

N n t—X;
f"(t):mh Zk( h J>'
nJ:1 n




Parzen—Rosenblatt-becslés

Legyen k : R — R olyan fiiggvény, mely korlatos, lim,_, yk(y) = 0, tovabba h,
olyan szamsorozat, melyre lim,,_, o, h, = 0 és lim,_,, nh, = co. A siirliségfiiggvény
becslése a t pontban a Parzen—Rosenblatt-mdédszerrel a k magfiiggvénnyel és h,
savszélességgel az X, ..., X, fliggetlen minta alapjén:

R 1 <& t— X
nj:1 n

Megfelels feltételek mellett 7#,(t) — f(t) minden t-re, ha n — oo. Szokasos
magfiiggvények példaul:

o Gauss-magfiiggvény: k(y) = \/%exp(—yQ/Q).

@ Haromszég magfiiggvény: k(y) = (1—|y|), ha ez nemnegativ, nulla kiilonben.

@ Epanechnikov-magfiiggvény: k(y) = 3(1 — y?), ha ez nemnegativ, nulla ki-
[6nben.

o Téglalap magfiiggvény: k(y) =1/2, ha —1 <y <1, nulla kiilénben.



Parzen—Rosenblatt-becslés

A s(ir(iségfiiggvény becslése a t pontban a Parzen—Rosenblatt-médszerrel a k mag-
figgvénnyel és h, savszélességgel az Xy, ..., X, fiiggetlen minta alapjan:

- 1 < t—X
f"(t):n-h Zk( h J>'
nJ:1 n

Szokasos savszélesség-valasztasok (normaélis eloszlas és Gauss-magfiiggvény esetén
az els6 optimalis), ezekre h, — 0, de nh, — oc:

S*

n hy=0,7-

, min(sy, )
N/’

h,=0,7- PV
ahol s a korrigalt tapasztalati szérds, g a harmadik és elsé kvartilis tavolsaga.

Ugyaniagy, mint a hisztogramnal, a tal nagy savszélesség tul kevéssé részletes ab-
rahoz, a tal kicsi savszélesség tal részletes abrahoz vezet.



Hisztogram és siiriségfliggvény becslése

Testmagassag hisztogramja

n: 96 — triangular
atlag: 174,8 —— rectangular
széras: 10,5
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gyakorisag
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A testmagassag hisztogramja n = 96 elemii mintabdl (valés adatokbdl), haromszo-
ges (piros) és téglalapos (fekete) magfiiggvénnyel (ez utébbihoz tal kicsi a savszé-
lesség).
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Testmagassag siiriiségfiiggvényének becslése

>testmagassag<-c(186,180,197,191,181,178,193,177,167,163,164,170,17

> hist(testmagassag, col="#76a8f7", xlab="cm", ylab="gyakorisag",
main="Testmagassag hisztogramja", breaks=12, prob=TRUE)

> legend("topleft", c("n: 96", "atlag: 174,8", "szdéras: 10,5"),
bty="n")

> lines(density(testmagassag, kernel="triangular", adjust=1/3),
lwd="4", col="black")

> lines(density(testmagassag, kernel="rectangular", adjust=3),
lwd="4", col="blue")

> lines(density(testmagassag, kernel="epanechnikov"),
lwd="4", col="red")

> legend("topright", c("triangular", "rectangular", "Epanechnikov")
col=c("black", "blue","red"), lwd="3", bty="o")



Testmagassag siiriiségfiiggvényének becslése

Testmagassag hisztogramja

0.04

n: 96
atlag: 174,8
széras: 10,5

0.02 0.03

gyakorisag
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=—— Epanechnikov
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Testmagassag siiriiségfiiggvényének becslése: haromszodges magfiiggvény 1/3-szoros
savszélességgel (fekete), téglalapos magfiiggvény 3-szoros savszélességgel (kék),
Epanechnikov-magfiiggvény alapértelmezett savszélességgel (piros)
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Indexek szamitasa

Egy id6ben valtozé mennyiség egy id6szakban (targyidészakban) mért értékeit sze-
retnénk egy korabbi, hasonlé idészakban (bazisidgszakban) mért értékekkel ssze-
hasonlitani, hogy az tlagos valtozast leirhassuk. Példaul tekinthetjik a fogyasz-
t6i arindexet (példaul: https://www.ksh.hu/stadat_files/ara/hu/ara0040.
html, vagy http://www.ksh.hu/interaktiv/fogyar_radar/index.html).

Tegyiik fel, hogy az arindexbe az 1,2, ..., n termékek forgalmat épitik be. Legyen

@ qo, a j. termékbdl eladott mennyiség a bazisidészakban;
@ g1 aj. termékbdl eladott mennyiség a targyidészakban;
@ poj aj. termék egységéra a bazisidészakban;

@ p1j aj. termék egységara a targyidészakban.


https://www.ksh.hu/stadat_files/ara/hu/ara0040.html
https://www.ksh.hu/stadat_files/ara/hu/ara0040.html
http://www.ksh.hu/interaktiv/fogyar_radar/index.html

Arindexek szamitasa
Tegyiik fel, hogy az arindexbe az 1,2, ..., n termékek forgalmat épitik be. Legyen

Go,j a j. termékbdl eladott mennyiség a bazisidészakban;
g1 a j. termékbdl eladott mennyiség a targyidészakban;

poj a j. termék egységara a bazisidészakban;

p1j a j. termék egységdra a targyidSszakban.

Bazisidgszaki salyozasi vagy Laspeyres-féle arindex: annak hényadosa, hogy
az (j arakkal, de a bazisid6szak fogyasztasaval mennyivel nétt az Gsszes kiadas a
régebbi id6szakhoz képest, azaz

> -1 G0,PL

Zle qo.jPo,j
Targyidészaki silyozasi vagy Paasche-féle arindex: annak hanyadosa, hogy az

0j arakkal és az 0j fogyasztassal mennyivel nétt az 6sszes kiadas, azaz

n

> je1 G1jPLj
n

Ej:l qi,jPo.j



Arindexek szamitasa
Tegyiik fel, hogy az arindexbe az 1,2, ..., n termékek forgalmat épitik be. Legyen

@ qo, a j. termékbdl eladott mennyiség a bazisidészakban;
@ g1, a j. termékbdl eladott mennyiség a targyidészakban;
@ poj aj. termék egységara a bazisiddszakban;
@ p1;j aj. termék egységéra a targyidSszakban.

Bazisidgszaki silyozasia vagy Laspeyres-féle volumenindex: a régi arakkal sza-
molva hanyszorosara nétt az Gsszes kiadas, azaz

n
2j=191jPo,j
n
Zj:l Go.jPo,;

TargyidGszaki salyozasa vagy Paasche-féle volumenindex: az 0 arakkal sza-
molva hanyszorosara nétt az Gsszes kiadas, azaz

n

> je1 G1jPL;
n

Zj:l qo.jP1,j



Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Golok szaméanak hisztogramja

megfigyelések
Poisson(1,375)
Poisson(1)

g . Poisson(2)
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A golok szamanak hisztogramja n = 95 mérkézésen, és kiilonb6zé paraméterd
Poisson-eloszlasok (Py(X = k) = \</k!-e™*). X\ = 1,375 a gélok 4tlagos szama.
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Az exponencialis eloszlasi minta hisztogramja
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Exponencialis eloszlas
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Exponencialis eloszlasi minta hisztogramja és siirliségfiiggvénye:

f(x) = Aexp(—Ax)I(x > 0); E(X) = D(X) =



Exponencialis eloszlas

Exponencidlis minta atlagénak reciproka
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A = 0,5 paraméterii exponencialis eloszlast generdlva a mintaatlag reciproka 0, 5-
hoz tart, azaz konzisztens becslés, hiszen ez minden A-ra teljesiil.



Exponencialis eloszlas

Exponencidlis minta atlagénak reciproka
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mintaelemszém

A = 1 paraméterii exponencialis eloszlast generalva a mintaatlag reciproka 1-hez
tart, azaz konzisztens becslés, hiszen ez minden A-ra teljesiil.



Statisztikai mezé

Definicié
Az (Q, A,P) hirmast statisztikai mezének nevezziik, ha minden P € P-re
(22, A, P) Kolmogorov-féle valdsziniiségi mezd.

Paraméteres statisztika mezé: P = {Py : ¢ € ©}. Ekkor ¥ az ismeretlen paramé-
ter, mely egy © C R9 ismert halmaz eleme.

Példaul: P lehet példaul

@ a )\ paraméterii Poisson-eloszlasok halmaza;
@ a normilis eloszlasok halmaza (ekkor ¥ = (m, o) az ismeretlen paraméter);

@ az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlasok halmaza (ekkor ¥ = (a, b) az
ismeretlen paraméter).



Minta és statiszika

Definici6é (Minta)
Legyen (2, A, P) statisztikai mezé. Egy
X=(X,X,...,X,): Q= BCR"
valoszindségi vektorvaltozét (n elemii) mintanak neveziink. [tt B a mintatér,

n a minta elemszama vagy nagysiga. A minta fiiggetlen, ha az X1, X5,..., X,
valészindiségi valtozok fliggetlenek.




Minta és statiszika

Definici6é (Minta)
Legyen (Q, A, P) statisztikai mezd. Egy
X = (X1, X, . Xo) : 2 — BCR”

valoszindségi vektorvaltozét (n elemii) mintanak neveziink. [tt B a mintatér,
n a minta elemszama vagy nagysiga. A minta fiiggetlen, ha az X1, X5,..., X,
valészindiségi valtozok fliggetlenek.

Definici6 (Statisztika)

Legyen T : B — R* fiiggvény. Ekkor a T(X1,Xa,...,X,) valosziniiségi valtozét
statisztikanak nevezziik. )

Példaul: T(Xi,...,X,) = X a mintaatlag, vagy T(Xi,...,X,) = s a korrigalt
tapasztalati szérasnégyzet.



Hazi feladat marcius 14., kedd, 12:00-ig

Az els6 hazi feladathoz gyl(ijtott adatokbdl készitsiik el

@ a testmagassag siirliségfiiggvényének becslését haromszéges magfiiggvénnyel

@ a sportolassal tolt6tt id6 siriségfiiggvényének becslését Gauss-féle magfiigg-
vénnyel

@ az utazassal toltott id6 siirliségfiiggvényének becslését legalabb kétféle ablak-

szélességgel

Milyen kévetkeztetéseket vonhatunk le az dbrakrél, melyik hordozhat valédi infor-
maciot a siirtiségfiiggvényrsl?



