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Bevezetés
A statisztika céljai

@ mérési eredmények, megfigyelések elemzése (leiré statisztika)

@ ismeretlen paraméterek becslése (matematikai statisztika, becsléselmélet)

@ hipotézisek ellendrzése vagy cafolata (matematikai statisztika, hipotézisvizsgalat)
@ tdbbdimenziés adatok elemzése (t6bbdimenziés statisztika)

o véletlen folyamatok el6rejelzése (regresszio, idésorelemzés)
Alkalmazasi teriiletek

@ tarsadalomtudoményok: szocioldgia, pszicholégia
@ él6— és élettelen természettudomanyok, pl. meteorolégia, biol6gia
@ pénziigyi matematika, biztositas, kbzgazdasagtan

@ mesterséges intelligencia



A kurzus célja és ajanlott irodalom

A kurzus célja a matematikai statisztika f6bb médszereinek (példaul becsléselméle-
ti, hipotézisvizsgalati médszerek) és azok matematikai hatterének bemutatasa, az
alkalmazasi készség elsajatitasa.

@ Bolla—Kramli: Statisztikai kovetkeztetések elmélete.

@ Johnson—Bhattacharyya: Statistics.

@ Moéri—Szeidl-Zempléni: Matematikai statisztika példatar.

@ Prohle-Zempléni: Statistical problem solving in R.
Hazi feladatok, gyakorlé feladatok, tematika, diasor, jegyzet, minta vizsgafel-

adatsor (kés6bb): moodle.elte.hu

Kovetelmények (Id. neptun targytematika): 100 pontos irasbeli vizsga, 35, 53, 70,
89 ponthatarokkal. Minden hazi feladat 3 pontot ér. Ezekkel legfeljebb egy jegyet
lehet javitani, és a vizsga pontszamanak legalabb 35-nek kell lennie az elégségeshez.



Statisztikai elemzés
@ populacié: azon egyedek Gsszessége, akikrdl informaciét szeretnénk gydjteni
példaul: budapesti lakosok, magyar valasztépolgarok, autétulajdonosok

@ ha a teljes populacié adataival dolgozhatunk, big data elemzés végezhetd; ha
ez nem megvalosithato, véletlenszeriien valasztott mintakkal dolgozunk



Statisztikai elemzés

populacié: azon egyedek Gsszessége, akikrél informaciot szeretnénk gyiijteni
példaul: budapesti lakosok, magyar valasztépolgarok, autétulajdonosok

ha a teljes populacié adataival dolgozhatunk, big data elemzés végezhets; ha
ez nem megvalosithato, véletlenszeriien valasztott mintakkal dolgozunk
minta: az Osszegy(ijtott adatok Gsszessége

példaul: ezer megkérdezett budapesti lakos vagy 6tven magyar autétulajdonos
adatai

A statisztikai elemzés lépései

tervezés: adatgyiijtés, mérés megtervezése
adatgyiijtés, mérés
kédolas: az adatok csoportokba sorolasa, ha sziikséges

hibajavitas: olyan kiugré adatok korrekcidja vagy elhagyasa, amelyek feltehe-
téen mérési hibabdl keletkeztek

leird statisztika: ellendrzés, fébb jellemz&k meghatarozasa, abrazolas

matematikai statisztikai elemzés, kovetkeztetések levonasa



Statisztikai adatok

Adat: valamely sokasag jellemz&jére vonatkozé mért vagy szamitott eredmény

o alapadatok: méréssel vagy leszamlalassal kdzvetleniil kapott eredmény
egy ember testmagassaga, jOovedelme, egy haztartasban él6k szama

@ szarmaztatott adatok: az alapadatokbdl miiveletek eredményeként kapjuk

emberek testmagassaganak atlaga, a jovedelmek medianja, az egy
haztartasban él6k szamanak szérasa



Statisztikai adatok

Adat: valamely sokasag jellemz&jére vonatkozé mért vagy szamitott eredmény

o alapadatok: méréssel vagy leszamlalassal kdzvetleniil kapott eredmény

egy ember testmagassaga, jOovedelme, egy haztartasban él6k szama

@ szarmaztatott adatok: az alapadatokbdl miiveletek eredményeként kapjuk

emberek testmagassaganak atlaga, a jovedelmek medianja, az egy
haztartasban él6k szamanak szérasa

Az adatok pontossaga altalaban korlatozott (mérési hiba, kerekités, tévedés). Ha
¥ a valds érték, és X a mérés eredménye:

@ abszolat hiba: a valds érték és a mérés eredményének kiilonbségének abszolat
értéke: | X — 9.

o relativ hiba: az abszol(t hiba és a mért érték hanyadosa: ‘X;m.

egy mérleg 60 dkg lisztet 57 dkg-nak mér. Az abszolat hiba dkg-ban 3, a
relativ hiba 3/57 = 5, 3%.



Ismérvek, az adatok tipusai

Statisztikai ismérv: a populacié egyedeit jellemz§ tulajdonsag. Lehetséges kime-
netelei az ismérvvaltozatok.

. csaladi allapot (hazas, 6zvegy stb.), haztartas létszama (0,1,2,...), va-
lasztopolgar partpreferenciaja (partok).



Ismérvek, az adatok tipusai

Statisztikai ismérv: a populacié egyedeit jellemz§ tulajdonsag. Lehetséges kime-
netelei az ismérvvaltozatok.

. csaladi allapot (hazas, 6zvegy stb.), haztartas létszama (0,1,2,...), va-
lasztopolgar partpreferenciaja (partok).

Az adatok tipusai (skala)

@ nominalis: minGségi ismérv, csak az egyes ismérvvaltozatok gyakorisagat tud-
juk megszamolni (pl. nem, foglalkozés, nemzetiség)

@ ordinalis: egyértelmi sorrendbe rendezhetd valtozatokkal rendelkezd ismérv
(pl. j6—kdzepes—rossz); kvantiliseket lehet szamolni

@ intervallum: az adatok kiilénbsége egyértelm(, de a hanyadosuk nem (pl.

h6émérséklet — a hanyados mas, ha Celsius-fok helyett Fahrenheit-fokban sza-
molunk)

@ arany: az ismérv egy valés szammal jellemezhet8, melyek kiilonbsége és ha-
nyadosa is egyértelm( (pl. jovedelem, tdmeg, csapadékmennyiség)



Matematikai statisztika

matematikai statisztikai kérdésre

@ Egy adott helyen hisz éven keresztiil feljegyezték, hogy hanyszor volt hurrikan.
Ezek alapjan varhat6éan hany hurrikan lesz 2020-ban? Mennyi a becslésiink
bizonytalansdga? Mennyi a valdszin(isége, hogy 6tnél tobb hurrikan lesz?

@ Egy kozvéleménykutatas soran 1000 ember koziil 63 valasztana egy adott
partot. Ez alapjan allithatjuk-e, hogy a part tdmogatottsaga szignifikansan
magasabb 5%-nal? Mennyi a tévedésiink valdsziniisége?

@ 10000 ember koziil egy véletlenszeriien valasztott csoport hatdanyagot tar-
talmazé oltast, a tobbiek séoldatot (placebét) kaptak. Az els6 csoport 4876
tagja koziil 45-en betegedtek meg késébb, a tobbiek kdziil 392-en. Allithatjuk-
e, hogy a hatéanyag és a betegség elkeriilése kozott szignifikans Gsszefliggés
van?

© Egy orszagban hisz éven keresztiil figyelik a munkanélkiiliségi rata és a be-
jelentett biincselekmények szamanak egyiittes alakulasat. Allithatjuk-e, hogy
szignifikans Osszefiiggés van a két mennyiség kozott?

Itt a mérések eredményét mindig véletlenszeriinek, arany ismérv esetén valdszi-
niiségi valtozdnak tekintjiik.



Matematikai statisztika

Statisztikai minta: (Xi, Xa, ..., X,) valosziniiségi valtozok (azaz: valdszin(iségi
vektorvaltozé).

Mintaelemszam: n

A minta fiiggetlen, ha az (X1, X, ..., X,,) val6szin(iségi valtozok fiiggetlenek (pél-
daul ha a megkérdezetteket fiiggetleniil valasztottuk, vagy ha a mérések nem be-
folyasoljak egymast), azaz

P(Xl <t, X% <t...,X, < tn) = ]P(X]_ < t]_) ]P)(Xz < tz) EE. P(Xn < tn)
teljesiil tetszéleges tq, to, ..., t, valés szamok esetén.

Az (Xy,Xa,...,X,) val6sziniiségi valtozék eloszlasa nem ismert: nem tudjuk,
hogy mennyi P(X; < t), vagy mennyi X; varhaté értéke, szérasa, vagy hogy két
mennyiség kdzott milyen erGs a korrelacié. A cél az adatok alapjan

@ a valdsziniiségi valtozék eloszlasdnak minél jobb megismerése

@ a varhaté érték, szoras stb. becslése

@ az eloszlasra vonatkozé hipotézisek elddntése

@ tobb valdsziniiségi valtozé egyiittes viselkedésének leirasa



Leird statisztika

Nem a véletlen hatdsanak megértése és valdsziniiségszamitasi médszereken alapulé
kovetkeztetések levondsa a célja, hanem a megfigyelt adatok megjelenitése, jel-
lemzéinek kiszamitasa. lde tartozhat:

o diagramok: kordiagram, oszlopdiagram, hisztogram (lasd példaul: https:
//www.ksh.hu/heti-monitor/)

o tablazatok, kontingenciatablék (példaul: https://www.ksh.hu/docs/hun/
xstadat/xstadat_evkozi/e_odmv002.html)

o kozépértékek, szérasok, egyéb statisztikak kiszamitasa
@ kvantilisek szamitasa, boxplot abra

@ indexek szamitasa


https://www.ksh.hu/heti-monitor/
https://www.ksh.hu/heti-monitor/
https://www.ksh.hu/docs/hun/xstadat/xstadat_evkozi/e_odmv002.html
https://www.ksh.hu/docs/hun/xstadat/xstadat_evkozi/e_odmv002.html

Példa: az adatok abrazolasa
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A Duna vizéllasa 20 napon keresztiil (2016. januar, adatok forrasa: Orszagos Viz-
jelz6 Szolgalat). Ez nem fiiggetlen minta.



Példa:

gyakorisag

hisztogram

A Duna vizélldsdnak hisztogramja
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Példa: hisztogram

Duna

ayakorisag

r T T T T
80 100 120 140 160 180 200 220

vizallds (cm)

Vilasztunk egy intervallumot, mely magéaban foglalja a mérési adatokat. Az in-
tervallumot egyenl6 nagysagl részekre osztjuk. Az egyes kis intervallumokba es6
mérési adatok szamat abrazoljuk. Sem a tal hosszi, sem a tal révid intervallumok
nem adnak informativ abrat.

Emlékeztets: megfelel valasztas és abszolit folytonos valésziniiségi valtozo esetén

a hisztogram a siiriiségfiiggvényhez kozelit.



Példa: tal hossza intervallumok, tal kevés osztaly

Duna
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hist(viz, col="orange", xlab="vizallas (cm)", ylab="gyakorisag",

main="Duna", breaks=4) o <@ - -

DA



Példa: tal rovid intervallumok, tal sok osztaly
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hist(viz, col="orange", xlab="vizallas (cm)", ylab="gyakorisag",

main="Duna", breaks=15) o <@ - -

DA



Alapstatisztikak

Minta: Xi,..., X, (a példéban X1 =106,X, =133,..., Xy = 186)

@ minimum: a legkisebb mintaelem, azaz min(Xy, Xz, ..., X,).
@ maximum: a legnagyobb mintaelem, azaz max(Xi, Xa, ..., Xy).
o terjedelem (range): a legnagyobb és legkisebb mintaelem kiilonbsége, azaz

max(Xl,Xz, . 7)(,a,) — I’T'Iiﬂ()(l,)(g7 . 7Xn)-

@ median: a nagysag szerinti k6zéps6 mintaelem, vagy a kdzéps6 kettd atlaga
(ha n paros).

mddusz (mode): a leggyakrabban eléfordulé mintaelem.



Alapstatisztikak

X valésziniiségi valtozo varhaté értéke: E(X), szérasa: D(X) = /E(X2) — E(X)2.



Alapstatisztikak
X valésziniiségi valtozo varhaté értéke: E(X), szérasa: D(X) = /E(X2) — E(X)2.

o mintaatlag (mean): X = 2377 | X; = XatetXs,

o tapasztalati széorasnégyzet:

1 — 1 < —2 X2 X244+ X2
D e B
Jj=1 j

@ tapasztalati széras: s, = /s2.

o korrigalt tapasztalati szérasnégyzet (variance):

x2 _ N 2 1 w2 _ 1 Ig- 2 32
WA 0 (G X))
Jj=1

j=1

o korrigalt tapasztalati széras (standard deviation, sd): s* = /s*2.



Tovabbi statisztikak

o korrigalt tapasztalati szérasnégyzet (variance):
n n
n 1 - n 1
5*2 _ . 52 — X _ X 2 — -
" n—1 7" n—IZ(J ) n—1\n*“
Jj=1 Jj=
o korrigalt tapasztalati széras (standard deviation, sd): s
o relativ széras (relative standard deviation, rsd): 57"

standard hiba (standard error): \Sf

n




Példa: alapstatisztikak

106 133 171 205 218 211 189 164 148 135
126 120 113 111 102 99 123 158 180 186

mintaelemszdm: n = 20

minta: X; = 106, X, = 133,..., Xo0 = 186.

atlag: X = 149,9

tapasztalati szérasnégyzet: s> = 141209
tapasztalati széras: s, = 37,58

korrigalt tapasztalati szérasnégyzet: s*? = 1486,411
korrigélt tapasztalati széras: s, = 38,55

relativ szoras: 0,257

standard hiba: 8,62



Rendezett minta

Rendezett minta: a mintaelemeket nagysag szerint névekvd sorrendbe allitjuk.
Jelolés:

(XE, X5 X0).

Vagyis {X;, X5, ..., Xi = {Xi, Xo,..., Xp} és X{ < X5 <...< X}

A minimum X, a maximum X;. A k. legkisebb mintaelem X;.



Rendezett minta

Rendezett minta: a mintaelemeket nagysag szerint névekvd sorrendbe allitjuk.
Jelolés:

(X1, X5, .., X)).
Vagyis {X;, X5, ..., Xi = {Xi, Xo,..., Xp} és X{ < X5 <...< X}

A minimum X", a maximum X;. A k. legkisebb mintaelem X;.

99 102 106 111 113 120 123 126 133 135
148 158 164 171 180 186 189 205 211 218

X; =99, X5 =102,X; =106,..., X7 =120,..., X, = 135
X7y = 148,... X}, = 171,..., X3, = 218.



Tapasztalati eloszlasfiiggvény

Az X val6sziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye az F : R — [0, 1] fiiggvény, melyre
F(t)=P(X <t)

minden t € R-re.



Tapasztalati eloszlasfiiggvény

Az X val6sziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye az F : R — [0, 1] fiiggvény, melyre
F(t)=P(X <t)

minden t € R-re.

Definicié (Tapasztalati eloszlasfiiggvény)

Az X1, Xa, . .., X, minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye az F,:R— [0, 1] fiiggvény,

melyre

A t-nél nem nagyobb mintaelemek szama
Fa(t) = - .

(empirical cumulative distribution function)

Az R-ben: plot(ecdf(data))



Tapasztalati eloszlasfiiggvény

Férfiak és nék testmagassaga
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A testmagassag tapasztalati eloszlasfiiggvénye n
férfiak (kék) és a n8k (piros) esetében.

190 200

= 06 elemi mintabdl kiilon a



Testmagassag hisztogramja

Testmagassag hisztogramja

n 98
aflag: 174,3
sz6ras: 11,5

gyakorisag

140 160 180 200

cm

A testmagassag hisztogramja n = 96 elemii mintabdl és az X = 174,3 varhaté
értékii és sy = 11,5 sz6rast normalis eloszlas siriiségfiiggvénye (pirossal).
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Tapasztalati eloszlasfiiggvény

Testmagassag tapasztalati eloszlasfliggvénye

e |
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A testmagassag tapasztalati eloszlasfiiggvénye n = 96 elemii mintabél, és az X =
174,3 vérhat6 értékii és s; = 11,5 szérast normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye.



A statisztika alaptétele

Az X és Y valésziniiségi valtozék azonos eloszlastak, ha eloszlasfiiggvényiik meg-
egyezik, azaz P(X < t) =P(Y < t) minden t € R-re.

A szerint fliggetlen azonos eloszlast véges varha-

t6 értékii valdsziniiségi valtozok atlaga 1 valészinliséggel tart a varhaté értékhez.
Most:

Fu(t) = Z;nll — E(I) = P(X; < t) = F(1),

ahol I; =1, ha X; < t, és kiilonben 0. Ezek teljesitik a feltételeket.



A statisztika alaptétele

Az X és Y valésziniiségi valtozék azonos eloszlastak, ha eloszlasfiiggvényiik meg-
egyezik, azaz P(X < t) =P(Y < t) minden t € R-re.

A szerint fliggetlen azonos eloszlast véges varha-
t6 értékii valdsziniiségi valtozok atlaga 1 valészinliséggel tart a varhaté értékhez.

Most: E"

Fa(t) = %1]1 — E(I) = P(X: < t) = F(t),

ahol I; =1, ha X; < t, és kiilonben 0. Ezek teljesitik a feltételeket.

Tétel (Glivenko—Cantelli, 1933)

Legyenek X1, X5, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlasa valdsziniiségi valtozok, me-
lyek k6z0s eloszlastiiggvénye F. Ekkor az F, tapasztalati eloszlasfiiggvényekbdl allo
sorozat 1 valésziniiséggel egyenletesen tart F-hez, azaz

n—o0 teR

IP’( lim sup |F,(t) — F(t)| = o> = .




A statisztika alaptétele
Az X és Y valésziniiségi valtozék azonos eloszlastak, ha eloszlasfiiggvényiik meg-
egyezik, azaz P(X < t) =P(Y < t) minden t € R-re.

Tétel (Glivenko—Cantelli, 1933)

Legyenek X1, X5, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlasa valosziniiségi valtozok, me-
lyek kézos eloszlasfiiggvénye F. Ekkor az F, tapasztalati eloszlasfiiggvényekbdl allé
sorozat 1 valésziniiséggel egyenletesen tart F-hez, azaz

IP( lim sup |Fu(t) — F(t)| = o) =1

n—o0 teR

A szerint minden t valés szamra

lim F,(t) = F(t).

n—oo

Ez a pontonkénti konvergenciat jelenti. A tétel ennél erGsebbet allit: ha megnézziik
a két fliggvény kozotti ,legnagyobb kiilonbséget”, még az is nulldhoz tart.




Tapasztalati eloszlasfiiggvény

Testmagassag tapasztalati eloszlasfliggvénye
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A testmagassag tapasztalati eloszlasfiiggvénye n = 96 elemii mintabél, és az X =
174,3 vérhat6 értékii és s; = 11,5 szérast normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye.



Hazi feladat marcius 7., kedd, 12:00-ig

Kérdezziink meg legalabb 40 ismerGst az alabbiakrdl:

@ hany sorozatot nézett az elmalt két hétben (legalabb egy részt)
@ hetente atlagosan hanyszor megy be az iskolasba/egyetemre/munkahelyére
© egy tipikus hétkdznapon atlagosan mennyi id6t tolt utazassal (percben)
@ egy tipikus héten mennyi idét tolt sportolassal (percben)
© milyen magas
a) Keészitsiink hisztogramot az utazassal t6ltott idérsl. b) Készitsiik el a sporto-
lassal toltott id6 tapasztalati eloszlasfiiggvényét azoknal, akik a mediannal tobb

sorozatot néztek, illetve azoknal, akik legfeljebb annyit, mint a median érték. Mi-
lyen kovetkeztetést vonhatunk le az abrabol?

Az adatokra az egész félév soran sziikség lesz a hazi feladatok megoldasahoz.



	alapstatisztika

