Matematikai statisztika eléadas

Bevezetés, leird statisztika

1. A kurzus célja és ajanlott irodalom

e mérési eredmények, megfigyelések elemzése (leird statisztika)
e ismeretlen paraméterek becslése (matematikai statisztika, becsléselmélet)

hipotézisek ellenérzése vagy cafolata (matematikai statisztika, hipotézisvizsgalat)

tobbdimenzids adatok elemzése (t6bbdimenzids statisztika)

véletlen folyamatok elérejelzése (regresszio, idsorelemzés)

Alkalmazési tertiletek

¢ tarsadalomtudoményok: szociolégia, pszicholégia
o élo— és élettelen természettudomanyok, pl. meteoroldgia, biolégia
e pénziigyi matematika, biztositas, kozgazdasigtan

e mesterséges intelligencia

A kurzus célja a matematikai statisztika f6bb médszereinek (példaul becsléselméleti, hipotézisvizsgdlati
modszerek) és azok matematikai hatterének bemutatasa, az alkalmazasi készség elsajatitasa.

Bolla—Kramli: Statisztikai kovetkeztetések elmélete.

Johnson—Bhattacharyya: Statistics.

Moéri—Szeidl-Zempléni: Matematikai statisztika példatar.

Prohle-Zempléni: Statistical problem solving in R.

2. Statisztikai elemzés

A statisztikai elemzés szempontjabol fontos megkiilonboztetni a vizsgalni kivant csoportokat,
egyedeket, illetve a mérésekbdl szarmazoé informaciot.

e populacié: azon egyedek Osszessége, akikrdl informéciét szeretnénk gytjteni

példaul: budapesti lakosok, magyar valasztépolgarok, autétulajdonosok

e ha a teljes populaciéo adataival dolgozhatunk, big data elemzés végezhetd; ha ez nem
megvaldsithatd, véletlenszertien vélasztott mintakkal dolgozunk

e minta: az Osszegylijtott adatok Gsszessége

példéul: ezer megkérdezett budapesti lakos vagy 6tven magyar autétulajdonos adatai

A statisztikai elemzés 1épései



o tervezés: adatgy(ijtés, mérés megtervezése
e adatgyiijtés, mérés
e kédolds: az adatok csoportokba sorolasa, ha sziikséges

e hibajavitds: olyan kiugré adatok korrekcidja vagy elhagyédsa, amelyek feltehetOen mérési
hibabdl keletkeztek

o leird statisztika: ellenOrzés, f6bb jellemzOok meghatdrozasa, abrazolas

e matematikai statisztikai elemzés, kovetkeztetések levonasa

2.1. Statisztikai adatok

Miutan a mérések, mintavételezés soran osszegytijtottiik az adatokat, ezekbdl tovabbi szamokat,
mennyiségeket hatarozhatunk meg.

Adat: valamely sokasag jellemzGjére vonatkozé mért vagy szdmitott eredmény

e alapadatok: méréssel vagy leszamlalassal kozvetleniil kapott eredmény

egy ember testmagassaga, jovedelme, egy haztartasban élok szama

e szarmaztatott adatok: az alapadatokbdl miveletek eredményeként kapjuk

emberek testmagassidganak atlaga, a jovedelmek medidnja, az egy héztartasban
élok szamanak szoérasa

Az adatok pontossiaga altaldban korldtozott (mérési hiba, kerekités, tévedés). Ha ¢ a valds
érték, és X a mérés eredménye:

e abszolit hiba: a valds érték és a mérés eredményének kiilonbségének abszolit értéke:
| X — .

e relativ hiba: az abszolit hiba és a mért érték hanyadosa: @

Masik valtozat: a valodi értékkel osztunk: |X1,7?19|

egy mérleg 60 dkg lisztet 57 dkg-nak mér. Az abszolut hiba dkg-ban 3, a relativ hiba
3/57 =5,3%.

Hasonléképpen, ha egy statisztikai eljarassal egy ismeretlen ¢ mennyiséget az altalunk a mintabdl
kiszamitott X mennyiséggel becsiilink, ugyanigy értelmezhetjiik az abszolut, illetve relativ hiba
fogalmét.

2.2. Ismérvek, az adatok tipusai

Statisztikai ismérv: a populiacié egyedeit jellemz6 tulajdonsdg. Lehetséges kimenetelei az
ismérvvaltozatok.

: csalddi dllapot (hdzas, 6zvegy stb.), héztartds létszama (0,1,2,...), vilasztépolgar
partpreferencidja (partok).
Az adatok aldbbi tipusait (skaldjat) kiilonboztethetjiik meg. Ettdl fligg, hogy milyen statisztikai
modszereket alkalmazhatunk egy adott feladatban.



¢ nominalis: mindségi ismérv, csak az egyes ismérvvaltozatok gyakorisagat tudjuk megszamolni
(pl. nem, foglalkozds, nemzetiség)

e ordindlis: egyértelmii sorrendbe rendezheté valtozatokkal rendelkezé ismérv (pl. jo—
kozepes—rossz); kvantiliseket lehet szamolni

e intervallum: az adatok kiilonbsége egyértelmii, de a hanyadosuk nem (pl. hémérséklet —
a hidnyados mds, ha Celsius-fok helyett Fahrenheit-fokban szdmolunk)

e arany: az ismérv egy valds szammal jellemezhetd, melyek kiilonbsége és hdanyadosa is
egyértelmi (pl. jovedelem, tomeg, csapadékmennyiség)

Példaul t-préba minéségi vagy ordindlis ismérv esetén nem végezhetd, ott fontos, hogy az ada-
tok szdmszeriisithetdek legyenek. Viszont példaul tobbféle y2-préba végezhetd bizonyos faj-
ta nominalis adatok esetén (példdul annak ellendrzésére, hogy a nemzetiség és a foglalkozas
fliggetlen-e egymastol.

2.3. Matematikai statisztika

Az adatok feldolgozasa soran tobbféle matematikai modszert is alkalmazhatunk. Mindezek soran
azt feltételezziik, hogy az adataink mérések véletlen eredményeként alltak eld, és ezeknek a
véletlen mennyiségeknek, valdsziniiségi valtozdknak az eloszlasat szeretnénk minél jobban meg-
ismerni, majd ezekbdl kovetkeztetéseket levonni.

matematikal statisztikai kérdésre

e Egy adott helyen husz éven keresztil feljegyezték, hogy hanyszor volt hurrikan. Ezek
alapjan varhatéan hany hurrikdn lesz 2020-ban? Mennyi a becslésiink bizonytalansaga?
Mennyi a valdsziniisége, hogy 6tnél tobb hurrikan lesz?

e Egy kozvéleménykutatds soran 1000 ember koziil 63 véalasztana egy adott partot. Ez
alapjdn allithatjuk-e, hogy a part tdmogatottsdga szignifikdnsan magasabb 5%-ndl? Mennyi
a tévedésiink valdszintisége?

e Megmérték 100 férfi és 60 né testmagassagat. Alh’thatjuk—e az adatok alapjan, hogy a
férfiak szignifikdnsan magasabbak a néknél? Mennyi a tévedésiink valdszintisége?

e 100 ember koziil 27 télen, 22 tavasszal, 34 nyaron, a tobbiek Gsszel sziilettek. Allithatjuk—e
az adatok alapjan, hogy a sziiletések eloszlasa szignifikdnsan eltér az egyenletes eloszlastol
(amikor minden évszaknak 1/4 a valdsziniisége)?

e 10000 ember koziil egy véletlenszertien valasztott csoport hatéanyagot tartalmazo oltast,
a tobbiek séoldatot (placebdt) kaptak. Az elsé csoport 4876 tagja koziil 45-en beteged-
tek meg késObb, a tobbiek koziil 392-en. Allithatjuk-e, hogy a hatbéanyag és a betegség
elkeriilése kozott szignifikdns Osszefiiggés van?

e Egy orszagban hiisz éven keresztiil figyelik a munkanélkiiliségi rata és a bejelentett biincselekmények
szaméanak egylittes alakuldsat. Allithatjuk-e, hogy szignifikdns Osszefiiggés van a két
mennyiség kozott?

A matematikai statisztika alapfeltevése, hogy a mintavétel eredményeként kapott adatok véletlenek:
véletlenszeriien véalasztjuk a megkérdezetteket, mérési hibat kovetiink el stb. A kisérlet meg-
ismétlésénél mas eredményeket kapnank. Ezt a valdszintiiségszamitas fogalmaival a kvetkezéképpen
tudjuk lefrni, elsGsorban arany tipusi adatok esetén.



Statisztikai minta: (X, Xo, ..., X,) valésziniiségi véltozok (azaz: val6szintiségi vektorvaltozd).
Mintaelemszam: n

A minta fiiggetlen, ha az (X, Xs,...,X,,) valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek (példaul ha a
megkérdezetteket fiiggetlentil valasztottuk, vagy ha a mérések nem befolyasoljak egymaést), azaz

P(X: <t1,Xo<tg,..., X;, <tp) =P(X1 < t1) - P(Xo < t2) ... - P(X,, < ty)
teljesiil tetszOleges t1,to, ..., t, valds szamok esetén.

Az (X1, Xo,..., X,) valészinliségi viltozdk eloszlasa nem ismert: nem tudjuk, hogy mennyi
P(X; < t), vagy mennyi X; varhat6 értéke, szordsa, vagy hogy két mennyiség kozott milyen
erés a korrelacié. A cél

e a valdsziniségi valtozok eloszlasanak minél jobb megismerése
e a varhato érték, szoras stb. becslése
e az eloszlasra vonatkozé hipotézisek eldontése

e tObb valdszintiségi valtozo egyiittes viselkedésének

a megfigyelések, vagyis az adatok alapjan.

3. Leiro statisztika

A leiré statisztika mddszereinek (a matematikai statisztikdval ellentétben) nem a véletlen hatdsanak
megértése, az eloszlasok megismerése a célja, hanem a megfigyelt adatok megjelenitése, jel-
lemz6inek kiszamitasa. Ide tartozhat:

e diagramok: kordiagram, oszlopdiagram, hisztogram (lasd példdaul: https://www.ksh.hu/
heti-monitor/)

e tablazatok, kontingenciatablak (példdul: https://www.ksh.hu/docs/hun/xstadat/xstadat_
evkozi/e_odmv002.html)

o kozépértékek, szérasok, egyéb statisztikdk kiszamitasa
e kvantilisek szamitdsa, boxplot abra

e indexek szamitdsa

3.1. Példak: az adatok abrazolasa

A kovetkez6 néhany abran ugyanannak az adatsornak tobbféle abrazolasi modjat figyelhetjiik
meg. Vegylik észre, hogy

e ezek arany tipusu adatok, valds szamokkal jellemezheték;

e a méréseket megfeleltethetnénk valdszintiségi valtozdknak, s6t ha X1, X, ..., Xog az egyes
napokon mért értékek, akkor (X1, Xo,. .., Xog) egy valdszintiségi vektorvaltozo;

o az X1, Xo, ..., X9 valészinliségi valtozdok, vagyis a mért értékek nem fliggetlenek egymastol,
ez fontos lehet, ha az adatok feldolgozasara matematikai statiszikai mdédszereket vélasztunk
(példéul egy egyszerli t-préba nem lenne j6 annak eldontésére, hogy a vizéllds varhaté
értéke tobb-e 250 cm-nél). Az adatok dbréazoldsa, mint leird statisztika médszer ekkor is
rendelkezésre All.
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2. dbra. Hisztogram a Duna vizallasanak adataibdl, kiilonb6z6 intervallumhosszakkal

Hisztogram készitése: valasztunk egy intervallumot, mely magaban foglalja a mérési adatokat.
Az intervallumot egyenld nagysagu részekre osztjuk. Az egyes kis intervallumokba es6 mérési
adatok szamat dbrazoljuk (ezt gyakran inkdbb oszlopdiagramnak nevezik), vagy ugy készitjik
el az oszlopokat, hogy a magassaguk aranyos legyen a gyakorisagokkal, az Osszteriilet azonban

1 legyen.

Emlékeztets: megfelel6 valasztas és abszolit folytonos valészinliségi valtozo esetén a hisztogram
a stirtiségfiiggvényhez kozelit. Késébb latni fogjuk, hogy a hisztogramhoz hasonlé objektumok
hasznalhatdk a sirtiségfliggvény becslésére is.

Sem a tul hosszi, sem a til rovid intervallumok nem adnak informativ abrat.

hist(viz, col="orange", xlab="vizillas (cm)", ylab="gyakoris&dg", main="Duna", breaks=4)

hist(viz, col="orange", xlab="vizallas (cm)", ylab="gyakorisig", main="Duna", breaks=15)

3.2. Alapstatisztikak

Az alabbi mennyiségeket mind leiré statisztikdban, mind a matematikai statisztikdban gyakran
hasznaljuk.

Minta: Xi,...,X, (a példiban X; = 106, Xy = 133,..., X = 186)
e minimum: a legkisebb mintaelem, azaz min(Xi, Xo,..., X,).
e maximum: a legnagyobb mintaelem, azaz max(X1, Xo,..., X,).

e terjedelem (range): a legnagyobb és legkisebb mintaelem kiilénbsége, azaz

maX(Xl, XQ, N ,Xn) — min(Xl,Xg, ey Xn)



e medidn: a nagysag szerinti k6zéps6é mintaelem, vagy a kozépsé kettd atlaga (ha n
PAros).

e médusz (mode): a leggyakrabban el6fordulé mintaelem.

Emlékeztet&iil: az X valszintiségi valtozé varhaté értéke: E(X), szérdsa: D(X) = /E(X?2) — E(X)2.

Ehhez kapcsolddé statisztikdk, melyek a varhato érték és a széras becslésére hasznalhatok, illetve
néhany tovabbi gyakori statisztika:
e mintadtlag (mean): X = 1 D1 Xj=

“n

X1++Xn
a——

e tapasztalati szérasnégyzet:

n

1 _ 1< — X244 X24...4+X2
S?L:EZ(X]-—X)QZEZX?—X: 12 n_X"
7j=1

n
e tapasztalati szérds: s, = \/s2.
e korrigdlt tapasztalati szérasnégyzet (variance):

n

x2_ N o 1 2N 1 2 32
# ot Y (G-

=1

e korrigalt tapasztalati széras (standard deviation, sd): s} = /s

e korrigdlt tapasztalati szérasnégyzet (variance):

n

x2 _ 1 o 1 2N 1 2 32
# ot Y (G )

j=1 j=1
e korrigdlt tapasztalati széras (standard deviation, sd): s* = /s*2.
e relativ széras (relative standard deviation, rsd): %
e standard hiba (standard error): \S/:%

Nézziik meg, hogyan alakulnak ezek a korabban latott adatsor esetében.

106 133 171 205 218 211 189 164 148 135
126 120 113 111 102 99 123 158 180 186

mintaelemszam: n = 20

minta: X; = 106, X5 = 133, ..., Xo = 186.

atlag: X = 149,9

tapasztalati szérdsnégyzet: s2 = 1412,09
tapasztalati szorés: s, = 37,58

korrigdlt tapasztalati szérdsnégyzet: si2 = 1486, 411
korrigalt tapasztalati széras: sy = 38,55

relativ széras: 0,257

standard hiba: 8,62



4. Tapasztalati eloszlasfiiggvény, a statisztika alaptétele

Rendezett minta: a mintaelemeket nagysag szerint névekvé sorrendbe allitjuk. Jelolés:

(X1, X5,..., X)),

n
Vagyis {X7, X5, ... X2} ={X1,Xo,..., Xp} 6s X; < X3 <...< X7

A minimum X7, a maximum X. A k. legkisebb mintaelem X7'.

a Duna vizallasardl kapott huszelemii adatsor rendezett mintaja:

99 102 106 111 113 120 123 126 133 135
148 158 164 171 180 186 189 205 211 218

X7 =99, X5 =102, X5 =106,..., X; = 120,..., X}, = 135
X5 = 148,..., X5, = 171,..., X3, = 218,

Az X val6szintiségi valtozé eloszldsfiggvénye az F : R — [0, 1] fiiggvény, melyre
F(t)=P(X <)

minden t € R-re.

Az eloszlasfiiggvény becslésénél a valdszinliségeket a relativ gyakorisagokkal becstiljiik, igy kap-
juk az aldbbi definici6t.

4.1. Definicié (Tapasztalati eloszlasfiiggvény (empirical cumulative distribution function) ).
Az X1, Xo, ..., X, minta tapasztalati eloszlasfigguénye az Fy, : R — [0, 1] fiigguény, melyre
B = t-nél nem nagyobb mintaelemek szima

w(t) = = t-nél nem nagyobb mintaelemek relativ gyakorisdga.
n
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3. dbra. Egy n = 96 elemti, testmagassag adatsor hisztogramja és tapasztalati eloszlasfiiggvénye

Tekintsiink egy példét (3| dbra). Itt egy n = 96 elemii, emberek testmagassdgabdl szarmazé adat-
sorbdl készitettiink hisztogramot, és tapasztalati eloszlasfliggvényt. Ezen kiviil megbecsiiltiik a
véarhaté értéket az atlaggal: X = 174,3, a szérast pedig a korrigalt tapasztalati szérassal, és
abrazoltuk annak a normalis eloszlasnak az eloszlasfiiggvényét (balra), illetve stirtiségfiiggvényét
(jobbra, pirossal) is, melynek éppen ezek a becsiilt értékek a paraméterei. Az dbra alapjan azt
lathatjuk, hogy a becsiilt normalis eloszlas jol illeszkedik a megfigyelésekre (ennek pontositdsara
a Kolmogorov—Szmirnov-préba haszndlhat6). A |4l dbrén pedig azt 1dtjuk, hogyan lehet Gssze-
hasonlitani ugyanannak a mennyiségnek a viselkedését két kiilonboz6 csoportban a tapasztalati



tapasztalati eloszlasflggyény
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4. dbra. A testmagassig tapasztalati eloszlasfiiggvénye n = 96 elemii mintabdl kiilon a férfiak
(kék) és a nék (piros) esetében

eloszlasfiiggvény segitségével (emlékeztetSil: F(t) = P(X < t), igy minél nagyobb F, anndl
nagyobb valésziniiséggel vesz fel X "kicsi” értékeket, nevezetesen t-nél kisebbet).

nosorozat<-c(1, 0, 3, 2, 0, 10, 0, 2, 0, O, 1, 2, 1, 2, 0, 2, 1)

noutazas<-c(0, 45, 120, 120, 60, 60, 30, 60, 100, 70, 180, 40, 60, 100, 80, 90, 120)
ferfiutazas<-c(60, 30, 70, 60, 20, 60, 10, 120, 60, 120, 130)

ferfisorozat<-c(1, 0, 1, 5, 2, 2, 2, 0, 0, 0, 1)

utazas<-c(ferfiutazas, noutazas)

hist(utazas, col="#79a7f2", xlab="Utazassal tdltdtt ido (perc)",
ylab="Relativ gyakorisigok", main="Utazassal tdltdtt ido a férfiak esetében")

nosorozat<-c(1, 0, 3, 2, 0, 10, 0, 2, 0, O, 1, 2, 1, 2, 0, 2, 1)

noutazas<-c(0, 45, 120, 120, 60, 60, 30, 60, 100, 70, 180, 40, 60, 100, 80, 90, 120)
ferfiutazas<-c(60, 30, 70, 60, 20, 60, 10, 120, 60, 120, 130)

ferfisorozat<-c(1, 0, 1, 5, 2, 2, 2, 0, 0, 0, 1)

utazas<-c(ferfiutazas, noutazas)

plot(ecdf (noutazas), lwd=’’5’’, col=’’red’’, main=’’Utazdssal t6ltott ido tapasztalati
eloszlasfiiggvénye’’, xlab="ido (perc)", ylab="tapasztalati eloszlasfiiggvény")

lines(ecdf (ferfiutazas), 1lwd="5", col="blue")

legend("topleft", c("nok", "férfiak"), col=c("red", "blue"), lwd="3")

4.1. A statisztika alaptétele (Glivenko—Cantelli-tétel)

A statisztika alaptétele célja annak megfogalmazasa, hogy ha fliggetlen azonos eloszlasi minta
esetén a minta méretével (a mérések szamaval) végtelenhez tartunk, akkor a minta eloszldséat
végiil "tokéletesen” megismerhetjiik: a tapasztalati eloszlasfliiggvény hatarértéke az ”igazi” el-
oszlasfiggvény, vagyis a megfigyelt valdszintiiségi valtozok kozos eloszlasfiiggvénye lesz.

Emlékeztetotl: az X és Y valdszinliségi valtozok azonos eloszlasiiak, ha eloszlasfiiggvényiik
megegyezik, azaz P(X <t¢) =P(Y <t) minden t € R-re.

A szerint fiiggetlen azonos eloszlasu véges varhato értékii valdszintliségi
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5. abra. Hétkoznap utazassal toltott id6 hisztogramja a teljes mintéra (n = 28, illetve tapaszta-
lati eloszlasfiggvény kiilon (nq = 17 n6, ne = 11 férfi), 2020. februéri adatok

véltozék atlaga 1 valdszinliséggel tart a varhaté értékhez. Most:

Bty = =l gy px, <o) = PO,

n
ahol I; = 1, ha X; <t, és kiilonben 0. Ezek teljesitik a feltételeket.

A nagy szdmok erds torvénye szerint tehat minden rogzitett ¢ esetén az Fn(t) tapasztalati el-
oszlasfiggvény, vagyis az eloszlasfliiggvény t-ben felvett értékének becslése 1 valdsziniiséggel tart
F(t)-hez, amit becsiilni szeretnénk. Az aldbbi tétel ennél abban az értelemben erésebb, hogy
nem minden t-re kiilon-kiilon allitja a konvergencidt, hanem azt mondja, hogy a tapasztalati
és "igazi” eloszlasfiiggvény legnagyobb kiilonbsége is nulldhoz tart 1 valdszinliséggel. Tehat 1
valészinliséggel igaz az, hogy ha € > 0 adott és n elég nagy, akkor barmilyen t-re legfeljebb e-t
tévediink annak valdszintiségének becslésekor, hogy a valdszintliségi valtozo értéke legfeljebb t.

4.1. Tétel (Glivenko—Cantelli, 1933). Legyenck X1, Xo, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi
valésziniiségi valtozok, melyek kozos eloszldsfiigguénye F'. Ekkor az F, tapasztalati eloszldsfiiggvé-
nyekbdl dllo sorozat 1 valdszinidséggel eqyenletesen tart F-hez, azaz

IP’< lim sup |F,(t) — F(t)| = 0> = 1.

n—00 teR

A tételre ugy is gondolhatunk, hogy ha tudnank a testmagassig valddi eloszlasfliggvényét, és
azt dbrazonank egyiitt a tapasztalati eloszldasfliiggvénnyel, akkor a |3l dbra jobb oldali részéhez
hasonld dbrat kapnéank.

5. Kvantilisek, boxplot

Ahogy lattuk, a tapasztalati eloszlasfiiggvény a mintaelemszdm névekedésével a valédi eloszlas-
figgvényhez tart (Glivenko—Cantelli-tétel). Gyakran azonban nem kozvetleniil az eloszlds-
fiiggvényre, vagyis a P(X < t) valésziniiségre vagyunk kivéncsiak (ahol most az X megfigyelt
mennyiség eloszldsa ismeretlen), hanem a kvantilisekre vagyunk kivéncsiak, azaz arra, hogy
adott z esetén mi lehet az a ¢, amire P(X < q) = z teljesiil. Példdul ha X egy folyd legnagyobb
vizélldsa egy évben, és z = 0,95%, akkor ¢ mondja meg, hogy mi az a legnagyobb vizallds, aminél
a foly6 csak 5%-kal megy magasabbra — ha ilyen magas gatat épitiink, az 95% valdsziniiséggel
megfelel6 lesz. Vagy, ha X a sziikséges korhazi dgyak szdmanak maximuma egy varosban egy
év alatt, és q az eloszlas z-kvantilise z = 95%-kal, akkor ¢ kérhazi dgy 95% valdsziniiséggel lesz
elég (a példdban nem szdmolva azzal, hogy nem minden beteget tudnak barmelyik egységben
megfelelGen elldtni).



Emlékeztetoul: az X valdszinliségi valtozé z-kvantilise a legkisebb olyan g szam, melyre teljestl,
hogy P(X < q) = F(q) > .

Kérdés, hogy a kvantiliseket hogyan tudjuk a megfigyelt X1, Xo, ..., X,, mintdbdl becsiilni. Itt
tehat az a feltételezésiink, hogy az Xy, Xo,..., X, valosziniiségi valtozdk fiiggetlenek, azonos
eloszlasiak, azonban ezt az eloszlast nem ismerjiik.

A tapasztalati z-kvantilisre tObb definicidt is szoktak hasznalni, egy lehetdség:

5.1. Definicié (Tapasztalati kvantilis). Legyen X7 < X3 < ... < X} rendezett minta, és
z € [0,1] adott szam. Ekkor a minta tapasztalati z-kvantilise:

Gz = X[ niny + 0+ 1) = 20+ 1)) - (X041 — X[oman)))-

L a toltott idd taf i asfiiggvénye

=Y
~ 7 — nék — e
— ferfiak pe—

tapasztalati eloszlasfugavény

0 50 100 150 200

id6 (perc)

6. dbra. Hétkoznap utazéssal toltott id6 hisztogramja a teljes mintara (n = 28, illetve tapaszta-
lati eloszldsfiiggvény kiilon (n; = 17 né, ny = 11 férfi), 2020. februdri adatok

Ehhez nagyjabol azt kell megnézni, hogy a tapasztalati eloszlasfiiggvény hol éri el z-t, mivel
pedig tipikusan z két felvett érték kozé esik, azoknak az értékeknek a linearis kombindacidjat
vesszilk, amiknél még éppen kisebb, illetve mar nagyobb z-nél a tapasztalati eloszlasfliggvény.
Péld4ul az [6] dbra alapjan keressiik meg a férfiak utazasi idejének 40%-os kvantilisét, vagyis azt
az értéket, ami azt a ¢ id6t becsiili, aminél a férfiak 40%-a tolt kevesebbet utazéssal. Latjuk,
hogy a 60 gyakran szerepel, és 59 percnél kevesebb id6t a mintdban a férfiak kevesebb, mint
30%-a szan utazdsra, 61 percnél kevesebb id6t pedig tobb, mint a 60 szdzalékuk. Ez alapjdn
mondhatndnk a 60-at is becslésnek, hiszen a tapasztalati eloszlds fiiggvény itt 1épi 4t a 40%-ot,
és az R ezt is adja vissza:

> ferfi<-c(60, 30, 70, 60, 20, 60, 10, 120, 60, 120, 130)
> quantile(ferfi, probs=c(0.4, 0.8))
40% 80%
60 120
> boxplot(ferfi)
Ha pedig a fenti képletet alkalmazzuk (bar az R nem pontosan ezt haszndlja): z = 0,4 ésn = 11,
gy z(n+ 1) = 4,4 alsé egészrésze: |z(n+ 1)] = 4. Ez alapjan
G:=X;+0,4- (X —X;)=60+0,4- (60— 60) = 60,

hiszen a rendezett minta 4. és 5. eleme is 60-nal egyenld.
A 80%-os kvantilist is hasonléképpen szamolhatnank ki.

A kvantilisek koziil az aldbbiak gyakran el6fordulnak, tobbek kozott a boxplot dbran :
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7. dbra. Boxplot dbra négy varos éves kozéphémérséklet adataibol (forrds: Orszagos Meteo-
rolégiai Szolgalat), illetve testmagassag adatok boxplotja n = 96 elemil mintabdl kiilon a férfiak
és nok esetében és Osszesitve
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8. dbra. Az USA &llamaiban mért munkanélkiiliségi rata boxplotja (forrds: https://www.
r-bloggers.com/2015/11/free-webinar-learn-to-map-unemployment-data-in-r/)

Els6 kvartilis: z = 1/4-kvantilis, harmadik kvartilis: z = 3/4-kvantilis, a medidn pediga z = 1/2-
hez tartozd tapasztalati kvantilis.

Ahogy a[7] 4brdn ldthatjuk, a boxplot dbra segitségével tobb adatsort hasonlithatunk ossze.

A boxplot készitéséhez sziikséges adatok:

e minimum: a legkisebb mintaelem (99);

e els6 kvartilis: a z = 1/4-hez tartozé kvantilis (118,2 = X 40,25 - (X§ — X?));

median (141,5);

harmadik kvartilis: a z = 3/4-hez tartoz6 kvantilis (181,5);

e maximum: a legnagyobb mintaelem (218).

Az egyes dobozok hatérait az els6 és a harmadik kvartilis adja meg, a kozépsé vonal a medidn,
a vonalak pedig a legkisebb, illetve legnagyobb mintaelemig tartanak.

Megallapithatjuk példaul, hogy Szombathelyen még a maximum is kisebb volt, mint a masik
hiarom varosban barmelyik megfigelés, vagy hogy Szegeden a megfigyelések negyede kb. 10,1
és 10,3 fok kozé esett (ez az els6 kvartilis és a medidn kozotti tartomany). A jobb oldali
abrarol pedig azt vehetjiik példaul észre, hogy a mintaban szerepl6 legalacsonyabb férfinal a nok
nagyjabdl negyedrésze alacsonyabb.
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6. Kozépértékek

A mintat, kiilénosen, ha mas adatsorokkal akarjuk Osszehasonlitani vagy az id6beli valtozast
figyeljiik, gyakran csak egy, rd jellemz6 szammal, kozépértékkel jelenitjik meg. Erre is tobb
lehet6ség van, a kovetkezdkben azt nézziik meg, hogy a két leggyakoribb kozépérték egymashoz
viszonyitva hogyan viselkedik.

Minta: (X3, Xo,..., X, ), mintaclemszam: n.

6.1. Definicié (medidn). Ha n pdratlan: a rendezett minta kézépsd, (n+ 1)/2. elemét, azaz
X (*n +1) /2—15 a minta medianjanak nevezziik.

Ha n pdros: a rendezett minta n/2. és n/2 + 1. elemének dtlagdt, azaz a

X*

n/2 + X:L

2

/241

mennyiséget a minta medianjdnak nevezzik.

Megjegyzés: paros n esetén a teljes [X;; /20 X, /2 +1] intervallumot (vagy annak barmely elemét)
is a minta medidnjanak lehet hivni.

6.1. Az atlag és a median Gsszehasonlitasa

Normalis eloszlas

Tekintsiink egy 500 elemii fiiggetlen mintat: Xi, Xo, ..., X500 fiiggetlenek, eloszlasuk normélis
eloszlas m = 1 varhato értékkel és o = 1 szérassal

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-1.9840 0.2847 0.9842 0.9863 1.6930 3.6110

Exponencialis eloszlas

Vegylink egy masik, 500 elemi fiiggetlen mintat is: Y7, Ya, ..., Y500 fliggetlenek, eloszlasuk ex-
ponencidlis eloszldas b = 1 paraméterrel. E(Yy) =1 és D(Yy) = 1 minden k& = 1,2,...,500-ra.

> exp=rexp(n=500, rate=1)
> hist(exp, col="blue", main="Exponencialis eloszlas", xlab="ertekek", ylab="gyakorisagok")
> summary (exp)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
0.001326 0.282700 0.637300 0.984900 1.349000 5.895000

A két mintat Osszehasonlitva azt vehetjik észre, hogy a normaélis eloszldsi, szimmetrikusabb
esetben az atlag és a medidn értéke majdnem megegyezik, 1ényegében mindegy, hogy melyiket
hasznaljuk. Az exponencidlis eloszlas sliriiségfiiggvénye viszont nem szimmetrikus, ilyenkor az
atlag és a median eltér, ilyenkor érdemes lehet mindkett6t feltiintetni, ha pedig az aszimmetridt
tobbek kozott kiugrd, részben hibasnak vélt mérések okozzak, akkor az atlag helyett a medidnt
hasznalni.

Az atlag

e 7t6bb informaciét hasznal”
e érzékenyebb a kiugré adatokra, azaz egy hibas mérés is konnyen megvaltoztathatja

e nem szimmetrikus esetben eltérhet a leggyakrabban megfigyelt értékektcl
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9. abra. A normalis, illetve exponencidlis eloszlasd mintdk hisztogramja

A mediant (is) érdemes hasznalni, ha

e vannak kiugré (esetleg hibds) adatok;

e ha az eloszlds nem szimmetrikus, és az dtlag és a medidn jelentésen kiillonbozik (mint a
fenti példdban az exponenciélis eloszlds esetén).

6.2. Kozépértékek kozelitése osztalykozos gyakorisagokkal

Tegylik fel, hogy az adatokat nem ismerjiik pontosan, csak a hisztogramot, vagyis hogy az egyes
osztalyokba, intervallumokba hény megfigyelés esik. Legyen x; a j. osztalykozép (az alsé és felsé
hatér atlaga), és f; a j. osztélyba es6 megfigyelések szdma, tovabba n = fi + fo+ ...+ fi az
Osszes megfigyelés szama. Ekkor

e az atlag kozelitése:

fiz1 + fowa + ...+ frag
n )

o a median kozelitése:
n/2 — Fine—1

e T
ahol t,. a mediant tartalmazoé osztdly alsé hatara, Fl,e—1 a mediant tartalmazoé osztélyt
megel6z6 osztalyok gyakorisagainak osszege, fie a mediant tartalmazo osztaly gyakorisaga,
hme a medidnt tartalmazé osztaly szélessége.

. hm67

7. Indexek szamitasa

Indexeket kiilonb6z6 mennyiségek Osszehasonlitasara, hatdsok Osszehasonlitasara, vagy kozvet-
leniil nem Gsszemérheté mennyiségek valtozasanak leirdsara szoktak hasznalni (példaul: a GDP
kozvetleniil nem Osszehasonlithaté mennyiségek keveréke).

A leiré statisztikdnak ebbdl a témakorébol egy példat néziink meg alaposabban.

Tegytik fel, hogy egy id6ben véltozé mennyiség egy idészakban (targyiddszakban) mért értékeit
szeretnénk egy kordbbi, hasonlé idészakban (bazisidészakban) mért értékekkel dsszehasonlitani,
hogy az atlagos valtozast leirhassuk. Példaul tekinthetjiik a fogyasztéi arindexet (példdul:
https://www.ksh.hu/stadat_files/ara/hu/ara0040.html/vagy http://www.ksh.hu/interaktiv/
fogyar_radar/index.html), ami az inflicié mérészama, a lakossdg altal vésdrolt termékek

és szolgdltatasok arainak atlagos valtozasat fejezi ki. A bazisidOszak lehet az ,el6z6” év, a
targyidoszak a vizsgalt év.
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Tegytlk fel, hogy az arindexbe az 1,2,...,n termékek forgalmat épitik be. Legyen

® qo,; a j. termékbdl eladott mennyiség a bazisidészakban;
e ¢1; a j. termékbdl eladott mennyiség a targyidészakban;
e po; a j. termék egységdra a bazisidészakban;

e p1; a j. termék egységdra a targyiddszakban.
Ekkor

e bézisidészaki sulyozdsu vagy Laspeyres-féle drindex (annak hédnyadosa, hogy az 1j arakkal,
de a bazisidészak fogyasztdasival mennyivel nétt az Osszes kiadds a régebbi idOszakhoz
képest):

Z?d q0,5P1,5
=1 40,jP0,j

e targyiddszaki sulyozdsi vagy Paasche-féle arindex (annak hanyadosa, hogy az 1j arakkal
és az 4j fogyasztassal mennyivel nétt az Osszes kiadds):

n
D j=1d1,iP1
TL . .
23:1 q1,5D0,j

e bazisidészaki stlyozasi vagy Laspeyres-féle volumenindex (a régi arakkal szdmolva héanyszoroséara

nétt az Osszes kiadds, vagyis a régi arakkal szémolva mennyivel nétt a fogyasztés):

n
2.j=141P0,j

n . .
Zj:l 40,5P0,j

e targyiddszaki sulyozdsu vagy Paasche-féle volumenindex (az 1 drakkal szamolva hanyszorosara

nétt az Osszes kiadas):
n
Zj:1 q1,5P1,5
n . .
> i=140,jP1,j

A témérdl részletesebben: https://regi.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop425/2011_0001_
519_42491/ch05s02.html

8. Sturtuségfiiggvény becslése

Statisztikai minta: (X7, Xo, ..., X,,) valésziniiségi véltozok (azaz: val6szintiségi vektorvaltozd).
Mintaelemszam: n

A minta fiiggetlen, ha az (X, Xs,...,X,,) valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek (példaul ha a

megkérdezetteket fiiggetlentil valasztottuk, vagy ha a mérések nem befolyasoljak egymaést), azaz

P(Xy <t1,Xo <tg,...,X,, <t) =P(X1 < tq) - P(Xg < tg) - ... - P(X,, < 1)

teljestil tetszoleges t1,to, ..., t, valds szdmok esetén.

Az (X1, X9, ..., X,,) valdsziniiségi viltozok eloszldsa nem ismert: nem tudjuk, hogy mennyi
P(X; <t), vagyis nem ismerjiik az eloszlasfiiggvényt, vagy mennyi X; varhaté értéke, szorasa.
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Figure 10: Density Function Estimations of EU Countries and Sweden (left) and Ireland (right) in
2001.

10. dbra. A svédorszagi és irorszagi jovedelmek siirliségfliiggvényének becslése egy Osszetettebb
modszerrel, a megfelel6 ponton Gauss-magfiiggvénnyel (forras: [1])

Testmagassag hisztogramja
n: 96
atlag: 174.3

szoras: 11,5 / N

0.02 0.03
1 ]

gyakorisag

001
1

——

0.00
L
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11. 4bra. A testmagassdg hisztogramja n = 96 elemli mintdbdl (valés adatokbdl), a
stirliségfliggvény becslése Gauss-magfiiggvénnyel.

A cél a valészintiségi valtozok eloszlasanak a becslése, ra vonatkozd hipotézisek eldontése a
megfigyelések, vagyis az adatok alapjan.

Abban az esetben, amikor az ismeretlen eloszlasrél feltételezhetjiik, hogy abszolit folytonos
eloszlast, vagy ilyen médon modellezziik (példdul nincsenek olyan kitiintetett értékek, amik a
valoszintiségi valtozd pozitiv valdszinliséggel venne fel, amire onnan kovetkeztethetiink, hogy
a megfigyelések mind vagy majdnem mind kiilonbozéek), az eloszlas stiriiségfiiggvényét sem
ismerjiik, viszont az adatok alapjan megpréobélhatjuk megbecstiilni.

Ahogyan t6bb példan lattuk (akér a @ abran), elég sok megfigyelés esetén a hisztogram és
a strlségfiggvény kozel esik egymashoz. Ezt hasznédlhatjuk ki a siirlségfliggvény pontosabb
becslésekor, ugyanakkor itt is kérdés, hogy milyen intervallumhosszat hasznaljunk.

Ahhoz, hogy 1 legyen az alatta 1évo teriilet:
> hist(magassag, freq=F)
Az aldbbiakban a sfirtiségfliggvény becslésének Parzen—Rosenblatt-féle médszerét ismertetjiik.

X1, Xo,..., X, figgetlen azonos eloszlasi abszolit folytonos minta. A siriiségfiiggvény f, azaz

b
Pla < X; <0b) = / f(t)dt minden a < b-re.
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12. dbra. A silriiségfiiggvény becslése téglalapos és hdromszoges magfiiggvénnyel az
1,3,3,6,8,8,8 mintabdl

Az f fiiggvény ismeretlen. Hogyan tudjuk f(t) értékét becsiilni az X1, ..., X, megfigyelések
segitségével?

Ehhez az alabbibdl indulhatunk ki:

n

b
Pla < X; <0) :/ f(t)dt ~ %Z]I(a < X; <b),
a =1

azaz a becslés a és b kozé es6 mintaelemek aranya, azaz annak relativ gyakorisaga, hogy a
megfigyelés az (a, b]-be esik.

Az indikédtorfiiggvény értéke 1, ha a < X; <b, és 0 kiilonben. Annyi darab egyest adunk ossze,
ahdny X; esik bele az (a,b] intervallumba. Igy kapjuk a relativ gyakorisagot.

A jobb oldalon éppen az (a,b] intervallumba esé mintaelemek relativ gyakorisidga szerepel, ez
hasonld, mint ami a hisztogramban is szerepel. Ez az alabbi definiciéhoz vezet.

8.1. A stuiriiségfiiggvény becslése kiilonb6z6 magfiiggvényekkel

A abra bal oldaldn az aldbbi mintabdl készitett becslést lathatjuk (Xi,...,X7): 1, 3, 3,
6, 8, 8, 8. Minden oszlop kozepe egy megfigyelés, a magassag a gyakorisagtol fiigg, az oszlop
szélessége pedig 2h, ahol h az ablakszélesség, ez valaszthatd a becslés soran.

Ezt altalanosabban az alabbi mddon irhatjuk fel.

Téglalap magfiiggvény: k(y) = 1/2, ha —1 <y < 1, nulla kiilénben, azaz k(y) = %H(|y| <1
és h az ablakszélesség.

. 1 1 I & (t—X;
fn(t)_nhZQ]I(]t—Xj\<h)_n'h‘1k< , >

A téglalapon kiviill mas alakua fliggvényeket is szoktak hasznélni a becsléshez, ezt példaul a
abra jobb oldaldn, illetve a[13] abrdkon lathatjuk. Ilyenkor a fenti lefrdsban k szerepe ugyanaz,
csak k-t véalasztjuk masképpen.

Haromszoges magfiiggvény: k(y) = max(1l — |y|,0) és h = 1/2 az ablakszélesség.

R0 = SR,
j=1
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13. dbra. A striségfiiggvény becslése Gauss-féle magfiggvénnyel az 1,3, 3,6,8,8,8 mintabdl
h =0,5 és h = 2-es ablakszélességgel

Gauss-magfiiggvény: k(y) = \/% exp(—y?/2) és h = 1/2 az ablakszélesség.
" 1 & [(t—X; 1 i (y — X;)?
w(t)=—> k L) = —— - ===
fn(?) n'h; h ) n-h'\/27rj;exp( 2h?2

Minta (X): 1, 3, 3, 6, 8, 8, 8. Gauss-magfiiggvény: k(y) = \/%exp(—yQ/Q) és h = 2 az

ablakszélesség (savszélesség, bandwidth).

fult) = nlhgk(t —hXj> _ Mjéexp(— W)

8.2. A sirtiségfiiggvény Parzen—Rosenblatt-féle becslése

A fenti moédszer dltalanositott valtozata a Parzen—Rosenblatt-féle becslés. Ezt a kovetkezéképpen
definialhatjuk:

Legyen k£ : R — R olyan fliggvény, mely korldtos, limy_, yk(y) = 0, tovabba h, olyan
szamsorozat, melyre lim, oo hy = 0 és lim,,_,o, nh, = 0o. A slirliségfliggvény becslése a t pont-
ban a Parzen—Rosenblatt-mddszerrel a k magfiiggvénnyel és h, savszélességgel az Xi,..., X,

fiiggetlen minta alapjan:
~ 1 n t— X,
t) = k 2.
o =30k

Itt a k egy standardizalt eloszlds stiriségfiiggvénye. Ezt a t — X eltolja 1gy, hogy X; legyen
a véarhaté értéke (masképpen, az Xj-re legyen szimmetrikus). A skéldzds (h,-nel osztas) pedig
ugy allitja be, hogy h,, legyen a szdérasa.

A mintaelemszdm novelésével a fenti mddszer hatdrértékben pontos eredményt ad, mindegyik
fent bemutatott magfiiggvényre. Megfeleld feltételek mellett f,(t) — f(¢) minden t-re, ha
n — oo (szitkkséges példaul, hogy f folytonos legyen). Szokdsos magfiiggvények példdul (ebbél
hédrmat mar lattunk):

e Gauss-magfiiggvény: k(y) = \/%7 exp(—y?/2).

e Haromszog magfiiggvény: k(y) = (1 — |y|), ha ez nemnegativ, nulla kiilénben.

e Epanechnikov-magfiiggvény: k(y) = %(1 —9?), ha ez nemnegativ, nulla kiilonben.
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14. abra. A testmagassdg siriiségfiiggvényének becslése n = 96 megfigyelésbél; a bal ol-
dalon: haromszoges (piros) és téglalapos (fekete) magfiiggvénnyel (ez utébbihoz tul ki-
csi a savszélesség); a jobb oldalon: héromszoges magfiiggvény 1/3-szoros sivszélességgel
(fekete), téglalapos magfliggvény 3-szoros savszélességgel (kék), Epanechnikov-magfiiggvény
alapértelmezett savszélességgel (piros)

e Téglalap magfiiggvény: k(y) = 1/2, ha —1 < y < 1, nulla kiilénben.

A magfliggvények mind olyanok, hogy az alattuk 16v6 teriilet 1. VAaltozdcserével (helyettesitéses
integraldssal) belathat6, hogy emiatt

| aktamar = [ k) nds= [ ksyds =1,

—00 —0o0 —0o0

A h tényez6 a helyettesitéses integralbol adédik.

Az eltolds nem valtoztat. Utdna n ilyet Osszeadunk, de n-nel osztunk is (dtlagolunk), igy fn
integrélja a teljes szdmegyenesen is 1.

Szokdsos sdvszélesség-vélasztasok (normaélis eloszlds és Gauss-magfiiggvény esetén az els6 op-
timalis), ezekre h,, — 0, de nh, — oc:

*
STL

, min(sy, )
nl/s’

hn =0,7- R

hy, =0,7-

ahol s}, a korrigdlt tapasztalati szérds, ¢ a harmadik és els6é kvartilis tavolsaga.

Ugyantugy, mint a hisztogramndl, a til nagy sdvszélesség tul kevéssé részletes dbrdhoz, a tl
kicsi savszélesség tul részletes abrahoz vezet. Ezt figyelhetjiilk meg a abran: a tul kicsi
savszélesség esetén a minta esetlegességei is benne maradnak a becslésben, til nagy sdvszélesség
esetén azoknak a tartomanyoknak til nagy sulya lesz, ahovd csak néhdny megfigyelés esik.

Kapcsol6dé irodalom: [II 2]
Hazi feladat februar 21., hétf6, 10:15-ig Tekintsiik az Gsszegylijtott adatokat, és készitiik

el a lakdhely és munkahely/egyetem kozti tavolsag stiriiségfiiggvény becslését Epanechnikov-
magfiiggvénnyel

a) az Osszes adatra egyben;

b) azokra, akik a medidnnal tobb vagy ugyanannyi sorozatot néztek (a medidn itt a nézett
sorozatok szaméra vonatkozik) az elmult két hétben;

c) azokra, akik a medidnnal kevesebb vagy ugyanannyi sorozatot néztek az elmult két hétben;
d) azokra, akik dtestek koronavirus-fertézésen az elmult fél évben.

Hasonlitsuk 0ssze az igy kapott gorbéket. Milyen kovetkeztetéseket vonhatunk le ez alapjan?
Hasonlit-e a becsiilt stirtiségfiiggvény valamilyen nevezetes eloszlas stirtiségfiiggvényére?
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R-ben: ”density”

Excelbdl kijelolve az adatokat:

> adatok=read.table(file="clipboard", sep="\t", header=TRUE)

> plot(density(adatok$tavolsag, kernel="epanechnikov"), lwd="3", col="blue",
main="Utazasi ido surusegfuggvenye", xlab="ido (perc)",

ylab="becsiilt surusegfuggveny")

Valészinliség

1.0

0.8

06
1

valdszinlség
o

04

02

0 2 4 6 8 10
udvarias alkalmazoftak
szama (r)

15. dbra. Az utazési tavolsag becsiilt siirtiségfiiggvénye a teljes adatsorbol

> summary(adatok$sorozat) Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max. 0.000 1.000 1.000
1.925 3.000 10.000

> plot(density(adatok$tavolsagladatok$sorozat>=1], kernel="epanechnikov"), lwd="3",
col="blue", main="Tavolsdg surusegfuggvenye", xlab="tavolsag (km)", ylab="becsult
surusegfiiggvény")

> lines(density(adatok$tavolsagladatok$sorozat<=1], kernel="epanechnikov"), lwd="3",
col="red") > legend("topright", c("legaldbb 1 sorozat", "legfeljebb 1 sorozat"),
col=c("blue", "red"), 1lwd="3")

Feltételes valoszinliség Osszeg hisztogramja
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probalkozasok szama (k) értekek

16. dbra. Az utazdsi tavolsag becsiilt sirlségfliggvénye a sorozatok szama, illetve a covid-
fert0zottség szerint

> plot(density(adatok$tavolsag, kernel="epanechnikov"), lwd="3", col="blue", main="Tavolsag
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suruségfiiggvénye", xlab="id¢ (perc)", ylab="becsiilt suruségfiiggvény")
gruggveny p y gruggveny

> lines(density(adatok$tavolsagladatok$covid==1], kernel="epanechnikov"), lwd="3",
col="red") > legend("topright", c("dsszes", "covid"), col=c("blue", "red"), lwd="3")

9. Statisztikai mezo

A matematikai statisztika egyik f6 célja, hogy ha az X1, Xo, ..., X, ismeretlen eloszldsd minta,
akkor errdl az ismeretlen eloszldsrél minél tobb informéaciot nyerjen. Azt, hogy az eloszlas isme-
retlen, dgy fogalmazhatjuk meg, hogy olyan valészin{iségi mezdket tekintiink, ahol az eseménytér
és az események halmaza ugyanaz, de a valdsziniiség, ami megmondja, hogy melyik esemény
mennyire valdoszind, eltéro.

Példaul annak valdsziniisége, hogy egy véletlenszertien valasztott ember jovedelme tobb 500000
forintnél, egész mas lehet, ha a jovedelem (mondjuk) 300000 vérhaté értékii és 100000 szérasu
normalis eloszlasi, vagy ha a jovedelem ezzel azonos varhaté értékii, de példaul a = 3 rendq,
vagyis végtelen szérast Pareto-eloszlassal irhatoé le.

fgy juthatunk el az aldbbi definiciéhoz.

9.1. Definicié. Az (2, A,P) hdrmast statisztikai mezbnek nevezzik, ha minden P € P-re
(Q, A, P) Kolmogorov-féle valdsziniségi mezd.

Ennek fontos specidlis esete, amikor feltételezziik, hogy az eloszlas egy néhany paraméterrel
lefrhaté eloszlascsaldadbdl szarmazik, azon beliil azonban nem tudjuk, hogy melyik eloszlasrol
van sz0. Példaul feltételezziik, hogy a jovedelem eloszlasa Pareto-eloszlas, de nem ismerjiik a
paramétereket, vagy feltételezziik, hogy egy betegség lappangasi ideje normaélis eloszlasi, de
nem ismerjik a varhaté értéket és a szorast. Az ismeretlen paramétert vagy paramétereket
altaldnosan v-val jeloljiik.

Golok szamanak hisztogramja

et megfigyelések
— Poisson(1,375)
/ —— Poisson(1)
= Poisson(2)
o 0,
o,

I | NN

| =N .\; —

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0.3

Relativ gyakorisagok
02

0.1

00

Megfigyelt értékek

17. dbra. A gdblok szdmanak hisztogramja n = 95 mérkdzésen, és kiillénbozé paraméterti Poisson-
eloszlasok

9.2. Definicié. Paraméteres statisztika mezé: P = {Py : 9 € O}. Ekkor U az ismeretlen
paraméter, mely eqy © C RY ismert halmaz, a paramétertér egy eleme.

Példaul: P lehet példaul
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e a Poisson-eloszlasok halmaza, ¥ = A az ismeretlen paraméter, © = (0,00) a paraméter
lehetséges értékeinek halmaza;

e a normadlis eloszldsok halmaza, ekkor ¥ = (m, o) az ismeretlen paraméter (ilyenkor © C
R?);

e az [a,b] intervallumon egyenletes eloszldsok halmaza, ekkor ¢ = (a,b) az ismeretlen pa-
raméter.

Az abra azt mutatja, hogy ha példaul a gélok szamét Poisson-eloszlasinak feltételezziik,
de a paramétert ismeretlennek tekintjiik, akkor néhany kiilonb6zé A\ érték mellett mennyire jol
illeszkedik a A-hoz tartozé eloszlds a megfigyelésekhez.

9.3. Definicié. Statisztikai minta: X1, Xo, ..., X, valdsziniiségi vdltozck az (2, A, P) statiszti-
kai mezon.

A minta fiiggetlen, ha ezek a valdsziniségi valtozok fliggetlenek.

Statisztika: ha T : R™ — R* egy n vdltozds fiigguény, akkor a T(X1,...,X,) valdszindségi
vdltozot statisztikdnak nevezzik.

A statisztika tehdt olyan mennyiség, amit a megfigyelésekbdl, a mintabdl egy megfeleld, elére
rogzitett fliggvény alkalmazasaval ki tudunk szamolni. Vegyiik észre, hogy a valdszintiségi
véltozdk, és igy a statisztika értelmezéséhez Q) és A elég, hiszen X; : @ — R fiiggvény volt,
amire olyan feltétel volt, amit A-val lehetett megfogalmazni. Viszont P(X; < t) mar fiigg a
P-t6l, vagyis attol, hogy a statisztikai mez6 melyik elemét tekintjiik.

Példéul k = 1-re példa: T(X, ..., X,) = S1t=tXn osetén a statisztika az 4tlag.

Vagy k = 2-re példa: T(X1,...,X,) = (X,s’) az a statisztika, ami a mintdbdl az 4tlagot és a
korrigalt tapasztalati szordst szamitja ki.

10. Torzitatlansag és hatasossag

Tegytiik fel, hogy a [0,?] intervallumon egyenletes eloszlas ismeretlen ¥ paraméterét szeretnénk
becsiilni (ez analég a német tankok probléméjaval: https://en.wikipedia.org/wiki/German_
tank_problem, lényegében annak a folytonos valtozata, ahol az ismeretlen paraméter nem csak
egész értékeket vehet fel).

Minta: X1, Xs,..., X5, példaul 4, 3; 9, 6; 3, 2; 1,8; 2,2
Atlag: X = 3,42

Vegyiik észre, hogy egy megfigyelés varhat6 értéke /2, igy az dtlag varhaté értéke is 9/2, az
atlag kétszeresének varhaté értéke éppen 9.

Ebbdl kiindulva tekintsiik az atlag kétszeresét, mint becslést J-ra:

TI(X17 s 7Xn) = 2Y7

Ey(T1) = 2Ey(X) =2-Ey(X1) =2- 5 =;

< N[

Dy(T1) = 2Dy(X) = —=Dy(X1) = —=

felhasznalva az egyenletes eloszlasrol, illetve az atlag varhato értékérol és szorasardl valdsziniliség-
szamitasbdl tanultakat.
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18. dbra. A [0,9] intervallumon egyenletes eloszlas paraméterének becslése 2X, illetve (n +
1)X/n alapjan

Itt az Ey és Dy jelolés arra utal, hogy a varhato érték és a széras flige attdél, hogy milyen
eloszlasinak tételezziik fel az X1, X, ..., X,-t, amit pedig ¥ mond meg.

Miésrészt, felhasznalva, hogy a legnagyobb megfigyelésnek, X* = max(Xy,..., X,)-nek siirtiség-
fiiggvénye: fy(t) = (nt"1/9")I(0 < t < 1), egy masik becslést is talalhatunk (a szdmolds
részleteit mell6zve), felhasznalva, hogy a legnagyobb megfigyelés varhaté értéke ¥ - n/(n + 1):

n+1 n+1 nd
- CXE By(Ty) = -
n w 2(T2) n n+1l

Dﬁ(Tg):\/( n - 92 < )

To(X1,...,Xy) = .

n+2)(n+1)2 " n+1

A két becslés Osszehasonlitdsa lathaté a[18l dbran. Itt n = 1000 elem{ mintdt haszndltunk, sziz
alkalommal kisorsolva, és elvégezve a becslést. Az dbrdk a szdz becslés hisztogramjat mutatjak,
a bal oldalon a 2X, a jobb oldalon az (n+1)X}:/n becsléssel. Az igazi paraméter 9 = 5. Az elsd
esetben a széz becslés atlaga: 5,015, korrigdlt tapasztalati szérdsa: 0,086. A mésodik esetben
a szaz becslés atlaga: 4,9999, korrigalt tapasztalati szérasa: < 0,086.

Tehat azt latjuk, hogy bar varhatd érték szempontjabdl a két becslés hasonld, a masodik esetben
a szoras lényegesen kisebb. Ezt az elméleti szdmoldsok is alatamasztjak, a korabbiak alapjan:

Ey(Th) = Ey(T) =9

teljesiil minden lehetséges ¥ € ©-ra, azaz mindkét becslés torzitatlan becslés ¥-ra. Ugyank-
kor a masodik, a legnagyobb mintaelemet hasznalé becslés szérasa kisebb, ez hatasosabb a
mésiknal: p

)
Dy(1T}) = —
o(T) \/37L>n+1

> Dﬂ (Tg)

teljesiil minden ¢ € ©-ra.

10.1. Torzitatlansag

A fenti példa alapjan egy becslésre az alabbi tulajdonsdgokat vizsgalhatjuk. A ¢ fiiggvényre
azért lehet sziikség, mert nem mindig magat a paramétert kozvetleniil szeretnénk becsiilni.
Példsul lehet, hogy a Poisson-eloszlds paramétere A, mi azonban v/ A-t, vagyis az eloszlds szérasat
szeretnénk torzitatlanul megbecsiilni, ekkor g lehet a gyokvonas. Vagy normalis eloszlasnal lehet,
hogy paraméternek a o szérdst tekintjiik ismeretlen paraméternek, de a o2
szeretnénk torzitatlanul becsiilni, ekkor g a négyzetre emelés.

szorasnégyzetet
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(Q, A, P) statisztikai mezo6;

o P={Py:9 € O) valamely © halmazzal (O a paramétertér);

g : © — R fiiggvény.

Cél: olyan T statisztika keresése, amire a T'(X) val6szinliségi véltozo és a g() érték
valamilyen értelemben kozel esnek egymashoz.

10.1. Definicié (Torzitatlansdg). A T statisztika torzitatlan becslés g-re, ha minden ¥ € O-
ra
Ey(T(X1,..., Xn)) = g(0).

A T statisztika torzitdisa a by (9) = Ey(T(X1,...,Xn)) — g(9) figgvény.

X1, Xo, ..., X, fiiggetlen minta a [0, 9] intervallumon egyenletes eloszlasbél. Ekkor 2X
torzitatlan becslés g(¥9) = ¥-ra: E(2X) = 9.
10.2. A varhato érték és a szérasnégyzet torzitatlan becslése

10.1. Allitas (A varhaté érték torzitatlan becslése). Legyen X, ..., X, figgetlen azonos
eloszldsiu véges varhato értékid minta. Ekkor

Ey(X) = Ey(X1) minden ¥ € O-ra,

vagyis a mintaatlag torzitatlan becslése a vdrhato értéknek.
Ez az alabbi, valoszintiségiszamitasbdl ismert allitasnak a kovetkezménye.

10.2. Allitas. Legyen X1, ..., X, azonos eloszldsi minta, és m = E(X;) < oco. Ekkor

E(X) = m.

Bizonyitas.

X1+~~-+Xn
n

nm =m.

S|

E(X)zE( ):iE(XlJr...Jan):

Felhasznaltuk a varhaté érték linearitasat, és hogy csak eloszlastol fiigg:

e E(cX)=CcE(X), haceR;
e E(Y+2)=E(Y)+E(2);

e ha Y és Z eloszldsa megegyezik, akkor E(Y) = E(Z)

Ebbdl kovetkezik, hogy a mintaatlag torzitatlan becslés a varhaté értékre.
Specialisan: a relativ gyakorisag torzitatlan becslés egy esemény valdszintiségére.

A szorasra teljes altalanossigban nem talalhatunk torzitatlan becslést, a szdérasnégyzetre azon-
ban igen (ehhez emlékeztetdiil: dltalaban E(T)? # E(T?), ezért nem igaz, hogy ha T? torzitatlan
a szorasnégyzetre, akkor T torzitatlan a szdérdsra, nem elég gyokot vonni).
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10.3. Allitas (A szérasnégyzet torzitatlan becslése). Xi,..., X, figgetlen azonos eloszldsu
véges szorasu minta. Ekkor Ekkor

Ey(s?) = D3(X1) minden ¥ € ©-ra,

vagyis a korrigalt tapasztalati szérasnégyzet torzitatlan becslés a szordsnégyzetre.
Ennek bizonyitasdhoz idézziik fel az alabbi allitést.

10.4. Allitas. Legyen X1, ..., X, figgetlen azonos eloszldsi minta, és D2(X;) < oo létezik.
Ekkor

Bizonyitas.

D(X) :D<X1 +.T.L.+Xn> _ D(xy +ﬁ”+Xn) nD:(Xl) _ D\(/);I)-

Felhasznaltuk a széras alabbi tulajdonsagait:

e D(cX) = |¢|D(X), ha ¢ € R val6s szam;

e DY +Z)=/D2(Y)+ D%(Z), haY és Z fiiggetlenek;

e ha Y és Z eloszldsa megegyezik, akkor D(Y) = D(Z).

O

Szintén segitséglinkre lesz, ha a tapasztalati szorasnégyzetet nem definicié alapjan, hanem egy
masik alakban irjuk fel.

10.5. Allitas (A tapasztalati szérasnégyzet masik alakja).
1< 2
=—|) X -X
b

Bizonyitas. Atrendezéssel kapjuk, hogy

n n n
S X -X2=Y (X -2X, X+ X )= X2 -2mX X+n-X =Y X2-n-X.
k=1 k=1 k=1 k=1

Ebbél adodik, hogy

S%Zi[zﬂ:(Xk— ] [ZXIC}— )

k=1

a tapasztalati szorasnégyzet definicidja alapjan.

Most mar kiszamithatjuk a korrigalt tapasztalati szérasnégyzet varhaté értékét.

2 _ N o9 _ 1 - 2 N2
S"_n—lsn_n—l[ [ZX’“] }_n—l[;Xk] n—1" "~

Ennek varhaté értékére vagyunk kivancsiak.
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Az elsd tag varhato értéke a szérdsnégyzet definicidja alapjan:
n n
Eg < . X;?) =Y Eg(X}) =n - Eg(X?) = n- [D3(X1) + Eg(X1)?)].
k=1 k=1
A misodik tag varhaté értéke szintén a szorasnégyzet definicidja, valamint az dtlag varhato

értéke ((10.2} allitds) és szérasa (10.4] &llitds) alapjan:

£y(X°) = DY(X) + By(X)? = - D3(Xa) + E(X)*

Vagyis valéban s*2 torzitatlan becslés a szérasnégyzetre:

" n n n 1
Ey(sy) = — [Dg(Xl)JrEﬁ(Xl)Z]*n —

n—1 n-—1

iDg(X1)+E19(X1)2] = < )Dg(Xl) = Dj(X1).

11. Hatasossag

Ahogy a bevezeté példaban is lattuk, két, a varhatd érték szempontjabol egyforméan jé becslés
szérasa (bizonytalansdga) kozott lényeges kiilonbség is lehet. So6t, ha csak a varhaté értéket
vennénk figyelembe, egy mintaelem, Xi, ugyanolyan jé becslés lenne, mint 1000 mintaelem
atlaga, pedig ez utébbi sokkal informativabb. A véarhatd érték szempontjabdl egyforman jo
becsléseket a széras alapjan hasonlithatjuk Gssze.

11.1. Definicié (Hatdsossag). Legyenek T1, T, torzitatlan becslései a paraméter g(¥) figgvényének.
T, hatasosabb T5-nél, ha
D3(Th) < Dj(T»)

teljestl minden 9 € ©-ra.

A T becslés hatasos g(¥)-ra, ha g(¥) minden torzitatlan becslésénél hatisosabb (és & maga is
torzitatlan).

o Nem mindig létezik hatdsos becslés, és lehetséges, hogy T és Ts koziil egyik sem hatdsosabb
a masiknal.

e A virhat6 értékre nézve a mintadtlag hatédsosabb minden 377, ¢; X; alaki becslésnél (ahol
Z?:l Cj = 1).

e Bizonyos feladatokban lehet a mintaatlagnal hatasosabb becslés a varhato
értékre: A [0, b] intervallumon egyenletes eloszlds esetén b-re 1 max(X, ..., X,) hatdsosabb
a mintaatlag kétszeresénél.

12. Konzisztencia

Az eddigiekben csak azt vizsgaltuk, hogy rogzitett mintaelemszam esetén milyen tulajdonsigai
lehetnek egy becslésnek. Ahogy azonban példaul a Glivenko—Cantelli-tételnél, a statisztika
alaptételénél is lattuk, az is fontos kérdés, hogy hogyan viselkedik egy becslésekbdl all6 sorozat,
ha a mintaelemszdm végtelenhez tart. Ehhez a abran latunk egy példat: ha Xi, Xo,...
fiiggetlen, exponencidlis eloszlasti valdszinftiségi valtozékbdl 4116 minta, akkor 1/X, azaz az dtlag
reciprokanak sorozata paraméterhez tart, legalabbis a két vizsgdlt paraméter esetén. Ha ez
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19. abra. A = 0,5 paraméterii exponencidlis eloszlast generdlva a mintaatlag reciproka 0, 5-hoz
tart (bal oldali 4bra), A = 1 paraméter esetén ugyanez a mennyiség 1-hez tart (jobb oldali dbra)

minden paraméterértékre fennall, vagyis a becslések sorozata tart a valédi, becstilni kivant pa-
raméterhez, azt mondjuk, hogy a becslés konzisztens.

A példaban ez teljesiil, hiszen a nagy szamok erds torvénye szerint X a varhaté értékhez tart 1
valésziniiséggel, ami exponencidlis eloszlds esetén 1/\. Ebbél kévetkezik, hogy 1/X — ) teljesiil
1 valészintiséggel n — oo esetén, és igy sztochasztikusan is. Vagyis a paraméter reciproka
konzisztens becslése A-nak.

12.1. Definicié. A T, = T,(X1,...,X,) konzisztens becsléssorozat g(v)-ra, ha minden 9 €
O-ra
(Th(X1,..., X)) = g(@)

n — 0o esetén sztochasztikusan, azaz minden ¥ € © és € > 0-ra teljesil, hogy

Py (T — g(9)| > €) = 0 (n — o0).

Elégséges feltétel:
Ey(Tn(X)) = g(¥)  é  Dy(Tn(X)) =0

minden ¥ € O-ra.

12.1. Példak torzitatlan, konzisztens becslésekre

X1, Xa, ... fiiggetlen azonos eloszlasi véges szérasd minta. Ekkor

:X1+X2++Xn_>
n

Ty Eﬁ(Xl)

teljesiil n — oo esetén sztochasztikusan a nagy szamok gyenge torvénye szerint, vagyis az atlag
konzisztens becslés a varhaté értékre, és torzitatlan is. A nagy szamok erds torvénye is
hasznalhat6 ugyanerre, abbdl (véges varhaté érték esetén) kovetkezik az 1 valdsziniiségii kon-
vergencia, abbdl pedig a sztochasztikus.

Specialis eset: a relativ gyakorisag konzisztens becslés a valdszintliségre, és torzitatlan is.

Az s, és s kozil mindketté konzisztens becslés a szérasra, a négyzeteik pedig konzisztens
becslései a szorasnégyzetnek. Azonban torzitatlansag szempontjabdl csak azt allithatjuk altaldnosan,
hogy 52 torzitatlan becslése a szérdsnégyzetnek.

Nevezetes eloszlasok:

e Poisson-eloszlds A paraméterére az atlag torzitatlan, konzisztens
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e a normalis eloszlas m paraméterére az atlag torzitatlan és konzisztens; a o paraméterre a
tapasztalati széras és a korrigdlt tapasztalati szords konzisztensek, de nem torzitatlanok;

o2-re 572 torzitatlan

e exponencidlis eloszlds: 1/X konzisztens A-ra, de nem torzitatlan a paraméterre

e exponencidlis eloszlds: (n+ 1) -min(Xy,..., X,,) torzitatlan, de nem konzisztens a varhaté
értékre (vagyis 1/\-ra).

Hazi feladat 2022. februar 28., hétf6, 10:30-ig Tekintsiik a A = 0.1,0.2,...,1 értékeket.
Minden ilyen A-ra sorsoljunk egy ezer elemi fiiggetlen mintdt a megadott A paraméteri expo-
nencidlis eloszldsbol, és szamitsuk ki a mintdbdl az alabbi mennyiségeket: (a) az atlag reciproka,
(b) a legkisebb mintaelem 1001-szerese; (c) a korrigdlt tapasztalati széras.

Abrézoljuk A fiiggvényében az igy kapott értékeket (lehet egy dbrén, de harom kiilén abran is).
Hasonlitsuk 6ssze a becsléseket az abra alapjan.
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