Hazi feladat marcius 28., hétfs, 10:30-ig

Tegyiik fel, hogy egy biztosité minden ligyfelérdl azt feltételezi, hogy az altala egy
év alatt okozott balesetek szama Poisson-eloszlast, paramétere pedig az ligyfélre
jellemz8 A, mely egy tigyfelet tekintve egyenletes eloszlasa a [0, 1] intervallumon
(ez az a priori eloszlas).

Adjunk Bayes-becslést a Péterre jellemz8 A\ paraméterre, ha Péter az utdbbi tiz
évben pontosan k balesetet okozott. Abrazoljuk a becslést k = 0,1,2,...,10-re
k fiiggvényében. (Segitség: a k = 0 eset kidolgozva megtalalhaté a moodle-be
feltoltott jegyzetben.)



Hazi feladat marcius 28., hétfs, 10:30-ig

Fiiggetlen Poisson-eloszlasok 6sszege Poisson-eloszlas, és a paraméterek 6sszeaddd-
nak. Ezért a tiz év alatt okozott balesetek szdma 10\ paraméterii Poisson-eloszlas.
Legyen A, az az esemény, hogy Péter pontosan k balesetet okozott. Ekkor

1 k
P(AKA = 5) = & (/)j) e 10,

A Bayes-tétel (folytonos valtozata) most ezt adja:

)  P(AA = s)p(s)
p*(s|Ak) = fix;o P(Ak|\ = t)p(t)dta

ahol p a paraméter a priori siir(iségfiiggvénye. A példaban p(t) = I(0 < t < 1),
hiszen azt tettiik fel el6zetesen, hogy t egyenletes eloszlast a [0, 1] intervallumon.



Hazi feladat marcius 28., hétfs, 10:30-ig

Behelyettesitve megkapjuk az a posteriori eloszlas siiriiségfiiggvényét:

(105)k —10s
P(A /\—S/)S - e I(0<s<1
p*(S|Ak) ( k‘ )() k! ( — 2 = )

= —= — T —C. Skeflos.
JZoo P(AK|A = t)p(t)dt [, (10t)ke~10t g

Vagyis a megfigyelések alapjan s-t olyan eloszlasiinak gondolhatjuk, aminek ez a
fenti fliggvény a siirdiségfiiggvénye.

A Bayes-becslés ennek varhaté értéke:

1
p\ _ / Csk+leflos ds.
0



Hazi feladat marcius 28., hétfs, 10:30-ig

= apriori
= a posteriori
@

06 08 10
abra: A )\ paraméter a priori és a posteriori siirliségfiiggvénye

A 1. dbran lathatjuk az a priori és a posteriori siiriségfiiggvényt a k = 0 esetben.



Hazi feladat marcius 28., hétfs, 10:30-ig

Ebben az esetben becslést is adhatunk (késébb latni fogjuk, hogy ez milyen szem-

pontbdl jé becslés). Ugyanis kiszamithatjuk az a posteriori eloszlas varhaté értékét,
parcialis integralas segitségével:

R 1 1 e—10s
)\:/sp*sAds:/s-ids:O,l.
0 ( ‘ ) o %0(1 o 6710)

Tehat a Bayes-mddszerrel kapott becslés értéke p =0, 1.



Konfidenciaintervallum

Példa: megmérték hatvan ember vércukorszintjét, egymastdl fiiggetleniil.

A minta egy részlete (mmol/| mértékegységben):

5,98 61 599 6,21 5,97 6,23 5,85

Alapstatisztikak: n = 60 (méret), X = 5,99 (atlag), si = 0,18 (korrigalt tapasz-
talati széras)



Konfidenciaintervallum

Példa: megmérték hatvan ember vércukorszintjét, egymastdl fiiggetleniil.

A minta egy részlete (mmol/| mértékegységben):

5,98 61 599 6,21 5,97 6,23 5,85

Alapstatisztikdk: n = 60 (méret), X = 5,99 (4tlag), s; = 0,18 (korrigalt tapasz-
talati széras)

Cél: a varhato érték becslése az adatok alapjan

pontosabban: adjunk meg egy olyan intervallumot, ami legalabb 95% valészini-
séggel tartalmazza az "igazi" varhat6 értéket — ezt fogjuk 95 % megbizhatosagi
szintii konfidenciaintervallumnak hivni



A kétoldali z-préba kritikus értéke

Standard normalis eloszlas
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Az a = 0,05 terjedelm( kétoldali z-préba (u-préba) kritikus értéke:
®~1(1—«/2) =d71(0,975) = 1,96. Vagyis ha Z ~ N(0, 1), akkor
P(—1,96 < Z < 1,96) = 95%.



Konfidenciaintervallum a varhatd értékre

rem)= (3o (- )75 R e (- 5) )

ahol felhasznaltuk, hogy mivel Xy, ..., X, fiiggetlen N(m, 0?) eloszlastak, igy X ~
N(m,o?/n) eloszlasi. Ezért Z = (X — m)/(o/+/n) standard normalis eloszlasa,
vagyis

P(—a< Z <a)=9®(a) — P(—a) = P(a) — (1 — P(a) =2¢(a) — 1.



Példa konfidenciaintervallumra

Minta: megmeértiik hatvan ember vércukorszintjét, tegyiik fel, hogy ez normalis
eloszlasa, valodi szérasa 0, 2.

n =60 (méret), X = 5,99 (4tlag), s = 0,18 (korrigélt tapasztalati sz6ras)

Adjunk meg olyan intervallumot, ami legalabb 95% valdszintiséggel tartalmazza a
vércukorszint val6di varhaté értékét.

megbizhatésagi szint: 1 — a = 95%, azaz o = 0,05. Ebbsl ®~1(1 — a/2) =
®-1(0,975) = 1, 96.

95 %-o0s megbizhatésagi szintii konfidenciaintervallum a varhaté értékre:

0,2 0,2
5,00 —1,96- ——, 5,99+1,96  —— | = (5,94:6,04).
( V60 \/60) ( )

Kisebb mintaelemszamhoz hosszabb, nagyobb megbizhatésaghoz szintén hosszabb
konfidenciaintervallum tartozik.



Konfidenciaintervallumok

Legyen (2, A, P) statisztikai mez6, P = {Py : ¢ € O} és X = (Xq,...,Xy)
fiiggetlen azonos eloszlasi minta. Tegyiik fel, hogy ¥ valés paraméter, vagyis
O CR.

Definicié
Azt mondjuk, hogy a (T1(X), To(X)) intervallum legalabb 1 — o« megbizhatésagi

szintd konfidenciaintervallum ¥-ra, ha minden 9 € R esetén teljesiil, hogy

IP@(T]_(K) <Y< Tg(&)) >1—a.

A konfidenciaintervallum megbizhatdsagi szintje: infyco{Py(V € (T1, T2))}.



Konfidenciaintervallum a varhatd értékre

A ® a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye, azaz ha Z ~ N(0,1):

t
O(t) =P(Z < t) = \/% / /245,

Allitas (Konfidenciaintervallum a varhaté értékre, ismert szoras)

Tegyiik fel, hogy Xi,...,X, figgetlen azonos eloszlasi normalis eloszlasa valo-
sziniiségi valtozok, melyek szorasa, o ismert.
Ekkor a

T m = (g X ) )

intervallum 1 — « megbizhatdsagi szintii kétoldali konfidenciaintervallum az el-
oszlds varhato értékére.

V.




Fisher—Bartlett-tétel

Val6jaban az eloszlas valédi szérdsa a legtobb esetben nem ismert. A o szérast

az s, korrigalt tapasztalati szérassal helyettesitjiik. Kérdés, hogyan valtozik igy az
eloszlas.

Tétel (Fisher—Bartlett)

Tegyiik fel, hogy X1,Xa, ..., X, fiiggetlen m varhaté értékd, o szoérasd, normalis
eloszlasa valdszintiségi valtozok. Ekkor

Q X~ N(m, %),
Q X és s fiiggetlenek;

© (n—1)s:?/0? eloszldsa n — 1 szabadsagi foki x>-eloszl4s;

Q *=7 . \/n eloszlssa n — 1 szabadsagi fokii t-eloszlas.

Itt

=g - (G5 )




t-eloszlas kritikus értékei
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Az f = 59 szabadsagi fokii @ = 0,05 terjedelm( kétoldali t-préba kritikus értéke:
t5g70705 = 2, 001.



Konfidenciaintervallum a véarhato értékre
Legyenek Zy, Z1, .. ., Z, figgetlen N(0,1) eloszlastak, és tf , az f szabadsagi foku

« terjedelmii kétoldali t-préba kritikus értéke, azaz az f szabadsagi foki t-eloszlas
1 — a/2-kvantilise:

2
1—a2=P(Y<tr,) =P —=—— < t,|.
/ (V'S tra) ( ZP+...+ 2Z; f’)

Az Y = ﬁ valészin(iségi valtozé eloszlasa f szabadsagi foki t-eloszlas.
it T4f



Konfidenciaintervallum a varhatd értékre

Legyenek Zy, Z1, .. ., Z, figgetlen N(0,1) eloszlastak, és tf , az f szabadsagi foku
« terjedelmii kétoldali t-préba kritikus értéke, azaz az f szabadsagi foki t-eloszlas
1 — a/2-kvantilise:

2
1—a/2=P(Y <trq)=P| ————= < tra |-
/ (V< tra) ( Z2+...+272; f’)
Az Y = ——%____ valésziniiségi valtozé eloszlasa f szabadsagi foka t-eloszlas.

Z2+..+2?

Allitas (Konfidenciaintervallum a varhaté értékre, ismeretlen sz6ras)

Tegyiik fel, hogy Xi,...,X, fiiggetlen N(m,c?) normélis eloszldsi valosziniiségi
véltozék (m, o ismeretlenek). Ekkor a

= g = sk
T, )= (X —thria —=, X+ th-10 —
(T1, To) ( 1,a NE + th—1,a \/ﬁ>

intervallum 1 — « megbizhatdsagi szintii kétoldali konfidenciaintervallum az el-
oszlas varhato értékére.

V.




Példa konfidenciaintervallumra

Minta: vércukorszint-értékek, tegyiik fel, hogy ez normalis eloszlasi, sz6rdsa nem
ismert.

n =60 (méret), X = 5,99 (atlag), s; = 0,18 (korrigalt tapasztalati sz6ras)

Adjunk meg olyan intervallumot, ami legalabb 95% valdszinGiséggel tartalmazza a
vércukorszint val6di varhaté értékét.

megbizhat6sagi szint: 1 — a = 95%, azaz a = 0,05. Az f = 59 szabadsagi foka
o = 0,05 terjedelmii kétoldali t-préba kritikus értéke: tsg o975 = 2.

95 %-0s megbizhatdsagi szintii konfidenciaintervallum a varhaté értékre:

0,18 0,18
5,99 -2 ——=, 599+2 - = (5,94;6,04).
( V60 \/60> ( )

Hosszabb intervallumot kaptunk, mint ismert szoras esetén.



Egyoldali konfidenciaintervallum a varhato értékre

Allitas (Egyoldali konfidenciaintervallum)

Tegyiik fel, hogy Xi,...,X, fiiggetlen N(m,c?) normélis eloszlasi valésziniiségi
véltozok (m, o ismeretlenek). Ekkor a

— G
(— 00, X+th—11-a- \/—"F>

intervallum 1 — o megbizhatdsagi szintd egyoldali konfidenciaintervallum az el-
oszlds varhato értékére.

V.

ltt t,_11-/2 az f = n—1 szabadsagi fokl o terjedelm(i egyoldali t-préba kritikus
értéke.



Konfidenciaintervallum a szérasra

Fisher—Bartlett-tétel:

(n—1)s:2 S (X-XP
2 = o2 ~ Xn—1:

g

azaz a hanyados eloszlasa n — 1 szabadsagi foka x2-eloszlas (ami megegyezik Z2 +
Z2 + ...+ Z2_, eloszlasaval, ahol Z-k fiiggetlen standard normalis eloszlasaak).

Allitas
Legyen X1, X, ..., X, fiiggetlen normalis eloszlasi minta. Ekkor az eloszlis o?
szorasnégyzetére 1 — o megbizhatésagi szintli konfidenciaintervallum az alabbi:

(T2 T) = (Zf_l(xj - X)? XX X)2>7

Cn—1,1—a/2 Cn—1,a/2

ahol cf , az f-szabadsagi fokii q terjedelmi x>-proba kritikus értéke, azaz az f
szabadsagi foki x?-eloszlis q-kvantilise.

Ezzel a valasztassal nem a legrovidebb intervallumot kapjuk.



A x?-eloszlas kvantilisei

Khinégyzet-eloszlas
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Az f = 59 szabadsagi foka y2-préba kvantilisei ¢ = /2 = 0,025-tel é&s g =
1—a/2=0,975-tel.



Konfidenciaintervallum a valésziniiségre

Az A esemény valdsziniisége p € [0, 1] ismeretlen paraméter. Ezt szeretnénk meg-
becsiilni. Ha n kisérletbsl az A esemény X-szer kovetkezett be:

Ep(X) = np; Dp(X) = v/np(1 - p); E"(f>:p; D”(X):p(\%_p)'

X ~ Bin(n, p) binomialis eloszlasa, viszont a relativ gyakorisagot, X/n-t nem
tudjuk egyetlen eloszldssal kozeliteni.
Ezért X/n eloszlasat p varhato értékd, ff”) szérast normalis eloszlassal kozelit-

juk, ahol p az esemény relativ gyakorisiga a mintaban.
1 — o megbizhatésagi szintii konfidenciaintervallum p-re:

R )



Konfidenciaintervallum az ML-becslés alapjan

Ha likelihoodfiiggvény teljesit bizonyos regularitasi feltételeket, akkor a ¥ paramé-
ternek az X1, X5, ..., X, mintabdl szamolt ¥, maximumlikelihood-becslése

létezik;

@ aszimptotikusan torzitatlan: lim,_ ., Ey(¢,) = ¢ minden 9 € ©O-ra;

aszimptotikusan hatasos: lim,_ o \/nI1(19)D79(1§,,) =1 minden ¥ € O-ra;

aszimptotikusan normalis eloszlasa: \/nk (0)({, — 1) eloszlasban tart a stan-
dard normélis eloszlashoz minden ¥ € ©-ra n — oo esetén.



Konfidenciaintervallum az ML-becslés alapjan

Ha likelihoodfiiggvény teljesit bizonyos regularitasi feltételeket, akkor a ¥ paramé-
ternek az X1, X5, ..., X, mintabdl szamolt ¥, maximumlikelihood-becslése

létezik;

@ aszimptotikusan torzitatlan: lim,_ ., Ey(¢,) = ¢ minden 9 € ©O-ra;

aszimptotikusan hatasos: lim,_ o \/n/1(19)D79(1§,,) =1 minden ¥ € O-ra;

aszimptotikusan normalis eloszlasa: \/nk (0)({, — 1) eloszlasban tart a stan-
dard normélis eloszlashoz minden ¥ € ©-ra n — oo esetén.

Ez alapjan aszimptotikus konfidenciaintervallum, ami n — oo esetén 1 — a-hoz
tart6 valdsziniiséggel tartalmazza J-t:

(7en(1-5) i:w); re(1-3) ilw))

n

ahol 1,(9) = n-k(d,), vagyis a Fisher-informacio kifejezésébe a maximumlikelihood-
becslést irjuk be.



Hazi feladat aprilis 4., hétfs., 10:30-ig

A hazi feladathoz begyiijtott adatok alapjan

@ adjunk 95%-o0s megbizhatdsagi szintii konfidenciaintervallumot annak val6szi-
niiségére, hogy valaki (a kérdezés id6pontjatdl szamolva) az elmalt fél évben
atesett koronavirus-fert6zésen;

@ bar az utazassal toltott id6 nem normalis eloszlasa, alkalmazzuk a képletet,
és adjunk 95%-o0s megbizhat6sagi szintii konfidenciaintervallumot az utazasi
id6 varhaté értékére. Mennyire redlis az az eredmény, amit kaptunk?



Hipotézisvizsgalat

Legyen (Q, A, P) paraméteres statisztikai mez6, azaz P = {Py : J € ©} valamilyen

© paramétertérrel. A paraméterteret bontsuk fel két diszjunkt halmaz uniéjara:
© = Oy U O, ahol tehat ©y N O = 0.

Nullhipotézis. Hy : ¥ € ©.

Ellenhipotézis. H; : ) € O;.



Hipotézisvizsgalat

Legyen (Q, A, P) paraméteres statisztikai mez6, azaz P = {Py : J € ©} valamilyen
© paramétertérrel. A paraméterteret bontsuk fel két diszjunkt halmaz uniéjara:
© = Oy U O, ahol tehat ©y N O = 0.

Nullhipotézis. Hy : ¥ € ©.
Ellenhipotézis. H; : ) € O;.

A minta X = (X1,...,X,), a mintatér legyen B (vagyis (X1,...,X,) a B C
R" halmaz egy véletlen eleme). A mintateret is felbontjuk két diszjunkt halmaz
unidjara: B = By U By, ahol By N By = 0.

Elfogadasi tartomany: By. Ha (Xi,...,X,) € By, akkor Hp-t elfogadjuk.

Elutasitasi (kritikus) tartomany: B;. Ha (Xi,...,X,) € By, akkor Hp-t eluta-
sitjuk.

Tehat a nullhipotézist akkor fogadjuk el, ha a minta az elfogadasi tartomanyba
esik, kiilénben elutasitjuk.



Hipotézisvizsgalat

Nullhipotézis (null hypothesis). Hp : ¥ € ©q.

Ellenhipotézis (alternative hypothesis). H; : ¥ € ©5.
o Elséfaji hibat vétiink, ha Hy igaz, és elutasitjuk.
@ A préba szignifikanciaszintje vagy terjedelme (level of significance):

a = sup Py(X € By).
YEOp

@ Masodfaja hibat vétiink, ha Hy nem igaz, és elfogadjuk.

@ A préba eréfiiggvénye az alabbi 5 : ©; — [0, 1] fiiggvény:
B) =Py(X € B) (J€).



Hipotézisvizsgalat: p-érték

Definicié
Egy hipotézisvizsgalati feladatban a p-érték (p-value) a legnagyobb olyan szignifi-
kanciaszint, ami mellett Hy-t elfogadjuk.

Vagyis ha « a szignifikanciaszint, akkor
p < « esetén elutasitjuk Hy-t, szignifikans eltérés Hy-tol.

p > « esetén elfogadjuk Hp-t, nincs szignifikans eltérés Hp-t6l, nem volt elég
bizonyiték Hi-re.

A szokdsos o = 0,05 értékkel: p < 0,05 esetén elutasitjuk a nullhipotézist,
szignifikans eltérés van, kiilonben elfogadjuk a nullhipotézist, nincs szignifikans
eltérés.

Nagy mintaelemszam esetén kis eltérés is szignifikans. A préba ereje hasznal-
hat6 annak ellenérzésére, hogy nem volt-e tal érzékeny az eljaras.



Prébak tulajdonsagai

@ A préba szignifikanciaszintje vagy terjedelme (level of significance) az el-
s6faja hiba valosziniiségének szuprémuma:

a = sup Py(X € By).
YEOg

@ A préba eréfiiggvénye az alabbi 5 : ©; — [0, 1] fiiggvény:
BW) =Py(X € B1)  (¥€6n).

@ Azonos terjedelmii probak koziil az az erésebb, amelynek az eréfiiggvénye
minden ¥ € ©;-re nagyobb vagy egyenl8, mint a masiké:

B*(9) =Py(X € By) > B(V) = Py(X € By) (¥ € ©y).

@ Egy proba konzisztens, ha az eréfiiggvénye 1-hez tart minden ¥ € ©;-re.
@ Egy préba torzitatlan, ha
Pyy(X € By) < Py, (X € By)

minden 9y € Og-ra és 1¥; € O1-re.



Neyman—Pearson-lemma

Tegyiik fel, hogy a paramétertér két elembdl all: © = {Jg,91}. A likelihood-
fliggvények: L, illetve L, .

Likelihood-hanyados préba: vélasszunk egy ¢ szamot. Ha

Ln1(X1,...,Xs) S ¢
Lpo(Xe,..., Xn) —

akkor utasitsuk el a nullhipotézist, kiilénben fogadjuk el.

Lemma (Neyman—Pearson-lemma, 1. rész)

Tegyiik fel, hogy a likelihood-hdnyados préba szignifikanciaszintje «. Ekkor a
likelihood-hdnyados préba a legerésebb proba a legfeljebb o szignifikanciaszintd
probak kozott.

Példaul: ¢ esetén indikator eloszlds 0,2 paraméterrel, 9, esetén indikator eloszlas
0,9 paraméterrel. Ha 10 megfigyelésb&l k-nal kovetkezik be az esemény:

Loa(Xa, ., %) (3)0,9%0, 17k <0,9)k(0,1>"k
Ln,o(X17~-~7Xn) - (1[?)072k0’8n7k o 0,2 0,8 .

Ez annél nagyobb, minél nagyobb k. Elutasitjuk Hp-t, ha k > ko megfelel§ ko-lal.




Neyman—Pearson-lemma

Példaul: ¥ esetén indikator eloszlds 0,2 paraméterrel, 9, esetén indikator eloszlas
0,9 paraméterrel. Legyen X az, hogy 10 megfigyelésb&l hanyszor kévetkezik be az

esemény. A Neyman—Pearson-lemma szerint akkor utasitjuk el Hp-t, ha X > kg
megfelels ko-lal.

Ha ko = 5: az els6faja hiba valdszinlisége még megfelels:

10
10 , ,
Po(X >5) = (J, )0,210,8101 = 0,033 < 0, 05.

Jj=5

Ha kg = 4: az els6faja hiba valészin(isége til nagy:

10
10 , ,
Po(X >4)=> <j )0,210,810—1 =0,12 > 0, 05.

j=4



Neyman—Pearson-lemma

Példaul: ¥ esetén indikator eloszlds 0,2 paraméterrel, 9, esetén indikator eloszlas
0,9 paraméterrel. Legyen X az, hogy 10 megfigyelésbél hanyszor kévetkezik be az
esemény. A Neyman—Pearson-lemma szerint akkor utasitjuk el Hp-t, ha X > kg
megfelels ko-lal.

Ha ko = 5: az els6faja hiba valdszinlisége még megfelels:

10
1 . .
Po(X >5) = (J()) 0,2/0,8'°~/ = 0,033 < 0, 05.

> 2
Ha kg = 4: az els6faja hiba valészin(isége til nagy:

10
1 . .
Po(X >4)=> <19) 0,2/0,8%°~ = 0,12 > 0, 05.

j=4

Pontosan o = 0,05 terjedelem: X > 5 esetén biztosan, X = 4 esetén 19%
valosziniiséggel utasitjuk el a nullhipotézist (0,19 - Po(X = 4) = 0,05 — 0,03).
Ez leger6sebb proba a legfeljebb ov = 0,05 szignfikanciaszint(i probak kozott, és
er6sebb, mint a kg = 5-tel kapott determinisztikus prébaé.



Véletlenitett proba

Tegyiik fel, hogy a paramétertér két elembdl all: © = {dJo,91}. A likelihood-
flggvenyek: L, illetve L, ;.

Likelihood-hanyados préba: vélasszunk egy ¢ szamot. Ha

Lpa(X1,..., Xn)

—w Vv > C
Lno(Xa,..., Xn)

akkor utasitsuk el a nullhipotézist. Ha a hanyados egyenlé c-vel, akkor p val6szindi-
séggel utasitsuk el, és 1 — p valésziniiséggel fogadjuk el. Ha kisebb c-nél, fogadjuk
el a nullhipotézist.

Lemma (Neyman—Pearson-lemma, 2. rész)

Legyen o € (0,1) tetszéleges. Ekkor lehet olyan c és p szdmokat valasztani, hogy
a likelihood-hanyados préba a szignifikanciaszintje éppen «, és igy ez a legerésebb
préba a legfeljebb o szignifikanciaszintii prébdk kézott.




Szekvencialis prébak

A valésziniiséghanyados n elemii mintabdl:

V. = Ln,l(Xla-~-7Xn) _ Hj:l fl()(/)
8 Ln,O(Xla-”aXn) Hn 1f0()<1)7

J=

ha az eloszlas abszolat folytonos.

A, B rogzitett, a prébara jellemz8 szamok. Addig vesziink mintaelemeket, amig
V, > B vagy V, < A nem teljesiil. Vagyis:

@ ha V, > B, elutasitjuk Hp-t;

@ ha V, < A, elfogadjuk Ho-t;

@ ha A<V, < B: (j mintaelemet vesziink.
Kétlépcsbs valtozat: nq elem( mintat vesziink. Ha V,, > B, elutasitjuk Ho-t, ha

Vi, < A, elfogadjuk Hp-t, kiilonben tovabbi n, darab mintaelemet vesziink, és
akkor utasitjuk el a nullhipotézist, ha V,,,1+,, > C teljesiil.



Neyman—Pearson-lemma

Példa: legyen © = {mg, m1}, és P alljon az N(my, o) és N(my, o) eloszlasokbdl.
A likelihood-hanyados:

Loi(Xa,..., Xs) (VQ%TT)nIIﬁzleXP(—()Q _'nh)2/(202))<_
Loo(X1,...,Xn) (ﬁ)"ﬂfﬂ exp(—(X; — mo)2/(202))

n F—my)? n )2

= exp ( — Zj:l()g ) + Zj_l()g 0)

202 202
Zjn 1(X —2m X; + m3) n Z;:1(XJ? —2moX; + m;)
= eX —_ =
P 202 202
2(my — mo) X574 Xj + (mg — mi)n
= exp .
202

Ha m; > mg: akkor utasitjuk el a nullhipotézist, ha L”" nagyobb egy c kritikus

értéknél, vagyis ha Z _, Xj nagyobb egy ¢’ kritikus értéknél. Ezért a lesz a z-préba
legerésebb préba: ez is |Iyen alaka.



Normalis eloszlas paramétereire vonatkozd prébak

Az alabbi probak akkor hasznalhaték, ha

@ a megfigyelések fiiggetlenek, és feltételezhetjiik, hogy normalis eloszlastak

@ a megfigyelések fiiggetlenek, véges szorasu eloszlasbél szarmaznak, és a minta
mérete, azaz n "elég nagy", példaul n > 100
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Az alabbi probak akkor hasznalhaték, ha
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@ z-préba (vagy u-préba): varhaté értékre vonatkozé hipotézis esetén, ha a
o széras ismert — egymintas esetben legerésebb préba



Normalis eloszlas paramétereire vonatkozd prébak

Az alabbi probak akkor hasznalhaték, ha

@ a megfigyelések fiiggetlenek, és feltételezhetjiik, hogy normalis eloszlastak

@ a megfigyelések fiiggetlenek, véges szorasu eloszlasbél szarmaznak, és a minta
mérete, azaz n "elég nagy", példaul n > 100

@ z-préba (vagy u-préba): varhaté értékre vonatkozé hipotézis esetén, ha a
o széras ismert — egymintas esetben legerésebb préba

@ t-proba (vagy Student-préba): varhaté értékre vonatkozé hipotézis esetén,
ha a o széras nem ismert (csak az s tapasztalati sz6ras)

@ f[-préba: szérasra vonatkozd hipotézis esetén
Kapcsolat a konfidenciaintervallummal: egymintas prébanal akkor fogadjuk el

a nullhipotézist « terjedelem mellett, ha a benne megadott érték (varhaté érték
vagy szérés) az 1 — a megbizhatéségi szintii konfidenciaintervallumba esik.



Egymintas egyoldali z-préba (one-sample one-sided z test)

A préba a normalis eloszlas varhato értékére vonatkozik ismert széras mellett. Tor-
zitatlan, konzisztens, legerdsebb préba egyoldali esetben (a Neyman—Pearson-
lemma alapjan bizonyithatd).

X1, X2, ..., Xy ~ N(m,o?), ahol m ismeretlen paraméter, o > 0 ismert.

Probastatisztika (eloszlasa standard normalis Hy mellett, ezt belattuk):

Egyoldali ellenhipotézis (one-sided): Hy : m < mo; Hy - m > mq.

Ha z > ®~1(1 — a), akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiildnben elfogadjuk.
A p-érték ilyenkor 1 — &(z).

p < 0,05: a varhaté érték szignifikinsan tébb mp-nal.

p > 0,05: a varhat6 érték nem tébb szignifikdnsan mg-nal.



Az egyoldali z-préba kritikus értéke

Standard normalis eloszlas
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Az o = 0,05 szignifikanciaszint(i egyoldali z-préba kritikus értéke:
®~1(1 - a)=971(0,95) = 1,645.



Példa: egymintas egyoldali z-préba
Feltételezés: a testmagassag normalis eloszlasa.

@ Az eurépai férfiak atlagos testmagassaga 177,6 cm.

@ Megmértiik 90 holland férfi testmagassagat, a magassagok atlaga 181,7 cm
lett. A szorast 8,5 cm-nek feltételezve mondhatjuk-e, hogy a holland férfiak
testmagassaga szignifikansan tébb az eurépai atlagnal?



Példa: egymintas egyoldali z-préba
Feltételezés: a testmagassag normalis eloszlasa.

@ Az eurépai férfiak atlagos testmagassaga 177,6 cm.

@ Megmértiik 90 holland férfi testmagassagat, a magassagok atlaga 181,7 cm
lett. A szorast 8,5 cm-nek feltételezve mondhatjuk-e, hogy a holland férfiak
testmagassaga szignifikansan tébb az eurépai atlagnal?

@ Hy: m<177,6; Hy :m > 177,6.

zZ =

X — 181,7 — 177,6
Mo o= 200 /50 = 4,57,
o 8,5
@ a = 0,05 szignifikanciaszint mellett #~1(1—a) = 1,645, igy z > ®71(1—a).

p-érték: 1 — &(4,57) < 0,0001 < 0, 05.
o Elutasitjuk a nullhipotézist. Az adatok alapjan a holland férfiak testmagas-

saganak varhaté értéke szignifikdnsan tébb 177,6 cm-nél, vagyis az eurépai
atlagnal.



Egymintas kétoldali z-préba

A préba a normalis eloszlas varhaté értékére vonatkozik ismert szoras mellett. Nem
leger&sebb (nincs leger8sebb préba ebben a feladatban).

@ Xi,Xa,...,X, ~ N(m,o?), ahol m ismeretlen paraméter, o > 0 ismert.

@ Probastatisztika (eloszlasa standard normaélis Hy mellett):

X —
7= Mo . /n.

g

o Kétoldali ellenhipotézis (two-sided): Hp : m = mg; Hy : m # myg.
@ Ha |z| > ®71(1 — «/2), akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilsnben elfogadjuk.
o A p-érték ilyenkor 2 — 29(|z]).

® a standard normilis eloszlasfiiggvény: ®(t) = fioo %ﬂe_xz/de.

p < 0,05: a varhaté érték szignifikinsan eltér mg-tél.

p > 0,05: nincs szignifikans eltérés mg-tél.



A kétoldali z-préba kritikus értéke

Standard normalis eloszlas
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Az o = 0,05 szignifikanciaszint(i kétoldali z-préba kritikus értéke:
o~ 1(1 - /2) = 71(0,975) = 1,96.



Példa: egymintas z-préba
Egy gyarban a mingségellenérzésnél olyan mérleget hasznalnak, melynél egy m t6-

meg(i targyat mérve a mérési eredmények fiiggetlen normalis eloszlasi valésziniiségi
véltozék m véarhaté értékkel és o = 3 gramm széréssal.

o A termékkatal6gus szerint egy adott tipust kalapécs fejének 364 g tomegiinek
kell lennie.

@ A fenti mérlegen megmérték 20 kalapacs fejének tomegét. Az atlag 367,2
gramm lett. Ez alapjan allithaté-e, hogy a kalapacsok fejének témege szigni-
fikdnsan eltér az elGirt 364 grammtél?



Példa: egymintas z-préba
Egy gyarban a mingségellenérzésnél olyan mérleget hasznalnak, melynél egy m t6-

meg(i targyat mérve a mérési eredmények fiiggetlen normalis eloszlasi valésziniiségi
véltozék m véarhaté értékkel és o = 3 gramm széréssal.

o A termékkatal6gus szerint egy adott tipust kalapécs fejének 364 g tomegiinek
kell lennie.

@ A fenti mérlegen megmérték 20 kalapacs fejének tomegét. Az atlag 367,2
gramm lett. Ez alapjan allithaté-e, hogy a kalapacsok fejének témege szigni-
fikdnsan eltér az elGirt 364 grammtél?

@ Hy: m= 364 Hy : m # 364.

°
X — 2 — 364
z=2"o f—uﬁ:m??.
@ a = 0,05 szignifikanciaszint mellett ®~1(1—a/2) =1,96. p = 1,84-10° <
0, 05.

@ |z| < ®71(1—a/2), elutasitjuk a nullhipotézist. A kalapacsok fejének tdmegé-
nek varhaté értéke a minta alapjan szignifikinsan eltér az el6irt 364 grammtdl.



