
Házi feladat március 21., hétf®, 10:30-ig

Legyenek X1,X2, . . . ,Xn független valószín¶ségi változók, a s¶r¶ségfüggvénye mind-
egyiknek

f (x) =
λ3x2

2
e−λxI(x > 0),

ahol I() értéke 1, ha igaz a benne szerepl® feltétel, 0 különben.

Adjunk meg minél kevesebb, legfeljebb 4 elemb®l álló elégséges statisztikát (itt
X1,X2, . . . ,Xn maga mindig elégséges statisztika, de ez n elemb®l áll, nem jó most).

A likelihood-függvény:

Lλ(X1, . . . ,Xn) =
n∏

j=1

λ3X 2

j

2
e−λXj I(Xj > 0) =

λ3n

2n
e−λ

∑n
j=1 Xj ·

n∏
j=1

X 2

j ·I(minXj > 0)

Ez gλ(
∑n

j=1
Xj) · h(X1, . . . ,Xn) alakú, ezért T (X1, . . . ,Xn) =

∑n
j=1

Xj elégséges
statisztika.
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Bayes-becslés: bevezetés

Eddig a statisztikai elemzésekben a frekventista hozzáállást követtük. A ϑ ∈ Θ
paraméter számunkra ismeretlen, és csak azt tesszük fel róla, hogy egy ismert Θ
halmaznak, a paramétertérnek az eleme. A Θ paramétertér rögzített halmaz saját
struktúra nélkül, a tulajdonságoknak (például konzisztencia, torzítatlanság) minden
ϑ ∈ Θ-ra teljesülniük kell. Ezért el®zetes információt nem tudunk jól felhasználni.

Ennek a módszernek egy hátránya például:

egy gyógyszert n-szer kipróbálva 0 esetben lépett fel mellékhatás;

legyen p a mellékhatás kialakulásának valószín¶sége;

ezt a relatív gyakorisággal becsülhetjük: p̂ = 0. Ez torzítatlan, konzisztens
becslés, a frekventista hozzáállás követelményeinek megfelel.

Ugyanakkor, ha n = 20 kipróbálásból nem alakult ki mellékhatás, az egész
más, mintha n = 2000 kipróbálásnál sem találkoztunk ezzel. Ezt a becslés
nem tükrözi.

Bayes-i hozzáállás: a paramétert magát is valószín¶ségi változónak tekintjük,
ebbe beépítve valamilyen el®zetes információt.
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Beta-eloszlás és érmedobás

van egy szabályosnak t¶n® pénzérménk

az írás valószín¶sége ϑ, ismeretlen paraméter

a priori s¶r¶ségfüggvény:

a [0, 1] intervallumon kívül 0, és az 1/2 környékén
a legnagyobb

például a Beta(3,3) eloszlást választhatjuk a priori eloszlásnak

p(t) = ct2(1− t)2I(0 ≤ t ≤ 1),

megfelel® c > 0 számmal (hogy 1 legyen az integrál).
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Beta-eloszlás

ábra: Beta-eloszlás s¶r¶ségfüggvénye különböz® paraméterpárok mellett: f (x) =
xa−1(1− x)b−1I(0 ≤ x ≤ 1).



Beta-eloszlás

De�níció

Az X valószín¶ségi változó beta-eloszlású a, b paraméterekkel, ha s¶r¶ségfüggvé-

nye:

f (x) =
(a+ b − 1)!

(a− 1)!(b − 1)!
xa−1(1− x)b−1, ha x ∈ [0, 1],

és nulla különben.

Például: a = 1, b = 1: egyenletes eloszlás a [0, 1] intervallumon; a = 2, b = 1: két
független, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlású valószín¶ségi változó közül a
kisebbnek az eloszlása.

Állítás

Az (a, b) paraméter¶ beta-eloszlás várható értéke és szórása:

E(X ) =
a

a+ b
; D(X ) =

√
ab

(a+ b)2(a+ b + 1)
.



Beta-eloszlás
Állítás

Az (a, b) paraméter¶ beta-eloszlás várható értéke és szórása:

E(X ) =
a

a+ b
; D(X ) =

√
ab

(a+ b)2(a+ b + 1)
.

Legyen X1,X2, . . . ,Xn független minta a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlásból.
Ekkor X ∗

k -nak, vagyis a nagyság szerint növekv® sorban a k. mintaelemnek az
eloszlása beta-eloszlás a = k és b = n − k + 1 paraméterekkel. Következmény:

E(X ∗
k ) =

k

n + 1
; D(X ∗

k ) =

√
k(n − k + 1)

(n + 1)2(n + 2)
.

Például E(X ∗
n ) = n

n+1
, ehhez hasonlóan adódott, hogy ha [0, ϑ) intervallumon

egyenletes eloszlásból van n elem¶ mintánk, akkor n+1

n X ∗
n torzítatlan becslés volt

ϑ-ra:

E
(
n + 1
n

X ∗
n

)
=

n + 1
n

E(X ∗
n ) =

n + 1
n

· n

n + 1
ϑ = ϑ

minden n-re és minden ϑ-ra. Másrészt az X ∗
n aszimptotikusan torzítatlan ϑ-ra,

hiszen limn→∞ E(X ∗
n ) = ϑ minden ϑ-ra.



A priori és prediktív eloszlás

A Bayes-becslés elkészítéséhez az alábbi fogalmakra lesz szükség.

A θ paramétert valószín¶ségi változónak tekintjük. Ennek segítségével építjük be az
el®zetes információkat. A választás tetsz®leges lehet, de ett®l függni fog a becslés
is.

Θ az ismeretlen ϑ paraméter összes lehetséges értékéb®l álló halmaz.

A priori eloszlás: eloszlás a Θ paramétertéren, s¶r¶ségfüggvénye legyen p.

Prediktív eloszlás: a minta eloszlása az a priori eloszlás alapján, feltétel nélkül
(kisorsoljuk ϑ-t, majd a mintát a ϑ-hoz tartozó eloszlásból.

S¶r¶ségfüggvénye a teljes valószín¶ség tételének egy folytonos analógiájával:

fp(x) =

∫
Θ

fϑ(x)p(ϑ)dϑ,

ahol fϑ a minta s¶r¶ségfüggvénye a ϑ paraméter mellett.

Ha a meg�gyelések diszkrétek, akkor fϑ(x) helyett Pϑ(X = x) (ugyanúgy, mint a
likelihood-függvénynél). A prediktív eloszlás a paramétert®l nem függ.
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A posteriori eloszlás

A posteriori eloszlás: amikor meg�gyeljük a mintát, a paraméterr®l kapunk in-
formációt. Erre feltételes valószín¶séget számolva bizonyos paramétertartományok
valószín¶bbek, mások kevésbe valószín¶ek lesznek, mint az el®zetes, a priori elosz-
lás esetében.

Az a posterori eloszlás azt adja meg, hogy a minta meg�gyelt értékeire feltételesen
mi lesz a ϑ paraméter eloszlása a Θ paramétertéren. S¶r¶ségfüggvénye a Bayes-
tétel analógiája szerint:

p∗(ϑ|X = x) =
Lϑ(x1, . . . , xn)p(ϑ)

Lp(x1, . . . , xn)
,

ahol Lϑ a likelihood-függvény ϑ mellett, X a minta, x = (x1, . . . , xn) a meg�-
gyelt értékek, Lp pedig az fp-b®l számolt likelihood-függvény: Lp(x1, . . . , xn) =∏n

j=1
fp(xj).



A priori és a posteriori eloszlás: példa.

Egy érmével dobva n dobásból k írás lett. Az írások száma legyen Y . Az írás (I)
valószín¶sége ϑ. Az a priori eloszlás legyen Beta(3, 3) aΘ = [0, 1] paramétertéren.
S¶r¶ségfüggvénye az 1. de�níció alapján:

p(x) =
5!

2! · 2!
x2(1− x)2I(0 ≤ x ≤ 1) = 30x2(1− x)2I(0 ≤ x ≤ 1).

Prediktív eloszlás: annak valószín¶sége, hogy írást dobunk egy dobásnál. Ha
a paraméter ϑ, akkor ez éppen ϑ valószín¶séggel történik. A teljes valószín¶ség
tételének egy folytonos változatát alkalmazhatjuk:

Pp(I ) =

∫
Θ

Pϑ(I )p(ϑ)dϑ =

∫
1

0

ϑ · p(ϑ)dϑ =
3
6
=

1
2
.

Itt Pϑ(I ) az írás dobás valószín¶sége, ha az igazi paraméter ϑ, ez de�níció szerint
ϑ.
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A priori és a posteriori eloszlás: példa

A posteriori eloszlás: feltéve, hogy n dobásból k írás lett, mi a ϑ paraméter
eloszlása a [0, 1] intervallumon?

Ha a paraméter ϑ rögzített, akkor az írás dobások száma binomiális eloszlású.

A nevez®ben a prediktív eloszlás szerint számolhatunk: ott is binomiális eloszlás
jelenik meg, 1/2 paraméterrel.

p∗(ϑ|Y = k) =
Lϑ(x1, . . . , xn)p(ϑ)

Lp(x1, . . . , xn)
=

Pϑ(Y = k)p(ϑ)

Pp(Y = k)
=

=

(
n
k

)
ϑk(1− ϑ)n−k · 30 · ϑ2(1− ϑ)2(

n
k

)(
1

2

)k(
1− 1

2

)n−k
=

= 30 · 2n · ϑk+2(1− ϑ)n−k+2.

Az a posteriori eloszlás Beta-eloszlás a = k+3 és b = n−k+3 paraméterekkel. Ha
például k < n/2, azaz a dobások kevesebb mint fele lett írás, akkor az a posteriori
s¶r¶ségfüggvény is az 1/2-nél kisebb tartományon lesz nagyobb.



A priori és a posteriori eloszlás: példa

A posteriori eloszlás: feltéve, hogy n dobásból k írás lett, mi a ϑ paraméter
eloszlása a [0, 1] intervallumon?

Ha a paraméter ϑ rögzített, akkor az írás dobások száma binomiális eloszlású.

A nevez®ben a prediktív eloszlás szerint számolhatunk: ott is binomiális eloszlás
jelenik meg, 1/2 paraméterrel.

p∗(ϑ|Y = k) =
Lϑ(x1, . . . , xn)p(ϑ)

Lp(x1, . . . , xn)
=

Pϑ(Y = k)p(ϑ)

Pp(Y = k)
=

=

(
n
k

)
ϑk(1− ϑ)n−k · 30 · ϑ2(1− ϑ)2(

n
k

)(
1

2

)k(
1− 1

2

)n−k
=

= 30 · 2n · ϑk+2(1− ϑ)n−k+2.

Az a posteriori eloszlás Beta-eloszlás a = k+3 és b = n−k+3 paraméterekkel. Ha
például k < n/2, azaz a dobások kevesebb mint fele lett írás, akkor az a posteriori
s¶r¶ségfüggvény is az 1/2-nél kisebb tartományon lesz nagyobb.



Veszteségfüggvény és Bayes-becslés

A Bayes-becslésnél is meg kell választani, hogy milyen szempont szerint legyen
optimális a becsült érték.

Veszteségfüggvény: a veszteség, ha az igazi ϑ paraméter helyett annak ϑ̂ becslését
használjuk, ez W (ϑ, ϑ̂). Ez nemnegatív, ϑ − ϑ̂ függvénye, például (ϑ − ϑ̂)2 vagy
|ϑ− ϑ̂|.

De�níció

A ϑ ∈ Θ paraméter Bayes-becslése az a ϑ̂ = T (X1, . . . ,Xn) becslés, melyre az

RQ(T ) = Eϑ

(
E(W (T (X1, . . . ,Xn), ϑ)

)
a priori bayesi rizikó minimális.

Vagyis a cél olyan T (X1,X2, . . . ,Xn) statisztika keresése, melyre a becslés hibájából
adódó veszteség lehet® legkisebb.



Négyzetes veszteségfüggvény

Abban a speciális esetben, amikor a négyzetes veszteségfüggvényt használjuk, ál-
talánosan is megfogalmazható, hogy hogyan találhatjuk meg az optimális becslést.
Err®l szól az alábbi tétel.

Tétel

Ha a W (x , y) = (x − y)2 négyzetes veszteségfüggvényt használjuk, akkor a pa-

raméter g(ϑ) függvényének Bayes-becslése az a g várható értéke az a posteriori

eloszlás szerint:

ĝ(ϑ) =

∫
Θ

g(ϑ)p∗(ϑ|X = x)dϑ.



Bayes-becslés: példa
Egy érmével dobva n dobásból k írás lett. Az írások száma legyen Y . Az írás (I)
valószín¶sége ϑ.

Az a priori eloszlás legyen Beta(3, 3)-eloszlás a Θ = [0, 1] paramétertéren, mint
eddig. S¶r¶ségfüggvénye:

p(x) = 30x2(1− x)2I(0 ≤ x ≤ 1).

Azt láttuk korábban, hogy az a posteriori eloszlás beta-eloszlás a = k + 3 és
b = n − k + 3 paraméterekkel.

W (x , y) = (x − y)2 négyzetes veszteségfüggvény esetén a ϑ paraméter becslése a
tétel szerint az a posteriori eloszlás várható értéke:

ϑ̂ =

∫
Θ

ϑ · p∗(ϑ|X = x)dϑ =

∫
1

0

ϑ · p∗(ϑ|X = x)dϑ =

∫
1

0

ϑ · 30 · 2n · ϑk+2(1− ϑ)n−k+2 dϑ

=
k + 3

(k + 3) + (n − k + 3)
=

k + 3
n + 6

,

hiszen éppen az a = k+3 és b = n−k+3 paraméter¶ beta-eloszlás várható értéke
jelent meg, amire pedig használhatjuk a 2. állítást.



Bayes-becslés: példa

Tehát például ha n = 10 dobásból k = 0 írás van, és Beta(3, 3) az a priori eloszlás,
akkor

ϑ̂ =
3
16

= 18, 8%.

Ha n = 100 dobásból k = 0 írás van, akkor

ϑ̂ =
3

106
= 2, 8%.

Ugyanezen feltételek mellett, ha n = 100 dobásból k = 32 írás van, akkor

ϑ̂ =
35
106

= 33%.

Ez nincs messze a relatív gyakoriságtól (32%), viszont 0 írás dobás esetén is pozitív
becslést kapunk, amiben benne van a mintaelemek száma.



Bayes-becslés: példa
A becslésünk függ az a priori eloszlástól. Ha Beta(α, β) a priori eloszlást hasz-
nálunk, akkor

ϑ̂ =

∫
Θ

ϑ · p∗(ϑ|X = x)dϑ =

∫
1

0

ϑ · p∗(ϑ|X = x)dϑ =
k + α

n + α+ β
.

Ez más α, β-ra tipikusan különböz® eredményt ad.

Példa arra, amikor téves el®zetes feltevés rossz eredményre vezet. Tegyük fel, hogy

a priori eloszlás az írás valószín¶ségére: Beta(2000, 200)

ennek várható értéke 2000/2200 = 0, 91, tehát el®zetesen sokkal valószín¶bb-
nek tekintjük az írás dobást, mint a fejet

tegyük fel, hogy n = 100 dobásból egy írás sem volt

k = 0, és így

ϑ̂ =
2000

100+ 2000+ 200
= 0, 87.

Vagyis a 100 dobás nem volt elég arra, hogy az el®zetes feltételezésünk hibáját
korrigálja.

További olvasnivaló a relatív gyakoriság becslésér®l: https://ematlap.hu/tudomany-tortenet-2021-6/
1049-backhausz-agnes-mennyi-teszteljuk-3

https://ematlap.hu/tudomany-tortenet-2021-6/1049-backhausz-agnes-mennyi-teszteljuk-3
https://ematlap.hu/tudomany-tortenet-2021-6/1049-backhausz-agnes-mennyi-teszteljuk-3
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ϑ · p∗(ϑ|X = x)dϑ =

∫
1

0

ϑ · p∗(ϑ|X = x)dϑ =
k + α

n + α+ β
.

Ez más α, β-ra tipikusan különböz® eredményt ad.

Példa arra, amikor téves el®zetes feltevés rossz eredményre vezet. Tegyük fel, hogy

a priori eloszlás az írás valószín¶ségére: Beta(2000, 200)

ennek várható értéke 2000/2200 = 0, 91, tehát el®zetesen sokkal valószín¶bb-
nek tekintjük az írás dobást, mint a fejet

tegyük fel, hogy n = 100 dobásból egy írás sem volt

k = 0, és így

ϑ̂ =
2000

100+ 2000+ 200
= 0, 87.

Vagyis a 100 dobás nem volt elég arra, hogy az el®zetes feltételezésünk hibáját
korrigálja.

További olvasnivaló a relatív gyakoriság becslésér®l: https://ematlap.hu/tudomany-tortenet-2021-6/
1049-backhausz-agnes-mennyi-teszteljuk-3
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Bayes-becslés a normális eloszlásra

tegyük fel, hogy az emberek testmagassága normális eloszlású, várható értéke
m ismeretlen paraméter, szórása s = 10

az m paraméterr®l tegyük fel, hogy az a priori eloszlása normális, várható
értéke µ, szórása σ

célunk, hogy meghatározzuk az m paraméter Bayes-becslését egy valós min-
tából (ez µ-nek és σ-nak egy függvénye lesz).

az eloszlás s¶r¶ségfüggvénye, ha a paraméter m:

fm(x) =
1√

2π · 10
exp

(
− (x −m)2

200

)
.

a priori s¶r¶ségfüggvény az m-re:

p(m) =
1√

2π · σ
exp

(
− (m − µ)2

2σ2

)
.



Testmagasság hisztogramja

A testmagasság hisztogramja n = 96 elem¶ mintából és az X = 174, 3 várható
érték¶ és s∗n = 11, 5 szórású normális eloszlás s¶r¶ségfüggvénye (pirossal).



A posteriori eloszlás a normális eloszlásra

Az a posteriori eloszlás s¶r¶ségfüggvénye (itt Lm a likelihood-függvény, fp a predik-
tív eloszlás s¶r¶ségfüggvénye, és az m-t®l nem függ® részeket nem számoljuk ki)

p∗(m|X = x) =
Lm(x1, . . . , xn)p(m)

fp(x1, . . . , xn)
=

=
1
fp

(
1√
2π10

)n

exp

(
−

∑n
j=1

(xj −m)2

200

)
· 1√

2πσ
exp

(
− (m − µ)2

2σ2

)
=

= Cx1,...,xn exp

(
−

∑n
j=1

(xj −m)2 · σ2 + (m − µ)2 · 100
200 · σ2

)
=

= C ′
x1,...,xn exp

(
−

m2(σ2n + 100)− 2m(
∑n

j=1
xjσ

2 + 100µ)

200 · σ2

)
=

= C ′
x1,...,xn exp

(
−

m2 − 2m
∑n

j=1 xjσ
2+100µ

σ2n+100

200 · σ2 · (σ2n + 100)

)
=

= C ′′
x1,...,xn exp

(
−

(
m −

∑n
j=1 xjσ

2+100µ)

σ2n+100

)2
200 · σ2 · (σ2n + 100)

)



Bayes-becslés a normális eloszlásra

Az a posteriori eloszlás egy olyan normális eloszlás, melynek várható értéke∑n
j=1

xjσ
2 + 100µ

σ2n + 100
,

szórása
10σ

√
σ2n + 100.

Négyzetes veszteségfüggvény esetén a Bayes-becslés az a posteriori eloszlás

várható értéke, vagyis (az x1, . . . , xn meg�gyelt értékek helyére a mintát visszaírva)

m̂ =

∑n
j=1

Xjσ
2 + 100µ

σ2n + 100
=

∑n
j=1

Xj + 100 µ
σ2

n + 100

σ2

.
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Bayes-becslés: példa

Bayes-becslés a várható értékre µ és σ függvényében, ahol az a priori eloszlás
N(µ, 22) az els® esetben és N(175, σ2) a második esetben



Bayes-becslés a normális eloszlás várható értékére

Az adatsor n = 94 ember testmagasságából állt, mintaátlag 174,77 cm.

Az els® ábrán azt láthatjuk, hogy hogyan változik m̂, azaz a várható érték
becslése, ha az a priori eloszlás paramétereit, a µ várható értéket és a σ
szórást változtatjuk.

A becslés az m-nek pozitív együtthatós lineáris függvénye. Vagyis minél na-
gyobb µ, vagyis el®zetesen minél nagyobbnak feltételezzük az m-et, annál
nagyobb lesz az m becslése is.

A szórást változtatva, ha σ → 0, akkor a tört els® alakjából látszik, hogy
m̂ limesze µ lesz, vagyis ilyenkor a becslés a minta értékeit®l függetlenül az
a priori várható érték lesz lényegében. Ez �gyelhet® meg az ábrán is. Ha
σ → ∞, akkor pedig a tört második alakjából látható, hogy a limesz az átlag
lesz (a számlálóban és a nevez®ben is a második tag határértéke 0, és csak az
összeg, illetve a mintaelemszám marad).

A frekventista hozzáállással a becslés (például a maximumlikelihood-becslés)
az átlag lett volna. Ezt tehát σ → ∞ esetén kapnánk meg, vagy akkor, ha
ugyan µ és σ rögzítettek, de a mintaelemszám végtelenhez tart.
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Házi feladat március 28., hétf®, 10:30-ig

Tegyük fel, hogy egy biztosító minden ügyfelér®l azt feltételezi, hogy az általa egy
év alatt okozott balesetek száma Poisson-eloszlású, paramétere pedig az ügyfélre
jellemz® λ, mely egy ügyfelet tekintve egyenletes eloszlású a [0, 1] intervallumon
(ez az a priori eloszlás).

Adjunk becslést a Péterre jellemz® λ paraméterre, ha Péter az utóbbi tíz évben
pontosan k balesetet okozott. Ábrázoljuk a becslést k = 0, 1, 2, . . . , 10-re k függ-
vényében. (Segítség: a k = 0 eset kidolgozva megtalálható a moodle-be feltöltött
jegyzetben.)


