Elégséges statisztika (5. el6adas)

Legyen (R, A, P) statisztikai mez6, ahol P = {Py : ¥ € O}, vagyis az ismeretlen
eloszlas a ¥ paraméterrel jellemezhetd.

Talalhatunk-e olyan altalanos moédszereket, melyeket alkalmazva a ¢ ismeretlen
paraméter becslésére egy megfelel6 T(Xy, ..., X,) statisztika
@ torzitatlan: varhaté értéke megegyezik a becsiilni kivant ¢ paraméterrel?
@ hatésos: szérasa a lehet6 legkisebb?
@ konzisztens: a mintaelemszammal végtelenhez tartva a becsléseink sorozata
¥-hoz tart: T, — 9 sztochasztikusan n — oo esetén?
Ha igen, mi az a , amire sziikségiink van?

[lletve, mennyire lehet kicsi a szérds, ha a mintabél szarmazé informéacié "mennyi-
sége" adott?



Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Golok szamanak hisztogramja

= megfigyelések
=—— Poisson(1,375)
— Poisson(1)
— Poisson(2)

Relativ gyakorisagok
0.2

Megfigyelt értékek

A gélok szamanak hisztogramja n = 95 mérkézésen, és kiilonb6zé paraméter(
Poisson-eloszlasok (Py(X = k) = \</kl - e™?)

Minta: 0,2,1,2.4,...
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Hazi feladat marcius 7., 10:30-ig

Tegyiik fel, hogy az ismeréseink altal az utébbi két hétben nézett sorozatok szdma
Poisson-eloszlasa, ismeretlen \ > 0 paraméterrel.

a) Hatarozzuk meg és abrazoljuk a likelihood-fiiggvényt, nézziik meg, hol lehet a
maximuma.

b) Hasonlitsuk &ssze a A = X paraméterii Poisson-eloszlast a nézett sorozatok
szamanak hisztogramjaval.

sorozat=read.table("clipboard", header = FALSE, sep = "")

curve (exp(-length(sorozat$V1l) *x) *xSum(sorozat$Vl), from=0.1, to=5,
lwd="3",
main="Sorozatok szama'", xlab="lambda'", ylab="likelihood", col="blue



Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Sorozatok széma

likelihood
0.03 0.04
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A sorozatok szamanak likelihood-fiiggvénye, egy konstans szorzétél eltekintve:
A1 X
——e
n
[[=: X!

—An

n=87,% 1, X;=237,¢é X =2,68



Poisson-eloszlas paraméterének becslése

pk=c(18,12,18,15,9,10,2,0,0,0,3, 1)/87
IlaIIleS(pk)<—C("o","1", |I2ll’ |I3ll’ l|4ll’ l|5ll’ l|6ll’ll7ll’ll8l|’ "9"’ “10", ll:

barplot (pk, col="#79a7f2", xlab="Megfigyelt értékek",
ylab="Relativ gyakorisagok",main="Sorozatok szamanak hisztogramja",
space=0, ylim=c(0, 0.3))

x=c(0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9, 10, 11)
y=dpois(x, lambda=2.68)

x<-x10.5

lines(y~ x, lwd="5", col="red", type="b")

legend ("topright", c("megfigyelések", "Poisson(2,68)"), col=c("#79a
llredll) , lwd=ll3ll)



Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Sorozatok szamanak hisztogramja

megfigyelések

Poisson(2,68)

000 005 010 015 020 025 030

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 "

Megfigyelt értékek

A sorozatok szamanak hisztogramja és Poisson-eloszlas A=X= 2,68 becsiilt
paraméterrel

n=287,% 7 X; =237 é X =2,68
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Maximumlikelihood-mdédszer

Definicié (Likelihood-fiiggvény)

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta diszkrét (a lehetséges értékeinek szama véges
vagy megszamlilhato sok), akkor a likelihood-fiiggvénye:

Loo(ke,- o kn) = [[Pio(Yi=k)  ((ki,... ki) € H).

Jj=1




Maximumlikelihood-mdédszer

Definicié (Likelihood-fiiggvény)

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta diszkrét (a lehetséges értékeinek szama véges
vagy megszamlilhato sok), akkor a likelihood-fiiggvénye:

Loo(ki,. .., kn H oY =k) (K, ..., ko) € H).

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta abszolit folytonos, és Y; siiriiségfiiggvénye (a

Py valoszmuseg mellett) f; y, akkor a minta likelihood- fuggvenye

Loo(te, . ta) =[] fio(t)  (tr,....tn €R).




Maximumlikelihood-mdédszer

Legyen (9, A, P) statisztikai mez6, ahol P = {Py : ¥ € O}, vagyis az ismeretlen
eloszlas a ¢ paraméterrel jellemezhet6.

Definicié (Maximum-likelihood becslés)

A 9 maximumlikelihood-becslése (ML-becslése) az Xy, ..., X, mintabdl 0, ha U
maximalizalja a 0 — L, 5(X1,...,X,) fiiggvényt, ahol L,y a minta likelihood-
fliggvénye. Azaz, ha

L,,,@(Xh ooy Xn) 2 Ly w(Xq, ..., X,) minden 9 € O-ra.




Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Tegyiik fel, hogy Xi, Xa, ..., X, fliggetlen, azonos A\ paraméter(i Poisson-eloszlasa
minta, ahol A > 0 ismeretlen paraméter, n = 95, és X = 1, 379.

Poisson-eloszlasnal:

)\k _>\

PA(Xi=k)="7e™  E(X) =X D(X)=VA

A megfigyelések az aldbbiak (a gélok szdma Gsszesen ZJ": X; =131):

3, 0, 2, 2, 1, 3,....2

Annak valdsziniisége A paraméter mellett, hogy éppen ezt a sorozatot kaptuk:

)\3 D D L N
Los A(3,0,2,...,2) = e A ki A ‘o€ )‘-...-je A=

>\3+0+2+2...+2 _o5a /\131

“3r0-20-. .2 “3r0-20.....2°

—95-\




Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Tegyiik fel, hogy Xi, Xa, ..., X, fliggetlen, azonos A\ paraméter(i Poisson-eloszlasa
minta, ahol A > 0 ismeretlen paraméter, n = 95, és X = 1, 379.

Poisson-eloszlasnal:

)\k _>\

PA(Xi=k)="7e™  E(X) =X D(X)=VA

A megfigyelések az aldbbiak (a gélok szdma Gsszesen ZJ": X; =131):

3, 0, 2, 2, 1, 3,....2

Annak valdsziniisége A paraméter mellett, hogy éppen ezt a sorozatot kaptuk:

)\3 D D L N
Los A(3,0,2,...,2) = e A ki A ‘o€ )‘-...-je A=

>\3+0+2+2...+2 _o5a /\131

“3r0-20-. .2 “3r0-20.....2°

—95-\




Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Likelihood-fiiggvény

§ ! T T T T T T T
0.0 05 1.0 15 20 25 3.0
lambda
131 . . . 4 . . , .~
A s5ts—ie 2> likelihoodfiiggvény a A > 0 paraméter fiiggvényében;

C a3 131 _
mintaatlag: X = 3¢ = 1,379



Testmagassag hisztogramja

Testmagassag hisztogramja

n 98
aflag: 174,3
sz6ras: 11,5

gyakorisag

140 160 180 200

cm

A testmagassag hisztogramja n = 96 elemii mintabdl és az X = 174,3 varhaté
értékii és sy = 11,5 sz6rast normalis eloszlas siriiségfiiggvénye (pirossal).
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Likelihoodfliggvény

n = 94 elem{i minta testmagassag-adatok alapjan, normalis eloszlast feltételezve.
Az atlag: X = 174, 8, a tapasztalati széras s, = 10, 5.



ML-becslés: normalis eloszlas

Xi, ..., X, fuggetlenek, eloszlasuk normalis eloszlas m, o > 0 paraméterekkel.

kor

n n

oo X0) = [ 00%) = I l\/;m e - (XQ;"’))] .

j=1 j=1

Ek-



ML-becslés: normalis eloszlas

Xi, ..., X, fuggetlenek, eloszlasuk normalis eloszlas m, o > 0 paraméterekkel.

kor

n

Lomo (X0 = [ 5009 =[] l\/;m e - (XQ;"’))] .

Jj=1

oo (-3 05,

2mo =

Ek-



ML-becslés: normélis eloszlas
X1, ..., X, fuggetlenek, eloszlasuk normalis eloszlas m, o > 0 paraméterekkel. Ek-
kor

n

Lomo (X0 = [ 5009 =[] l\/zim e - (XQ;"’))] .

j=1

Lomo (X5, %) = )exp<z(xf2;2’")2>

2mo =

o ~ (X —m)’
log Ly mo(X1,...,X5) = —nlog(v2m) — nlogo — g gz
o

j=t



ML-becslés: normalis eloszlas

X1, ..., X, fuggetlenek, eloszlasuk normalis eloszlas m, o > 0 paraméterekkel. Ek-
kor

Ln,m,o’(Xb cee ;Xn) = H 619()9) = H l;ﬂ_ exp ( - m)] )

Lomo (X5, %) = 217r )exp<z(xf2;2’")2>

o o
~ (X; —m)’
log Ly mo(X1,...,X5) = —nlog(v2m) — nlogo — Z; gz
=
A likelihood-fiiggvényben csak a Y7, X? ésa X

szerepel a mintabdl a paraméterrel egyiitt:

n

Z —m)2 ZX2—2mZX + m?.

j=t



Elégséges statisztika

Definicié
Legyen X, ..., X, fliggetlen minta ¢ paraméter(i eloszlasbol. A T statisztika elég-

séges, ha a likelihood-fiiggvény felirhato a kévetkezé alakban megfelel6 h és g
fliggvényekkel:

Lno(Xa,..., Xa) = h(Xq,..., X)) - go(T (X, ..., X5)).




Elégséges statisztika

Definicié
Legyen X, ..., X, fliggetlen minta ¢ paraméter(i eloszlasbol. A T statisztika elég-

séges, ha a likelihood-fiiggvény felirhato a kévetkezé alakban megfelel6 h és g
fliggvényekkel:

Lno(Xa,..., Xa) = h(Xq,..., X)) - go(T (X, ..., X5)).

@ Poisson-eloszlas esetén az Gsszeg és az atlag is elégséges statisztika.
o Normalis eloszlasnal elégséges statisztika: (X, s,), vagy (D_7_; X7, 574 X;).
o Az elégséges statisztika nem egyértelmdi.

@ Ha létezik maximumlikelihood-becslés, T pedig elégséges statisztika, akkor
az ML-becslés felirhaté u(T(Xi,...,X,)) alakban valamely u fiiggvényre.
Azaz, ahogy a példakban is lattuk, az elégséges statisztikabdl kifejezhets a
maximumlikelihood-becslés.



Hatasos becslés az elégséges statisztika segitségével
A kovetkezé tétel alapjan egy

@ torzitatlan becslésbél kiindulva
@ az elégséges statisztika fliggvényeként, arra feltételes varhato értéket véve.

@ egy hatédsosabb, vagyis kisebb szérasa, szintén torzitatlan becslés is készithetd.
Példaul Poisson-eloszlas esetén, ha a A paramétert szeretnénk becsiilni:

@ E\(X1) = A, ezért X; torzitatlan becslése A-nak;

® > ', X; eléegséges statisztika



Hatasos becslés az elégséges statisztika segitségével
A kovetkezé tétel alapjan egy

@ torzitatlan becslésbél kiindulva
@ az elégséges statisztika fliggvényeként, arra feltételes varhato értéket véve.

@ egy hatédsosabb, vagyis kisebb szérasa, szintén torzitatlan becslés is készithetd.
Példaul Poisson-eloszlas esetén, ha a A paramétert szeretnénk becsiilni:

@ E\(X1) = A, ezért X; torzitatlan becslése A-nak;
® > ', X; eléegséges statisztika

o tekintsiik az alabbi feltételes varhato értéket (ha az Gsszeget tudjuk, mennyi
lehetett Xi:

E(Xi|Xi+...+ X,) =X
@ tovabbra is torzitatlan becslést kaptunk, de a széras lényegesen kisebb lett:

Dx(X1)
NG

E)\(Y) = E)\(Xl) =\ D)\(Y) = < D)\(Xl)



Rao—Blackwell-tétel
Tétel (Rao—-Blackwell)

Tegyiik fel, hogy a T statisztika torzitatlan becslés a ) paraméterre, valamint S
elégséges statisztika 19-ra. Ekkor megadhato olyan T* becslés, melyre

@ T* = h(S) megfelelé h fiiggvénnyel;
@ T* torzitatlan ¥-ra: Ey(T*) = minden ¥ € ©-ra;
@ T* hatasosabb, mint T: Dy(T*) < Dy(T) minden ¥ € O-ra.

Ha az S statisztika teljes is (azaz minden olyan f fiiggvény, melyre Ey(f(S)) =0
minden 9-ra, ,majdnem mindeniitt” nulla), akkor T* hatasos, azaz minden torzi-
tatlan becslésnél hatdsosabb.

A megoldas az E(T|S) feltételes varhat6 érték lesz. Példaul Poisson-eloszlasnal
E(X1] >57-; Xj) = X hatésos.

Allitas

Poisson-eloszlasnal normalis eloszlasoknal (m-re) a mintaelemek dsszege teljes elég-
séges statisztika, a mintaatlag pedig hatidsos becslése a paraméternek.




Fisher-informacié

Egy mintaelem Fisher-informaciéja:

h(9) =Ey <<£9 log fﬁ(Xl))2>,

ahol fy a likelihoodfiiggvény Py mellett.



Fisher-informacié

Egy mintaelem Fisher-informaciéja:

h(9) =Ey (<£9 log ﬂg(Xl))2),

ahol fy a likelihoodfiiggvény Py mellett.

o Megfelels (regularitasi) feltételek mellett a fiiggetlen azonos eloszlasa, n elemdi
minta Fisher-informacigja: 1,(¥) = n- L(9).

@ Ha T elégséges statisztika, akkor T(Xy, ..., X,) Fisher-informaciéja ugyanaz,
mint (Xi,...,X,) Fisher-informaciéja (példaul Poisson-eloszlasnal az atlag
Fisher-informaci6ja ugyanaz, mint a teljes mintéé).

o Cramér—Rao-egyenlGtlenség: megfelels (regularitasi) feltételek mellett, ha
T torzitatlan becslés v-ra, akkor
1 1

DAT(X)) = In(0) ~ nh(v)

(Ebben az értelemben feleakkora szérashoz négyszer annyi mintaelem kell.)



Fisher-informacié

Egy mintaelem Fisher-informaciéja:

h(¥) =Ey ((aaﬂ log fﬁ(Xl))2> ;

ahol fy a likelihoodfiiggvény Py mellett.

Néhany nevezetes eloszlas Fisher-informaciéja egy mintaelembél:

@ binomialis eloszlas n renddel és p paraméterrel:
n
p(1—p)
@ Poisson-eloszlas A paraméterrel: 1/

@ normalis eloszlas, ha ¥ = (m, o):

(

o q,,‘v—‘

qm‘w o
N——



Fisher-informéacié: Poisson-eloszlas

Egy mintaelem Fisher-informaciéja (az f, likelihood-fliggvény most a valészind-
ség):

w5 (o)) (G () -
(b)) ()

X X A+ A2
=E\( 2 -2 +1) = —24+1=
A<)\ /\+> A *

>/\|—‘

Felhasznaltuk, hogy Poisson-eloszlasnal Ex(X1) = Da(X1) = A, igy
Ex(X?) = DX(X1) + EX(X1) = A + A2

Kovetkezmény a Cramér—Rao-egyenl6tlenség alapjan: ha T torzitatlan becslése
A-nak n elemi fiiggetlen mintabdl, akkor

1
2 >7
DAT(Xs,- Xa) = .



Konfidenciaintervallum az ML-becslés alapjan

Gyakran az ismeretlen paraméterre egyetlen becslés helyett konfidenciaintervallu-
mot adhatunk meg, amire példaul az igaz, hogy

Py(Ty <9 < Ty)>0,9 (¥ € ©)

Ez egy olyan véletlen intervallum, ami 95%-0s megbizhat6sagi, azaz legalabb
ennyi valdszin(iséggel tartalmazza a becsiilni kivant paramétert.



Konfidenciaintervallum az ML-becslés alapjan

Gyakran az ismeretlen paraméterre egyetlen becslés helyett konfidenciaintervallu-
mot adhatunk meg, amire példaul az igaz, hogy

P,g(Tl <P < T2)20,95 (196@)

Ez egy olyan véletlen intervallum, ami 95%-0s megbizhat6sagi, azaz legalabb
ennyi valdszin(iséggel tartalmazza a becsiilni kivant paramétert.

Allitas
Ha likelihoodfiiggvény teljesit bizonyos regularitasi feltételeket, akkor a ) paramé-
ternek az Xy, Xa, ..., X, mintabdl szamolt ¥,, maximumlikelihood-becslése

o létezik;

~

@ aszimptotikusan torzitatlan: lim,_, .. Ey(9,) = ¢ minden 9 € ©-ra;
@ aszimptotikusan hatdsos: lim,_, .o \/nll(ﬁ)Dg(@n) =1 minden Y € ©-ra;

o aszimptotikusan normélis eloszlasti: +/nly(9)(0, — V) eloszlésban tart a stan-
dard normilis eloszlashoz minden 9 € ©-ra n — oo esetén.

Itt 1, (9) az egyelemii mintabdl szamolt Fisher-informacict jeloli.




Konfidenciaintervallum az ML-becslés alapjan

Ez alapjan aszimptotikus konfidenciaintervallum, ami n — oo esetén 1 — a-hoz
tart6 valdsziniiséggel tartalmazza 9-t:

(ﬁn_q}_l(l_ §> f:(ﬁ); e <1_ §> f:(ﬁ))

ahol ,(0) = n-h(9,), vagyis a Fisher-informaci6 kifejezésébe a maximumlikelihood-
becslést irjuk be.

Masképpen felirva:

lim Py (@n—¢—1(1_‘;>. Al gﬁg@n+¢—1(1_‘;‘). Al ) —1—a.
e In(9) In(9)

Itt is vegyiik észre, hogy ©) ismeretlen, de rogzitett paraméter, és az intervallum
also és felsé végpontjai véletlenek, az eloszlasuk is ¥-tél fiigg (ezt jeldli a ¥ az als6
indexben).




Bayes-becslés: bevezetés

Eddig a statisztikai elemzésekben a frekventista hozzaallast kovettitk. A J € ©
paraméter szamunkra ismeretlen, és csak azt tessziik fel réla, hogy egy ismert ©
halmaznak, a paramétertérnek az eleme. A © paramétertér rogzitett halmaz sajat
struktdra nélkiil, a tulajdonsagoknak (példaul konzisztencia, torzitatlansag) minden
¥ € O-ra teljesiilniiik kell. Ezért el6zetes informaciét nem tudunk jél felhasznalni.



Bayes-becslés: bevezetés

Eddig a statisztikai elemzésekben a frekventista hozzaallast kovettitk. A J € ©
paraméter szamunkra ismeretlen, és csak azt tessziik fel réla, hogy egy ismert ©
halmaznak, a paramétertérnek az eleme. A © paramétertér rogzitett halmaz sajat
struktdra nélkiil, a tulajdonsagoknak (példaul konzisztencia, torzitatlansag) minden
¥ € O-ra teljesiilniiik kell. Ezért el6zetes informaciét nem tudunk jél felhasznalni.

Ennek a médszernek egy hatranya példaul:

@ egy gydgyszert n-szer kiprobalva 0 esetben |épett fel mellékhatas;
@ legyen p a mellékhatas kialakulasanak valésziniisége;

@ ezt a relativ gyakorisaggal becsiilhetjiik: p = 0. Ez torzitatlan, konzisztens
becslés, a frekventista hozzaallas kdvetelményeinek megfelel.

@ Ugyanakkor, ha n = 20 kiprébalasbol nem alakult ki mellékhatas, az egész
mas, mintha n = 2000 kiprobalasnal sem taldlkoztunk ezzel. Ezt a becslés
nem tiikrozi.

Bayes-i hozzaallas: a paramétert magat is valdszin(iségi véltozénak tekintjik,
ebbe beépitve valamilyen el6zetes informaciét.



A priori és a posteriori eloszlas: példa

Egy biztosité haromféle iigyfelet kiilonboztet meg:

@ az 6vatos, atlagos és merész soféroket;

@ az, hogy egy tigyfél hany balesetet okoz egy év alatt, Poisson-eloszlasi, 0,1,
0,2 és 0,3 paraméterekkel az egyes csoportoknal

@ egy 0j ligyfél mindharom csoportba azonos, 1/3 val6sziniiséggel tartozik
@ az éveket fliggetlennek tekintjiik
@ Péter az utdbbi tiz évben egyaltalan nem okozott balesetet

@ adjunk becslést a Péter altal egy év alatt okozott balesetek szamat leird
Poisson-eloszlds \ paraméterére



A priori és a posteriori eloszlas: példa

Itt a X ismeretlen paraméter val6szin(iségi valtozénak tekinthets, aminek az elosz-
lasardl az elézetes feltételezésiink:
1

P(A=0,1)=P(A=0,2) =P(A=0,3) = 5.

A paraméter eloszlasardl alkotott elGzetes, a minta megismerése el6tt feltételezett
eloszlas az a priori eloszlas. Ez tiikrzi a paraméterre vonatkozd, a megfigyelésnél
korabbi informacidkat.

Legyen A az az esemény, hogy Péter tiz év alatt nem okozott balesetet. Ennek
valdsziniisége, ha s a ra jellemzd eloszlas igazi paramétere:

P(AXA=5s) = (efs)10 = 7105,

a Poisson-eloszlas definicidjat k = 0-val hasznalva.



A priori és a posteriori eloszlas: példa

Hogyan médosul az egyes lehetséges értékek valdsziniisége, ha felhasznaljuk, hogy
A bekovetkezett?

A Bayes-tétel alapjan

P(AIA=0,1)P(A=0,1)

P(A=0,1|A) = —3 - .
Zj:l PAAN=/-0,1)P(A=,-0,1)




A priori és a posteriori eloszlas: példa

Hogyan médosul az egyes lehetséges értékek valdsziniisége, ha felhasznaljuk, hogy
A bekovetkezett?

A Bayes-tétel alapjan

P(AIA=0,1)P(A=0,1)

P(A=0,1|A) = —3 - .
Zj:l PAAN=/-0,1)P(A=,-0,1)

e—100,1 1 —1

_ _ 3 _ _ 0
P(A=0,1]A) = (e—lo‘o,l + e-1002 1 e—10‘0’3) : % T e lie?24fe3 66,5%.




A priori és a posteriori eloszlas: példa

Hogyan médosul az egyes lehetséges értékek valdsziniisége, ha felhasznaljuk, hogy
A bekovetkezett?

A Bayes-tétel alapjan

P(AIA=0,1)P(A=0,1)

P(A=0,1|A) = —3 - .
Zj:l PAAN=/-0,1)P(A=,-0,1)

1001 1 —1
_ _ 3 _ _ 0
P(A=0,1|A) = (61001 | ¢-1002 4 ¢-1003) .1 T e lie?24fe3 66,5%.

Hasonl6képpen:

e—2

FA=024= mrem s

=245%

-3
e
PA=03A)= ——— = 9%,
( A) e-lte24e3 0
A feltételes valésziniiségek tehat eltérnek az a priori eloszlastél, ott mindegyik 1/3
volt, most az dvatos a legvalésziniibb.



A priori és a posteriori eloszlas: példa

A priori eloszlas: a paraméterre vonatkozo elézetes informaciot tiikrozi, a mintat
nem hasznalja. A példaban:

P(A=0,1) = P(A\ = 0,2) = P(A = 0,3) = -.

A posteriori eloszlas: a paraméter feltételes eloszlasa a mintara, megfigyelésekre
nézve. A példaban:

P(A = 0,1|A) = 66,5%; P(A=0,2|A)=24,5%; P(\=0,3|A)=9%.

Ez még nem ad meg egyetlen szdmot becslésként, ebben a példaban ilyet nem is
fogunk meghatérozni.



Bayes-becslés

Tegyiik fel, hogy egy biztosité minden {igyfelérsl azt feltételezi, hogy az
altala egy év alatt okozott balesetek szama Poisson-eloszlasi, paramétere pedig az
tigyfélre jellemzs )\, mely egy iigyfelet tekintve egyenletes eloszlasa a [0, 1] inter-
vallumon. Adjunk becslést a Péterre jellemz8 \ paraméterre, ha Péter az utébbi
tiz évben egyetlen balesetet sem okozott.
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Az alabbi egyenlet ugyantgy érvényes, mint eddig, minden s € [0, 1]-re:
P(AX =s) = (e °)10 = e 10,
A Bayes-tétel (folytonos valtozata) azonban most ezt adja:

e PN = 9)p(s)
P = T A = el

ahol p a paraméter a priori siiriiségfiiggvénye. A példaban p(t) = I(0 < t < 1),
hiszen azt tettiik fel el6zetesen, hogy t egyenletes eloszlast a [0, 1] intervallumon.



Bayes-becslés

Behelyettesitve megkapjuk az a posteriori eloszlas siir(iségfiiggvényét:
. P(AIX = s)p(s) e [0<s<1) e I0<s<1)
P (5|A) = T P(AIN — = I __10 = 17 _10
Jo o P(AIX = t)p(t)dt Jo e~ 0tdt 151 —e10)

Vagyis a megfigyelések alapjan s-t olyan eloszldsanak gondolhatjuk, aminek ez a
fenti fliggvény a sirdségfiiggvénye.

o
= — aprion
— aposteriori




Hazi feladat marcius 21., hétfs, 10:30-ig

Legyenek X1, Xa, ..., X, fliggetlen val6sziniiségi valtozok, a s(irliségfiiggvénye mind-
egyiknek
)\3 2
f(x) = 2X e M(x > 0),

ahol () értéke 1, ha igaz a benne szerepl§ feltétel, 0 kiilonben.

Adjunk meg minél kevesebb, legfeljebb 3 elembdl 4116 elégséges statisztikat (X1, Xz, . ..
maga mindig elégséges statisztika, de ez n elembdl all, nem jé most).



