Matematikai statisztika el6adas, 9. hét, 2021. aprilis 14.

A normalis eloszlas paramétereire vonatkozo probak; illeszkedésvizsgalat

Az aldbbi prébdk akkor hasznalhatdk, ha

e a megfigyelések fliggetlenek, és feltételezhetjiik, hogy normaélis eloszldsiak vagy

a megfigyelések fliggetlenek, véges szérasu eloszlasbdl szarmaznak, és a minta mérete, az-
az n "elég nagy”, példaul n > 100; ez a mulik: tetszéleges
véges szérasu, fiiggetlen azonos eloszlasi valészintliségi valtozdk atlaganak eloszlasa normalis
eloszlashoz hasonld, ha nagy a mintaelemszam

e ugyanakkor, til nagy mintaelemszam esetén a préba tilsdgosan érzékennyé valik, kis
eltérést is szignifikansnak jelez — ezért fontos az erdfiiggvény, abbdl vehetjik észre, hogy
til nagy a mintaelemszam, hogy az eréfliggvény tul kicsi

e z-préba (vagy u-préba): varhaté értékre vonatkozé hipotézis esetén, ha a o szdras
ismert — egymintas esetben legerdsebb proba

e (-préba (vagy Student-préba): varhaté értékre vonatkozé hipotézis esetén, ha a o
sz6rds nem ismert (csak az s} tapasztalati széras)

e [-préba: szdérasra vonatkozo hipotézis esetén

Mar lattuk a z-probakat, illetve egymintds esetben a t-probat. Nézziik, mi torténik, ha két
mintat szeretnénk Osszehasonlitani, azonban nem ismertek a szérasok.

1. Kétmintas, egyoldali, parositatlan Student-féle t-préoba

Ez a préba a varhaté érték Osszehasonlitisara szolgdl azonos széras esetén (two-sample
one-sided unpaired Student t-test).

Két kiilonbo6z6 csoportra jellemz6 varhaté értékek osszehasonlitasanal is gyakori, hogy a szérasokat
valdjdban nem ismerjiik, csak a mintabol kiszamithatd korrigdlt tapasztalati szorasokat. Viszont
Student-féle t-préba feltételei kozé tartozik az is, hogy a szérasok, bar nem ismertek, a két cso-
portban azonosak. Példdul: két targy, él6lény stb. valamilyen jellemzGjét mérjiik ugyanazzal a
mérési eljarassal, és feltessziik, hogy a mérési eredmények szérdsa a mérési eljardstol fiigg, nem
a mért érték varhato értékétol.

Xi,...,Xp,,Y1,...,Y,, fiiggetlen normalis eloszlast azonos szérasu valoszintiségi valtozdk:
X; ~ N(my,02), Y; ~ N(ma,c?), ahol my, ma, o ismeretlen paraméterek.

Egyoldali ellenhipotézis: Hy: mi; < mo; Hy:mq > mo.

Prébastatisztika (eloszldsa t-eloszlas my = mg mellett):

>

t=

-Y ‘\/nlng(nl—l—ng—Q)
V(i —1)s22(X) + (ng — 1)s32(Y) ni + ng

Ha t >ty {n,-2 o, akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilénben elfogadjuk. A %, 4n,—2, o kritikus
érték az f = nq1 + no — 2 szabadsagi foku egyoldali t-préba kritikus értéke o szignifikanciaszint
mellett (a megfeleld eloszlds 1 — a-kvantilise, |1} dbra)

Ha p < a: elutasitjuk Hy-t, az elsé varhato érték szignifikinsan nagyobb a masodiknal.
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1. abra. Az f = 9 szabadsagi foki o = 0, 05 szignfikianciaszintii egyoldali ¢-préba kritikus értéke:
59,0705 =1,83.

t-préba: példa Egy napon tiz budapesti helyszinen megmérték a NOo-koncentraciét. Az atlag
352 ug/m?>, a korrigalt tapasztalati széras 8 lett.

(a) 5%-os szignifikanciaszint mellett elfogadhaté-e az a hipotézis, hogy a koncentracié a 350 pg/m?
tajékoztatasi kiiszobérték alatt van? egymintds egyoldali t-préba, n =10, f =n—1 =9,
a=0,05

X — 352 — 350
=20 = ST VI = 0,79 < i = 1,83,
s

n

elfogathaté a nullhipotézis
(b) Elfogadhaté-e ugyanez a hipotézis 1%-os szignifikanciaszint mellett?
tirit = 2,81 > 0,79, elfogadhatd a hipotézis.
(c) Londonban 20 mérésbél az atlagos koncentracié 376, a korrigdlt tapasztalati szérds 16 lett.

a = 0,05 szignifikanciaszint (terjedelem) mellett allithatjuk-e, hogy Londonban szigni-
fikdnsan nagyobb a NOy koncentracidja?

kétmintas egyoldali t-proba, f =ni; +ng —2 =104+ 20— 2 =28, a = 0,05, {15t = 1, 701.

t:

Y-X .\/nlng(nl—i—nz—Q)_ 376 — 352 102098
V(1 = 153, 2(X) + (n2 = 2)s,2(Y)

ny + ny V9.8 +19-162 30

Londonban szignifikdnsan nagyobb a NOs koncentraciéja. A p-érték: p = 6,4 - 107°.

Ez a kétmintéas egyoldali t-préba R-ben:  t.test(budapest, london, alternative ="less"),
paired = FALSE, var.equal = TRUE)

2. Kétmintas, kétoldali, parositatlan Student-féle t-préba

A varhaté érték Osszehasonlitdsara azonos széras esetén (two-sample two-sided unpaired
Student t-test).
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2. dbra. Az f = 29 szabadséagi foku o = 0,05 szignfikianciaszintii kétoldali ¢-préoba kritikus
értéke: tag.005 = 2,04, illetve kétmintds egyoldali Student-féle ¢-préba az excelben; a vélasz a
p-érték

Xi,...,Xpn,, 11,..., Y, fliggetlen normalis eloszlasi azonos szérasn valoszintiségi valtozok:
X; ~ N(my,02), Y; ~ N(ma,c?), ahol my, ma, o ismeretlen paraméterek.

Kétoldali ellenhipotézis: Hy: m; =msg; Hp :my # mo.

Prébastatisztika (eloszldsa t-eloszlds Hy mellett):

t =

X-Y nlng(nl—i—ng—Q)
V= 1)s22(X) + (n2 — Dsi2(Y) ni -+ no '

Ha [t| > t,,4n,-21-a, akkor elvetjiikk a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk. A t,,4n,—21-a
kritikus érték az f = n; + ne — 2 szabadsigi foki kétoldali t-préoba kritikus értéke o szignifi-
kanciaszint mellett (a megfelel6 eloszlds 1 — «/2-kvantilise: [2| dbra).

Ha p < a: elutasitjuk Hy-t, az varhato értékek szignifikansan eltérnek egymastol.

Ez a kétmintas kétoldali ¢-préba R-ben:  t.test(x, y, alternative ="equal"), paired
= FALSE, var.equal = TRUE)

Kétmintas t-préba: példa

Tegylik fel, hogy egy biztositd kétféle termékén az Osszkéar lognormalis eloszlasi, azaz a logarit-
musa normalis eloszldsi (ezutdn csak a logaritmust tekintjiik). Az elsé terméknél n; = 20, a
méasodikndl no = 12 éven at figyelték meg az Gsszkar logaritmusat.

Az atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok: (X7, ..., Xoo az elsé minta, Y7,..., Y12 a mésodik):

X =184, s(X)=12  Y=199  s(YV)=1,3.
Alh’thatjuk—e a = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a kétféle termék esetén szignifikdnsan
eltérd az Osszkar? Feltételezziik, hogy a mintak fiiggetlenek, normalis eloszlastiak, azonos
szorasuak.

>

t:

-Y .\/nlng(nl—i—ng—Z)
V(i —1)si2(X) + (ne — 1)s32(Y) ny + ng .

L 18,4 — 19,9 [20-12-30 -
V191,22 411 -1,32 32 o

Behelyettesitve:




Az f =ni1+ne—2 = 20+12—2 = 30 szabadségi foku kétoldali t-préba kritikus értéke o = 0,05
szignifikanciaszint mellett: ¢30,0,05 = 2, 042.

Itt [t] = 3,3 > 2,042 = t300,05, ezért elutasitjuk Ho-t. A kétféle Osszkar logaritmusanak
varhaté értéke szignifikansan kiilonb6z6 — ha a szérasok azonosak, és a proba alkalmazhato
(ezt eddig feltettiik).

A p-érték: p =0,0025 < 0,05, az eltérés szignifikdns.

3. Normalis eloszlasra vonatkozo6 tovabbi kétmintas prébak

Az aldbbiakat kell ellen6rizni kétmintas prébaknal:

A minta normadlis eloszldst, vagy a mintaelemszam elég nagy és a szérds feltehetden
véges (a centrélis hatdreloszldstétel alapjan az atlag kozel normélis eloszlasu).

e Kétmintds esetben: a két minta egymastdl fiiggetlen ("unpaired” eset). Ha a két
minta természetes médon pérosithatd, parositott ("paired”) préba alkalmazhatd. Példa:
megfigyeljik hisz ember egyhavi kiadasat januarban és dprilisban. Igaz-e, hogy a januari
szignifikansan eltér az aprilisitol?

e Ha a szdérasokrdl feltételezhetjiik, hogy megegyeznek: a Student-féle t-préba alkal-
mazhato.

e Ha a szdérasokrdl nem tételezhetjiik fel, hogy megegyeznek: a Welch-féle ¢t-préba
alkalmazhato.

3.1. Példa: parositott t-préba

1991 és 2010 kozott feljegyezték az éves csapadékosszeget Budapesten, illetve Szegeden. Az
atlag Budapesten 533 mm, a korrigalt tapasztalati széras 139, Szegeden az atlag 540 mm, a
korrigdlt tapasztalati széras 143 lett (forrds: Orszdgos Meteoroldgiai Szolgalat). Alh’thatjuk—e,
hogy Szegeden szignifikdnsan nagyobb a csapadékmennyiség varhaté értéke?

év 1991 1992 1993 1994 1995 ... atlag s}
Budapest 594 364 505 481 575 .. 533 139
Szeged 617 457 408 399 562 ... 540 143

A két adatsor nem fliggetlen, mert egy éven beliil a két véros id6jardsa nem fiiggetlen (az egyes
mintak sem teljesen fliggetlenek, és nem biztos, hogy normélis eloszlasiak). Ezért parositott
(paired) t-préba alkalmazhat6, egyoldali nullhipotézissel.

Hy :m1 > ma, H : m1 < msg, ahol mp a budapesti, msy a szegedi csapadékmennyiség varhato
értéke.

A prébat elvégezve a p-értékre 0,366 adédott. Ez tébb, mint o = 0, 05.

Elfogadjuk a nullhipotézist, az adatok alapjan Szegeden nem t6bb szignifikansan a csapadékmennyiség
varhato értéke, mint Budapesten.

Ez a kétmintas kétoldali ¢-préba R-ben:  t.test(x, y, alternative ="equal"), paired
= TRUE, var.equal = TRUE)



3.2. Welch-féle t-préba

A varhaté érték Osszehasonlitasara parositatlan esetben (two-sample two-sided unpaired
Welch t-test). Legyenek Xi,..., X,,,Y1,...,Y,, figgetlen normalis eloszlasu valdszintiségi
valtozék: X; ~ N(my,0?), Y; ~ N(ma,03), ahol my,mg, 01,09 ismeretlen paraméterek.

Kétoldali ellenhipotézis: Hy: mi = ms; Hp:myi # mo.

Probastatisztika: .
B X-Y
s2(X) | s2(Y)
VD

Ha |t| > ty1_q, akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk. A ty;_, kritikus érték az
f szabadsdgi foku kétoldali t-préba kritikus értéke o szignifikanciaszint mellett (a megfelel6
eloszlds 1 — «/2-kvantilise).
Szabadségi fok:

(s:i (X) | sn2 (Y)>2

ni n2

U RO
ni(n1—1) ' nj(na—1)

Ha p < a: elutasitjuk Hy-t, az varhaté értékek szignifikdnsan eltérnek egymastol.

Ez a kétmintas kétoldali ¢-préba R-ben:  t.test(x, y, alternative ="equal"), paired
= FALSE, var.equal = FALSE)

Egyoldali ellenhipotézis: Hy:my < mg; Hi:mi > mo.
Prébastatisztika: ugyanaz, mint az el6bb

Ha t > t71_,, akkor elvetjiikk a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk. A ;;_, kritikus érték az
f szabadsagi foku egyoldali t-préba kritikus értéke o szignifikanciaszint mellett (a megfeleld
eloszlas 1 — a-kvantilise).

Szabadsagi fok: ugyantgy, mint az elobb.

Ha p < a: elutasitjuk Hy-t, az varhaté értékek szignifikdnsan eltérnek egymastol.

Ez a kétmintés egyoldali t-proba R-ben:  t.test(x, y, alternative ="greater"), paired
= FALSE, var.equal = FALSE)

4. F-préba

Figgetlen normalis eloszlasi mintak szorasanak osszehasonlitasara. Ugyanis az is el6fordulhat,
hogy nem (csak) a varhaté értéket, hanem a szérast is Ossze akarjuk hasonlitani. Példdul: igaz-
e, hogy a havi kiadasok szordsa nagyobb Budapesten, mint mas telepiiléseken, vagy hogy két
mérési eljaras koziil az egyiknek szignifikdnsan nagyobb a szérésa.

Emlékeztetoiil: Legyenek m, n pozitiv egészek, X1, ..., Xm, Y1, Y2, ..., Y, pedig fliggetlen stan-
dard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozdk. Ekkor az
X+ X3+ ..+ X2)
m(Y2+YE+...+Y2)

valészinliségi valtozd eloszlasat m, n szabadsagi foku F-eloszlasnak nevezziik.

o Legyenek most X1, Xo,..., Xy, Y1,...,Y,, fliggetlen normélis eloszlasu valészintiségi valtozdk,
ahol X; ~ N(my,0%), Y; ~ N(ma,03). Itt my,msg, 01,09 ismeretlen paraméterek.
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3. dbra. Az F-préba kritikus értéke: Fig 11 = 3,24, ez az eloszlds 1 — «/2 = 0, 975-kvantilise

e Kétoldali ellenhipotézis: Hy : 01 = 09; Hy : 01 # 09.

e Prébastatisztika (eloszldsa F-eloszlds Hy mellett):

*2
S
__n
F=-1.
n2

e Ha F' > F, _1,,1 vagy 1/F > F,, 1, -1, akkor elvetjik a nullhipotézist, kiilénben
elfogadjuk, ahol Fy, ¢, az f1, fo szabadsagi foki az F-eloszlas 1 — a/2-kvantilise.

p < 0,05: a szérasok szignifikansan eltérnek.
Kétmintas F-proba: példa

A korabbi példdban az Osszkdr logaritmusanak szérdsat szeretnénk Osszehasonlitani. Az els6
termék esetében ny = 20, a masodik esetében ny = 12 éven &t figyelték meg az Osszkart. Az
atlagok és korrigalt tapasztalati szérdsok (X1, ..., Xoo az els6 minta, Y7,..., Y12 a mésodik):

X =184, s(X)=1,2 Y =199, s (Y)=1,3.

n

Alh’thatjuk—e a = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a kétféle termék esetében szignifikdnsan
eltérd az Osszkar szorasa? Feltételezziik, hogy a mintak fliggetlenek, normalis eloszlastak.

H010'1:O'2,H11{717502

A prébastatisztika értéke: F =

sp2 1902 o1 1,32
L 0,85, és 7 = 79z = 1,17.

Az (f1, f2) = (n1—1,ny—1) = (19, 11) szabadsagi foki F-préba kritikus értéke o = 0, 05 esetén:
3,24, mig az (fa, f1) = (ne — 1,n1 — 1) = (11, 19) szabadsagi fok esetén 2, 76.

Mivel F' < 3,24 és 1/F < 2,76, elfogadjuk a nullhipotézist, a szérdsok nem térnek el
szignifikdnsan. (Vagyis, a fent alkalmazott kétmintds t-probanal nem volt teljesen helytelen
a feltételezés, hogy a szérasok megegyeznek, de &dltalaban, ha nem biztos, hogy a szérasok
lényegében azonosak, akkor inkdbb a nem feltétlentil egyenld szordsokra vonatkozd eljarast
érdemes haszndlni).

5. Illeszkedésvizsgalat

Az alabbi eljarassal azt tudjuk ellendrizni, hogy bizonyos események valdsziniisége, vagy egy
diszkrét valészintliségi valtozé eloszlasa kozelitéleg megegyezik-e az dltalunk alkotott elképzeléssel,



vagy az adatok alapjan azt allithatjuk, hogy a valédi valdszinliségek szignifikansan eltérnek az
el6zetesen megadottol.

Példaul: egy politikai elemzd azt allitja, hogy a partot valasztok kozott az A part tdmogatottsdga
40%, a B parté 20%, a C parté 15%, a tobbiek pedig kisebb partok valamelyikére szavaznak.
Megkérdeziink 200, fiiggetleniil vélasztott szavazot (aki részt venne a valasztdson és érvényesen
szavazna). Koziilik 92-en az A partot, 38-an a B-t, 31-en a C-t tdmogatndk szavazatukkal, a
tobbiek a kisebb partok valamelyikét. Ez alapjan o = 0,05 szignifikanciaszint (els6faju hiba-
valészintiség, terjedelem) mellett elfogadhaté-e az elemzé allitasa?

Tekintsiik az alabbi eseményeket:

A: egy véletlenszeriien valasztott szavazé az A partot tamogatja B: egy véletlenszeriien valasztott
szavazd a B partot tamogatja C: egy véletlenszeriien valasztott szavazé a C' partot tamogatja
D: egy véletlenszerlien vélasztott szavazé a kisebb partok valamelyikét tamogatja

A feltételezéstink szerint ezek kozil az események koziil, egy szavazét kivalasztva, pontosan
az egyik kovetkezik be, vagyis A, B,C, D teljes eseményrendszert alkotnak (unidjuk az 6sszes
lehetdség halmaza, 2, paronkénti metszeteik tiresek.

A nullhipotézisben minden eseményhez egy valdsziniiség tartozott, ugy, hogy a valdsziniiségek
osszege 1 (annak megfeleléen, hogy pontosan az egyik esemény kovetkezik be).

Hy : P(A) = 40%,P(B) = 20%,P(C) = 15%,P(D) = 25%.
Hy: a nullhipotézisben megadott feltételek koziil legalabb az egyik nem teljesiil.

Altaldnosabban: legyen Aj, Ay, ..., A, teljes eseményrendszer (olyan események, amik koziil
pontosan az egyik kovetkezik be, azaz uni6juk a teljes eseménytér, paronkénti metszetiik iires),
P1,P2, - - -, pr pedig olyan nemnegativ szamok, melyek Gsszege 1.

Hy : P(Ay) = pr, minden k= 1,2,...,r-re.

Hy : P(Ag) # pi valamelyik k =1,2,..., r-re.

Ezekben a feladatokban y?-prébét, azon beliil illeszkedésvizsgalatot végezhetiink.

n fuggetlen megfigyelést végziink.

Npg: hanyszor kovetkezett be Ay, vagyis az Ay gyakorisaga.

Ha van k, hogy Nj < 5: néhény osztalyt ossze kell vonnunk, hogy a prébat alkalmazhassuk
(vagyis Aj és Ay, helyett Aj U Ap-t és pj + pp-t tekintjiik, és ezutan végezziik el a tesztet).

Probastatisztikas

Zr:(Nk*n'pk)Q'

n - Pk

2
X =
k=1

Ez minél nagyobb, anndl nagyobb az eltérés a nullhipotézist6l. Hiszen egyrészt Hy esetén Ny
varhato értéke npg. Masrészt a ,vart” és a ,megfigyelt” gyakorisag kozotti eltérés annal jobban
szamit, minél kisebb a vart érték, ardnyaiban annal nagyobb a kiilonbség.

5.1. Allitas. A Hy nullhipotézis teljestilése esetén

lim P(iw < t) =P(U,_, < t)

n—00 n-
1 Dk

teljestil minden t-re, ahol U,_1 eloszldsa r — 1 szabadsdgi foki x?-eloszlds, azaz eloszldsa meg-
eqyezik Z3 + Z2 + ... + Zf_l eloszlasdval, ahol Zy,Zs, ..., Z._1 figgetlen standard normdlis
eloszldst valdszintiségi valtozok.
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4. dbra. Az f = 5 szabadsagi foki y?-eloszlas stirtiségfiiggvénye. Az o = 0, 05 szignifikanciaszint{i
préba kritikus értéke: ¢ = 11, 1.

A célunk egy olyan eljaras, amivel a nullhipotézis téves elutasitasanak valdszintisége legfeljebb
a. A x? a nullhipotézist6l vald eltérést mutatja, vagyis akkor utasitjuk el Hy-t, ha x? értéke
nagyobb egy kritikus értéknél. Ezt pedig gy valasztjuk, hogy annak valészinlisége, hogy Hy
mellett x? > cipi¢ legyen, legyen éppen .

Ezért legyen cit az f = r — 1 szabadsagi foki y2-préba kritikus értéke o szignifikanciaszint
mellett, vagyis az f = r — 1 szabadsagi foki y?-eloszlds 1 — a kvantilise abra).

2 > Ciaie vagy p < a: elutasitjuk Ho-t, az eloszlds szignifikdnsan eltér (py)-tol.
X2 < crait vagy p > «a: elfogadjuk Ho-t, az eloszlds nem tér el szignifikinsan (pg)-tol.

Az a feltétel, hogy minden Nj legyen legaldbb 5, abbdl adédik, hogy csak a valésziniiség li-
meszérél tudjuk, hogy megegyezik a y2-eloszlasbdl szamolt valésziniiséggel, tehat véges minta-
elemszam esetén legfeljebb csak kozelitésrol van szo, és ezért til kicsi mintaelemszam esetén
a proba nem alkalmazhaté. Ugyanakkor tiil nagy mintaelemszam esetén a préba tul
érzékennyé valik, példaul egy 20000 méretli mintabdl be lehet 1atni, hogy vasarnap szigni-
fikdnsan gyakoribbak a nagyobb foldrengések, mint més napokon, ami nem ennek az allitdsnak
az igazsagat, hanem a préba tulzott érzékenységét mutatja.

A x2-prébéban a p-érték

e ahogy altalaban is, a legnagyobb olyan szignifikanciaszint, ami mellett a nullhipotézist
elfogadjuk;

e azaz p < « esetén elutasitjuk a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk;

e tehit az a kérdés, hogy milyen a-ra lenne igaz, hogy x> éppen megegyezik a kritikus
értékkel;

e ez tehat annak valészintisége, hogy az r — 1 szabadsagi foki y2-eloszlas legaldbb y?;
e miésképpen: p = P(U,_1 > x?), ahol U,_1 eloszldsa r — 1 szabadségi foki x2-eloszlés;
e aldl dbrdhoz hasonléan, ez a x? értékétdl jobbra esd teriilet lenne;

e kiszamitas az R-ben, ha x? = s: pchisq(s, df=r-1, lower.tail=FALSE) (val6szinfiséget
szamolunk, df a szabadsagi fok, és annak valészintiisége kell, hogy s-nél nagyobb az érték,
ezt allitja az utolsé paraméter, enélkiil a balra 1év§ teriiletet kapnénk)

e ahogy altaldban is, minél kisebb a p-érték, annal szignifikansabb az eltérés.



Illeszkedésvizsgalat: példa. Tekintsiik a fent megfogalmazott példat a partok tamogatottsagarol.
Hy :P(A) = 40%,P(B) = 20%,P(C) = 15%,P(D) = 25%.

Hy: a nullhipotézisben megadott feltételek koziil legalabb az egyik nem teljesiil.

Itt Ny =92, Ny = 38, N3 = 31, Ny = (200 — 92 — 38 — 31) = 39.

Minden osztéalyba esik legalabb 5 megfigyelés, nem tul kicsi a mintaelemszam, nem kell osztalyokat
Osszevonni, és a 200 még taldn nem is szamit tul soknak.

2 " (Nk—n-pk)z_(92—200-0,4)2+(38—200-0,2)2+(31—200-0,15)2+(39—200-0,4)2_435
* _kzl n - Pk a 200-0,4 200-0,2 200-0,15 200-0,25 77

A préba szabadsagi foka f = r — 1 = 3. A kritikus érték (tablazatbdl, vagy qchisq(0.95,
df=3) az R-ben): ¢yt = 7,81, ha a = 0,05. Mivel x? < ¢, elfogadjuk a nullhipotézist,
az adatok nem mutatnak szignifikans eltérést az elemzd allitasatol.

Megvalésitas az R-ben:

> adat=c(92, 38, 31, 39)

> val=c(0.4, 0.2, 0.15, 0.25)

> chisq.test(adat, p=val)

Chi-squared test for given probabilities
data: adat

X-squared = 4.3533, df = 3, p-value = 0.2258
A proba tulajdonsdgai:

e a y2-préba aszimptotikus préba, vagyis a prébastatisztika eloszldsa nem pontosan y2-
eloszléas, csak ahhoz tart, ha a mintaelemszammal végtelenhez tartunk

e emiatt: minden kiil6nallé csoportba kell esnie legalabb négy (vagy inkabb hat) megfi-
gyelésnek, ez biztositja az elég nagy mintaelemszamot

e ugyanakkor: til nagy mintaelemszamnal a x2-préba tiilsadgosan érzékeny, til gyak-
ran mutat ki szignifikdns eltérést (példdul egy 20000 elemii mintdbdl be lehet 1dtni, hogy
vasarnap szignifikdnsan gyakrabban vannak foldrengések, mint a tobbi napon — ez til nagy
mintaelemszam, érdemes egy kisebb mintdt venni a nagy adathalmazbdl)

Illeszkedésvizsgalat: példa

Dobdkockaval dobunk szdzszor abra). A terjedelmet a = 0,05-nek vélasztva elfogadhaté-e,
hogy szabalyos a dobdkocka?

érték 1 2 3 4 5 6
oyakorisag 21 11 20 22 11 15

Minden szam legalabb négyszer el6fordult, alkalmazhatjuk a y2-prébat. A;: i-t dobunk, r = 6,
pr=1/6,k=1,2,...,6.

Hp : P(A) = 1/6 minden k-ra; H, : P(Ay) # 1/6 valamelyik k-ra



Szaz kockadobas hisztogramja Ezer kockadobas hisztogramja

020

0.15
015

0.10

0.10
Relativ gyakorisagok

Relativ gyakorisagok

0.05
0.05

0.00
0.00

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

Lehetséges értékek Lehetséges értékek

5. dbra. Szaz, illetve ezer kockadobas hisztogramja. Elfogadhato-e, hogy szabalyos a dobdkocka?

s s~ (Ng—n-pp?  (21-100-1/6)2 (11 —100-1/6)
YT e 1000176 100 1/6
(15— 100 - 1/6)?
=17,52.
o 100 - 1/6 ’

X2 =7,52 < it = 11, 1, illetve a p-értékre 0, 1847 > 0, 05.

Elfogadjuk Hy-t, elfogadhatd, hogy a dobdkocka szabdlyos, nincs szignifikans eltérés az egyenle-
tes eloszlastol.

Egy mésik adatsor: dobdkockaval dobunk ezerszer (5l dbra). A terjedelmet o = 0,05-nek
valasztva elfogadhaté-e, hogy szabalyos a dobdkocka?

érték 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 191 154 140 184 156 175

Hy : P(Ag) = 1/6 minden k-ra; H; : P(Ag) # 1/6 valamelyik k-ra

2 =11,68; f=r—1=5 a =0,05; Crait = 11,1

2= 11,68 > el = 11, 1, illetve a p-értékre 0,039 < 0, 05.

Elutasitjuk Ho-t, nem fogadhaté el, hogy a dobdkocka szabalyos, a minta alapjan az eloszlas
szignifikdnsan eltér az egyenletes eloszlastol.

6. Becsléses illeszkedésvizsgalat

Gyakran el6fordul, hogy az eloszldsrél nem egy pontos valészintiségekkel leirhaté hipotézisiink
van, hanem csak az, hogy valamilyen eloszlascsaladbél szarmazik, példdul Poisson-eloszlési (en-
nek a folytonos véaltozata, amikor példaul az a kérdés, hogy egy eloszlas normalis eloszlasu-e,
errdl késébb lesz sz6). A fenti x2-préban alapulé illeszkedésvizsgélat egy médositott valtozata
a diszkrét eloszlasok esetén alkalmazhato.

Elfogadhaté-e 0,05 terjedelem (szignifikanciaszint) mellett, hogy az egy futballmérkdzésen 16tt
gblok szama Poisson-eloszlasa?

A @ abran lathatok megfigyelt adatok n = 95 elemf{i mintabdl, melyek atlaga X = 1,379, és a

A = 1,379 paraméter(i Poisson-eloszlas: P(X = k) = )‘k—?e_k.
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Golok szamanak hisztogramja

— megfigyelések
=—— Poisson(1,375)
—— Poisson(1)
= Poisson(2)

Relativ gyakorisagok

Medgfigyelt értékek

6. abra. A goélok szdmanak hisztogramja és néhdny kiilénb6z6 paraméterii Poisson-eloszlas

Onosesds napok szamanak hisztogramja Egy haztartasban él6k széma

—— megfigyelések
— Poisson-eloszls

—— megfigyelések
— geometrai eloszlds
—— Poisson-eloszlas+1

Relativ gyakorisagok
Relativ gyakorisagok

000 005 010 015 020 025 030 035
000 005 010 015 020 025 030 035

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8

Megfigyelt értékek Lehetséges értekek

7. dbra. Az énosesSs napok szaménak hisztogramja és a A= 1,44 paramétert Poisson-eloszlas;
gy haztartasban é16k szamanak hisztogramja (KSH, 2011), Poisson-eloszlas és geometriai eloszlas

Elfogadhaté-e 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy Budapesten az 6noses6s napok szama egy
év alatt Poisson-eloszldsu?

A Iﬂ abran lathaték megfigyelt adatok n = 110 elemi mintdbdl (1901-2010, Orszigos Me-

teoroldgiai Szolgalat), melyek dtlaga X = 1,44, és a A = 1,44 paraméteri Poisson-eloszlés:
k

P(X = k) = 37e .

Egy masik példa am abran lathato: ez az egy I haztartasban él6k sziménak hisztogramja (forras:

KSH, 2011), és a geometriai eloszlds (p = 1/X), illetve a Poisson(X)-eloszlas eggyel eltolva. Itt

X = 2,36 az atlag, és n = 4105698 a haztartdsok szama, t1il nagy a mintaelemszam.

6.1. A x2-préba alkalmazésa

Az illeszkedésvizsgalathoz hasonléan legyen Aj, As, ..., A, teljes eseményrendszer, azaz olyan
események, amik koziil pontosan az egyik kévetkezik be. Ni: hanyszor kovetkezik be Ay egy n
elemi fliggetlen mintaban. Feltessziik, hogy Ni > 5 minden k-ra, ha nem, osztalyokat vonunk
ossze. Adott pg(A) minden A € L-re.

Hp: van olyan A € £, melyre P(Ay) = px(A\) minden k = 1,2,...,r-re.

Hji: nincs ilyen \ € L, az eloszléds szignifikansan eltér a (pk()\)) eloszlascsaladtol.

A\ paramétervektor maximumlikelihood-becslése legyen ), és legyen prp = pp(A). A A
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dimenzidja, vagyis a becsiilt paraméterek szama d. Probastatisztika:
2 _ N\~ Nk —n-pp)?

e
k=1
Legyen f =17 —d —1, és cirit az f szabadsagi fokt y2-préba kritikus értéke o szignifikanciaszint
mellett (a szabadséagi fokbdl levonjuk a becsiilt paraméterek szdmat). Hy-t elutasitjuk,
ha 2 > ¢ (azaz p < a), ilyenkor a minta szignifikdnsan eltér a nullhipotézisben szereplé
eloszlascsaladtol. Ha x? < cpit, akkor elfogadjuk a nullhipotézist.

A p-érték az illeszkedésvizsgalathoz hasonléan szamolhatd, ez annak valdsziniisége, hogy az
f = r —d — 1 szabadsagi foki y2-eloszlds tobb-e a fent kiszdmitott y2-nél. Az a-nil kisebb
p-érték jelenti a nullhipotézis elutasitasat.

6.2. Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Az egy futballmérkézésen 16tt gblok szama a vildgbajnoksig n = 95 mérkézésén @ abra):

gélok szama o 1 2 3 4 5 6 7 8
mérkozések szama 23 37 20 11 2 1 0 0 1
Poisson-esetben a A paraméter maximumlikelihood-becslése:
¢« = 0:-2341-37+2-2043-11+4-2+5-1+8-1
A=X= + i + + i + =1,379.

95

Mivel vannak olyan osztélyok, ahova 5-nél kevesebb megfigyelés esik, a beosztast mdédositjuk
(viszont most kivételesen megelégsziink a legaldbb 4 megfigyeléssel osztalyonként):

gblok szama, o 1 2 3 >4
mérkézések szama 23 37 20 11 4

Hy: az eloszlés Poisson-eloszlasbol szarmazik valamely A > 0-val.

H;: az eloszlas eltér a Poisson-eloszlastol.

A = 1,379 a paraméter maximumlikelihood-becslése. Ekkor

k!

A~

Pk (k‘:O,l,Q,...)

a Poisson-eloszlas definiciéjaba a \ becsiilt paramétert helyettesitve.
gélok szama 0 1 2 3 >4

mérkozések szama 23 37 20 11 4
npy (Poisson(\)) 23,92 32,99 22,75 10,46 4,88

r

N —n-pg)? 23 —23,92)2 (37 —32,99)2
XQZZ(k k)" R )
n - pr 23,92 32,99

+...=1,04.
k=1

x2=1,04; f=r—-d-1=5-1-1=3; a=0,05 cgi =7,81.

X2 = 1,04 < 7,81 = ciyit, ezért elfogadjuk, hogy a minta Poisson-eloszldst, nincs szignifikdns
eltérés a Poisson-eloszlastol. A p-érték: p = 0, 21.
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6.3. Becsléses illeszkedésvizsgalat: masodik példa

Az énosesOs napok évenkénti szama n = 110 éven keresztiill Budapesten:

Onoses6s napok széma 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
évek szama 36 34 20 10 6 1 1 0 O 1 1
Poisson-esetben a A paraméter maximumlikelihood-becslése:
P — . 1-34+2-2 -1 ...+10-1
)\:X:O 364+1-34+ 1012:3 0+...+10 _ 1,436,

Mivel vannak olyan osztalyok, ahova 5-nél kevesebb megfigyelés esik, a beosztast modositjuk (de
most is 6t helyett néggyel megelégsziink):

OnosesOs napok széma 0 1 2 3 4 >5
évek szama 36 34 20 10 6 4

Hy: az eloszlas Poisson-eloszlasbol szarmazik valamely A > 0-val.

Hy: az eloszlas eltér a Poisson-eloszlastol.

A = 1,436 a paraméter maximumlikelihood-becslése. Ekkor

5E
m:ﬁe*A (i=0,1,2,...)

a Poisson-eloszlds definicidjaba a \ becsiilt paramétert helyettesitve.

OnosesOs napok szama 0 1 2 3 4 >5
évek szama 36 34 20 10 6 4
npg (Poisson(j\)) 26,17 37,58 26,98 12,91 4,64 1,73

s~ (Vg —n-pp)? (36 —26,17)2 (34 — 37,58)2 B
Z n- P B 26,17 + 37,58 e =9,88.

k=1
x2=9,88; f=r—d—-1=6-1-1=4; a=0,05 cui =29,49.

Y2 = 9,88 > 9,49 = 1,4, ezért elutasitjuk, hogy a minta Poisson-eloszlst, az eloszlds szigni-
fikdnsan eltér a Poisson-eloszlastél. A p-érték: p = 0,04.

Hazi feladat aprilis 21., szerda, 9:00-ig Alh’thatjuk—e, hogy az utébbi egy hénapban nézett
sorozatok széama, illetve az olvasott konyvek szdma szignifikansan eltér a Poisson-eloszlastol? A
ketto koziil melyik mintara illeszkedik ,,jobban” a Poisson-eloszlas? Készitstink abrat is errol,
ahol 6sszehasonlitjuk a hisztogramot és a Poisson-eloszlast a megfeleléen becsiilt paraméterrel.
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