Matematikai statisztika el6adas, 5. hét, marcius 10.

Elégséges statisztika, Fisher-informacié, Bayes-becslés

1. Elégséges statisztika

A minta gyakran tartalmaz ,felesleges” informaciét, amibdl a paraméterre nézve semmilyen
kovetkeztetést nem vonhatunk le. Példaul ha a megfigyelések fliggetlen azonos eloszlasuak,
akkor mindegy, hogy milyen sorrendben kaptuk Oket: ha megkérdeziink szaz embert taldlomra
valamirél, nem hordoz semmilyen fontos informéciét, hogy melyik valasz hanyadik volt a sorrend-
ben. Bizonyos specidlis eloszlasok esetén ennél jéval tobbet is mondhatunk, és ezt a likelihood-
fliggvény segitségével tudjuk pontosan megfogalmazni.

1.1. Definicié. Legyen Xi,...,X, figgetlen minta ¥ paraméterd eloszldsbol. A T statisztika
elégséges, ha a likelihood-fligguény felirhato a kovetkezd alakban megfeleld h és g fligguényekkel:

Lpo(X1,...,Xn) =h(X1,..., Xp) - go(T(X1,...,Xn)).

Nézzik a Poisson-eloszlas esetét.
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Vonjuk 6ssze az azonos szorzotényezoket:
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Az els6 tényezd nem fiigg ¥-tdl, a méasodik csak az Osszegtol fligg, igy az Osszeg elégséges sta-
tisztika.

e Poisson-eloszlas esetén az Osszeg és az atlag is elégséges statisztika.
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e Normalis eloszlasnél elégséges statisztika: (X, s,), vagy (Z?Zl X7 X i)-
o Az elégséges statisztika nem egyértelmii.

e Ha létezik maximumlikelihood-becslés, T pedig elégséges statisztika, akkor az ML-becslés
felirhat6é u(T (X1, ..., X,)) alakban valamely u fiiggvényre.

Az alabbi tétel azt mondja, hogy ha van egy torzitatlan becslésiink, abbdl egy hatdsosabb,
vagyis kisebb szérasu, szintén torzitatlan becslés is készitheto, ami csak az elégséges statisztika
fliggvénye, annak segitségével kiszamithato, tehat csak a ,,1ényeges” informéaciét hasznalja.

Nézziink eloszor egy példat. Poisson-eloszlas paraméterének becslésénél az Gsszeg elégséges sta-
tisztika, példdul X; (az elsé megfigyelés) pedig torzitatlan becslés A-ra. Az alabbi feltételes
varhato érték (emlékeztetSiil: https://backhauszagi.web.elte.hu/gyak/sst_vszdea_l/sst_
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vszdje_113.pdf) azt fejezi ki, hogy ha tudjuk az Gsszeget, mit gondolunk, mi lehetett az elsé
megfigyelés:

Masrészt, ez nem més, mint X, hiszen ha tudjuk, hogy n szdm Osszege X + ... + X,,, akkor
a szimmetria miatt mindegyiknél (X7 + ...+ X,,)/n egy j6 tipp. Az aldbbi &llitds azt mondja
(4ltaldnosabb esetben), hogy ilyenkor X szintén torzitatlan becslés, és hatdsosabb, mint az
eredeti, kisebb a szérdsa. Mdsrészt ez csak az elégséges statisztika fliggvénye: csak az Osszeget
hasznalja, vagyis semmilyen ,felesleges” informaciot.

1.1. Tétel (Rao—Blackwell). Tegyiik fel, hogy a T statisztika torzitatlan becslés a9 paraméterre,
valamint S elégséges statisztika ¥-ra. Ekkor megadhatd olyan T* becslés, melyre

o T = h(S) megfeleld h figgvénnyel (azaz T* mintabdl vald kiszdmitdsihoz elég S-t ismer-
ni);

o T torzitatlan ¥-ra: Ey(T™) =19 minden ¥ € O-ra;

o T* hatdsosabb, mint T: Dy(T*) < Dy(T) minden ¥ € O-ra.

Ha az S statisztika teljes is (azaz minden olyan f figguény, melyre Ey(f(S)) = 0 minden ¥-ra,
,majdnem mindendtt” nulla), akkor T* hatdsos, azaz minden torzitatlan becslésnél hatdsosabb.

A megoldés az E(T']S) feltételes varhat6 érték lesz, ahogy fent lattuk.

1.1. Allitas. Poisson-eloszldsndl normdlis eloszldsokndl (m-re) a mintaelemek dsszege teljes
elégséges statisztika, a mintadtlag pedig hatdsos becslése a paraméternek.

1.1. Fisher-informaci6

A Fisher-informacié célja, hogy megmérje, hogy egy adott minta mennyi informaciét tartalmaz,
és ez alapjan mennyire pontos becslést készithetiink a paraméterekre. Nevezetesen, a Fisher-
informacié segitségével megfeleld feltételek mellett alsé becslést fogunk tudni adni torzitatlan
becslések szérasara, vagyis tul kevés informéciébdl nem lehet tetszblegesen kis bizonytalansagu
torzitatlan becslést adni. A Fisher-informacié kiindulédsa szintén a likelihood-fiiggvény

1.2. Definicié. Egy mintaelem Fisher-informacigja:

1) = ( Z1ousot) ),

ahol fy a likelihoodfiigguény Py mellett.

e Megfelel6 (regularitasi) feltételek mellett a fiiggetlen azonos eloszlasi, n elemii minta
Fisher-informaciéja: I,,(9) = n - I (9).

e Ha T elégséges statisztika, akkor T'(X1, ..., X,,) Fisher-informéciéja ugyanaz, mint (X,..., X,)
Fisher-informacidja (példaul Poisson-eloszlasnél az dtlag Fisher-informacidja ugyanaz, mint
a teljes mintaé).

e Cramér—Rao-egyenlStlenség: megfelel6 (regularitési) feltételek mellett, ha T torzitatlan

becslés ¥-ra, akkor

1 1
DX(T(X1,...,X,)) > AOREIACS
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(Ebben az értelemben feleakkora szérdshoz négyszer annyi mintaelem kell.)

Néhany nevezetes eloszlas Fisher-informacidja egy mintaelembdl:

e binomidlis eloszlds n renddel és p paraméterrel:

_n
p(l—p)
e Poisson-eloszlds A paraméterrel: 1/A

e normalis eloszlds, ha ¥ = (m,0):

N

oY
Qw‘m o
N————

1.2. A Poisson-eloszlas Fisher-informaciéja

Egy mintaelem Fisher-informaécidja (az f) likelihood-fiiggvény most a valdsziniiség):

L(A) = EA(((i\lngA(Xl)> 2) = E,\<<88)\10g <§; e_>‘>>2> -
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Felhasznaltuk, hogy Poisson-eloszlésnal Ey(X1) = D3(X1) = A, {gy
Ex(X7) = D3(X1) + E3(X1) = A+ A%

Kovetkezmény a Cramér—Rao-egyenlGtlenség alapjan: ha T torzitatlan becslése A-nak n
elemi fiiggetlen mintabol, akkor

D*(T(Xy,...,X,)) >

3>

1.3. Konfidenciaintervallum a maximumlikelihood-becslés alapjan

Gyakran az ismeretlen paraméter becsléseként nem csak egyetlen szamot adhatunk meg, hanem
példdul azt mondhatjuk, hogy 5 és 7 kozé esik, és ebben 95%-ig biztosak vagyunk. Mivel a pa-
raméter rogzitett (ebben a felépitésben), ilyenkor valéjaban az teljesiil, hogy Py (11 < ¥ < Ty) >
0,95 igaz ¥ minden lehetséges értékére, ahol 17 és T becslések, és ez utébbiak a valdszinliségi
valtozok (hiszen a véletlen minta alapjan szamoljuk ki 6ket).

Az eddig latott eszkozokkel dltalanos feltételek mellett tudunk konfidenciaintervallumot adni egy
ismeretlen ¥ valds értékii paraméterre. Ez a maximumlikelihood-fliggvény alabbi tulajdonsagain,
illetve a Fisher-informéaciéval valé kapcsolatan alapul.

1.2. Allitas. Ha likelihoodfiigguény teljesit bizonyos reqularitdsi feltételeket, akkor a ¥ paraméternek
az X1, Xa, ..., X, mintdbdl szamolt 9,, mazimumlikelihood-becslése

o [étezik;

e aszimptotikusan torzitatlan: lim,, ..o Ey (@n) =1 minden ¥ € ©-ra;



e aszimptotikusan hatdsos: lim, o /111 (19)D19(1§n) =1 minden 9 € ©-ra;

e aszimptotikusan normdlis eloszldsi: \/nIi(0)(0, — V) eloszldsban tart a standard normdlis
eloszldshoz minden ¥ € ©-ra n — oo esetén.

Itt I1(9) az egyelemd mintabdl szamolt Fisher-informdcidt jeloli.

Ez alapjan aszimptotikus konfidenciaintervallum, amin — oo esetén 1—a-hoz tarté valészintliséggel

tartalmazza U-t:
(oo (i2) i (i8) L),
I, (9) I (V)

ahol I,(0) = n - I;(0,), vagyis a Fisher-informaci6 kifejezésébe a maximumlikelihood-becslést
irjuk be.

Masképpen felirva:

lim P,g<1§n—<1>—1<1_;‘) S §0§§n+¢—1<1_‘;‘> 1) —l-a
e I(9) I,(¥)

Itt is vegylik észre, hogy ¥ ismeretlen, de rogzitett paraméter, és az intervallum als6 és felso
végpontjai véletlenek, az eloszlasuk is ¥-tdl fiigg (ezt jeloli a ¥ az als6 indexben).

2. Bayes-becslés: bevezetés

Eddig a statisztikai elemzésekben a frekventista hozzaallast kovettik. A 9 € © paraméter
szamunkra ismeretlen, és csak azt tessziik fel rola, hogy egy ismert © halmaznak, a paramétertérnek
az eleme. A © paramétertér rogzitett halmaz sajat struktira nélkiil, a tulajdonsdgoknak (példaul
konzisztencia, torzitatlansiag) minden 9 € O-ra teljesiilniiik kell.

Ennek a médszernek egy hatranya példaul:

e cgy gydgyszert n-szer kiprébdlva 0 esetben lépett fel mellékhatas;
e legyen p a mellékhatas kialakulasanak valészintisége;

e ezt a relativ gyakorisdggal becsiilhetjiik: p = 0. Ez torzitatlan, konzisztens becslés, a
frekventista hozzaallas kovetelményeinek megfelel.

e Ugyanakkor, ha n = 20 kiprébalasbdl nem alakult ki mellékhatas, az egész més, mintha
n = 2000 kiprobalasnal sem taldlkoztunk ezzel. Ezt a becslés nem tiikrozi.

Egy masik hatrany, hogy ha a paraméterrol valamilyen el6zetes informacioval rendelkeziink, azt
a frekventista hozzaallasban nem tudjuk jol felhasznalni, hiszen a feltételeknek minden J-ra egy-
formén teljesiilnie kell. Ha példaul el6szor 100 kiprébélas alapjan a mellékhatés valdszintiségét
10 — 30% kozottire becsiiljuk, és utdna csindlunk egy nagyobb vizsgdlatot 10000 résztvevivel,
akkor a nagyobb vizsgélat elemzésénél nem akkora baj, ha a p = 80%-ra , kevésbé” teljesiil egy
feltétel, mint p = 20%-ra.

Bayes-i hozzaallas: a paramétert magat is valdszinliségi valtozonak tekintjiik, ebbe beépitve
valamilyen el6zetes informaciot.



2.1. Bayes-becslés: a priori és a posteriori eloszlas

Tegyiik fel, hogy egy biztosité haromféle tigyfelet kiilonboztet meg a gépjarmi fe-
lelésséghbiztositasnal: az vatos, atlagos és merész soféroket. Az, hogy egy ligyfél hany balesetet
okoz egy év alatt, Poisson-eloszlast, 0,1, 0,2 és 0,3 paraméterekkel az egyes csoportoknal. Azt
is tudjuk, hogy egy 4j tigyfél mindharom csoportba azonos valészintiiséggel tartozik.

Legyen a Péter altal okozott balesetek szama egy év alatt Poisson-eloszlasi A paraméterrel, a
fenti feltételeknek megfeleléen. Adjunk becslést a A\ paraméterre, ha Péter az utébbi tiz évben
egyaltalan nem okozott balesetet. Az éveket fliggetlennek tekinthetjiik.

Itt a A ismeretlen paraméter valdszinliségi valtozdénak tekinthetd, aminek az eloszlasardl az
el6zetes feltételezésiink:
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A paraméter eloszlasarodl alkotott elézetes, a minta megismerése el6tt feltételezett eloszlas az a
priori eloszlas. Ez tiikrozi a paraméterre vonatkozod, a megfigyelésnél korabbi informacidkat.

Legyen A az az esemény, hogy Péter tiz év alatt nem okozott balesetet. Ennek valdszintisége,
ha s a ré jellemzo eloszlas igazi paramétere:

P(A|)\ — S) — (6_8)10 — 6_108,

a Poisson-eloszlas definicigjat k = 0-val hasznélva.

Val6jaban azonban nem ez a kérdés, hanem az, hogy feltéve, hogy A bekovetkezett, mennyi a
valészinlisége, hogy A, vagyis az ismeretlen paraméter egy adott értéket vesz fel. Médsképpen,
az a kérdés, hogy az egyes lehetséges értékek valdsziniisége hogyan moédosul, ha felhasznaljuk a
megfigyelésekbdl szarmazé informaciét.

A Bayes-tétel alapjan
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Hasonloképpen:
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P\ =0,2|A4) = = 24,5%

6_3

PO =0.314) = —— 5 = 9%.

Tehat, mig a minta ismerete nélkiil a harom lehetséges értéket egyforman valésziniinek tartottuk,
a megfigyelések alapjan, arra feltételesen, hogy Péter tiz évig nem okozott balesetet, mar joval
valészinlibb a 0,1 érték, vagyis, hogy Péter évatos vezetd, és sokkal kevésbé valdszini az, hogy
a merész soférok kozé tartozik.

A fent kiszamitott valészinliségek adjak a A paraméter megfigyelésekre vonatkozo feltételes el-
oszlasat, ami az a posteriori eloszlas. Ez mutatja meg a megfigyelések alapjan alkotott
elképzelést arrdl, hogy melyik érték mennyire valdszind.

Ez kozvetlenill még nem ad egyetlen szamot, vagyis egyetlen becslést A-ra. A becslést ebben
a példaban nem is fogjuk meghatarozni, nézziik meg azonban azt az esetet, amikor az a priori
eloszldas nem diszkrét, hanem folytonos.
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1. dbra. A X\ paraméter a priori és a posteriori siirtiségfliiggvénye

Tegytik fel, hogy egy biztosité minden tlgyfelérol azt feltételezi, hogy az altala egy
év alatt okozott balesetek szama Poisson-eloszlasi, paramétere pedig az tigyfélre jellemzd A,
mely egy tigyfelet tekintve egyenletes eloszldsi a [0, 1] intervallumon. Adjunk becslést a Péterre
jellemz6 A\ paraméterre, ha Péter az utébbi tiz évben egyetlen balesetet sem okozott.

Az aldbbi egyenlet ugyanigy érvényes, mint eddig, minden s € [0, 1]-re:
P(A|X = 5) = (e %)10 = 7105,

A Bayes-tétel (folytonos véltozata) azonban most ezt adja:

« _ PAA=s)p(s)
Pr(sl4) = J25 P(AIX = t)p(t)dt’

ahol p a paraméter a priori siirtiségfiiggvénye. A példaban p(t) = I[(0 < ¢ < 1), hiszen azt tettiik
fel elézetesen, hogy ¢ egyenletes eloszldsi a [0, 1] intervallumon.

Behelyettesitve megkapjuk az a posteriori eloszlas siirliségfliggvényét:

(s 4) = P(A|X = s)p(s) _ e 10sT(0 < s < 1) _ e 1051(0 < 5 < 1)
ffooo P(A|X = t)p(t)dt fol e—10t ¢ %(1 — e 10)

Vagyis a megfigyelések alapjan s-t olyan eloszlasinak gondolhatjuk, aminek ez a fenti figgvény
a struségfiiggvénye.

Az[T] dbrén ldthatjuk az a priori és a posteriori stirtiségfiiggvényt. El6zetesen egyenletes eloszldst
tételeztiink fel, azonban az alapjan, hogy Péter nem okozott balesetet, a A kis értéktartomanyai
valésziniibbek (ha a paraméter kisebb, akkor az okozott balesetek szaménak varhaté értéke is
kisebb).

Ebben az esetben becslést is adhatunk (késébb latni fogjuk, hogy ez milyen szempontbdl jé
becslés). Ugyanis kiszdmithatjuk az a posteriori eloszlas varhaté értékét, parcidlis integralds

segitségével:
. 1 1 6—105
A= / sp*(s|A)dA :/ s ——— =0,1.
0 0 1o(l—e19)
Tehat a Bayes-modszerrel kapott becslés értéke p = 0, 1.

Tovabbi olvasnival6 példaul: [I]

Hazi feladat marcius 17., szerda, 9:00-ig Tegylik fel, hogy egy telefont6lté minden ki-
prébalasnal egy ra jellemzo6 p valdszinliséggel miikodik, ha pedig véletlenszerlien véalasztunk egy



t6lt6t, akkor p stirtiségfiiggvénye a [0, 1] intervallumon 2x, és 0 azon kiviil. Tegyiik fel, hogy a
t6lt6 20 kiprébalasbdl 19-szer miikodott. Hatarozzuk meg az erre a megfigyelésre vonatkozé a
posteriori eloszlast (slirtiségfiiggvényt), és annak varhaté értékét.
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