Matematikai statisztika el6adas, 4. hét, marcius 3.

Maximumlikelihood— és momentummaodszer

A matematikai statisztikdban gyakran egy ismeretlen eloszlds paramétereit szeretnénk meg-
becsiilni. Példaul, feltételezziik, hogy egy orszagban a jévedelmek eloszldsa Pareto-eloszlast
kovet, de nem ismerjik a paramétereket. Vagy, feltételezziik, hogy az éves kozéphOmérséklet
normalis eloszldsi, de nem ismerjiik a varhaté értéket és a szorast. Az aldbbiakban két dltaldanos
modszert mutatunk be, amely bizonyos elvek alapjan ad becslést ilyen jellegli feladatokban az
ismeretlen paraméterekre.

1. Maximumlikelihood-moddszer

Van két telefontolténk, melyek rdnézésre megkiilonboztethetlenek. A jé minden ki-
probalasnal a tobbitdl fiiggetleniil 90%, a rossz 20% valdszintiséggel miikodik.

Az egyik kabelt kivalasztottuk, 10 kiprébalasbol pontosan 8-szor miikédott. Ez melyik kabel
lehetett?

10
P(a j6 kébel 8-szor mitkodik) = (8 )0, 980,12 = 19, 8%.

1
P(a rossz kabel 8-szor miikodik) = < 80> 0,280,8% = 0,00007%.

Inkabb a jé kabel lehetett, amit kivalasztottunk.

A fenti feladat altalanositasa kovetkez6, amikor mar nem csak az ismeretlen paraméternek nem
csak két lehetséges értéke van, hanem egy intervallumbdl tetszoleges értéket felvehet. Vagyis:
tegyiik fel, hogy van egy telefont6lténk, mely minden kiprébalasnal a tobbitol fiiggetleniil p
valoszintiséggel miikodik.

Itt az ismeretlen paraméter: p € [0,1].

A kébel 10 kiprébalasbol pontosan 8-szor miikodoétt. Mennyi lehet p értéke?

10
P, (a kabel 8-szor miikdodik) = ( S >p8(1 —p)2

Kérdés: ez milyen p € [0,1]-re lesz a legnagyobb? Hiszen az el6z6 esetben is az alapjan
véalasztottunk, hogy a megfigyelt esemény bekovetkezésének valdszinlisége a paraméter mely
értékénél a legnagyobb. Ez a valésziniiség pedig fiigg p-t6l, ahogy lattuk, egész mast kapunk
p=20,9ésp=0,2esetén. Az[l] dbran azt latjuk, hogy p-t véltoztatva mennyi a valésziniisége,
hogy a kédbel éppen 8-szor miikodik a tiz kiprébalashdl.

Megjegyzés. Ennek a példanak egy részletesebb leirdsa és alkalmazésa: https://ematlap.hu/
tudomany-tortenet-2020-12/992-mennyit-tesztel junk-2-v3

1.1. A Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Ahogyan a dbra mutatja, ha egy mintara Poisson-eloszldst szeretnénk illeszteni (példdul
tovabbi ismeretlen mennyiségek becsléséhez), akkor ki kell vdlasztanunk a legmegfelelébb pa-
ramétert, nem mindegyik paraméterrel illeszkedik jol az eloszlds. Ehhez az el6bb megismert
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Binomialis eloszlas likelihood-fliggvénye
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1. dbra. A likelihood-fiiggvény: P, (a kdbel 8-szor miikédik) = (15)])8(1 —p)? a p ismeretlen
paraméter fliggvényében. A maximumbhelye: p = 0, 8.

Golok szamanak hisztogramja
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2. abra. A golok szaménak hisztogramja n = 95 mérkézésen, és kiilonb6z6 paraméterti Poisson-
eloszlasok (Py(X = k) = A /k!- ™)
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3. dbra. A %6_95"\ likelihoodfiiggvény, illetve ennek logaritmusa a gélok szama esetén;

; 4 . _ 131
mintadtlag: X = 5= = 1,379

elvet kovetjiik: ha a megfigyeléseink sorozata ki, ..., k,, akkor azt a A-t vélasztjuk, ami mellett
annak valdszintsége, hogy éppen ki, ..., k, lesz a megfigyelések sorozata, a lehet6 legnagyobb.

Tegyiik fel, hogy X1, Xo, ..., X, fliggetlen, azonos \ paraméterii Poisson-eloszlasi minta, ahol
A > 0 ismeretlen paraméter, n = 95, és X = 1,379.

Poisson-eloszlasnal:

Ak Y

A megfigyelések az aldbbiak (a gélok szdma Gsszesen Z;‘L:1 X, =131):

Annak valészintisége A paraméter mellett, hogy éppen ezt a sorozatot kaptuk:

PCENED U T A2
L957A(37O,2,...,2):§€A'aeA'aeA'...'ﬁe/\:
_ >\3+0+2+2...+2 _o5a )\131 g5
310120221 S 3.01-20 ... 2!

frjuk fel ugyanezt altalanosan, utana az lesz a célunk, hogy az a A-t megkeressiik, amire ez a
valosziniiség a legnagyobb.

Xy, ..., X, fuggetlenek, Poisson-eloszlas A\ > 0 ismeretlen paraméterrel, azaz
e
]P’(Xj:k:)zﬁe_ (k=0,1,2,...).
Ekkor . v N v v
_ AT AT A AT AT
Loa(X1,. .., Xn) _Jl;[l <Xj!e ) = e e

Vonjuk 6ssze az azonos szorzotényezoket:

e

n
Loa(X1,..., X,) = AZim1XigmnA. H L
j.

Jj=1

30




Ahogy latni fogjuk, a maximumhelyet megkeresni sokkal egyszeriibb, ha a fiiggvény logaritmuséat
vesszitk. Mivel a logaritmusfiiggvény monoton névé, az a A, amire L, y» maximadlis, ugyanaz,
mint amire log L,,  maximélis. Ez lathaté a[3] dbrén is.

A fenti fiiggvény logaritmusa igy irhaté fel:

n n
1
108 Ln A (X1, ..., Xn) =log A Y X; —nA+log [ | <1
j=1 ji=1""7"

Ezt derivaljuk A szerint:

b n X _
—10gLn>\(X1,...,Xn):@—n>0<:>)\<X.

O\ A
Vagyis a derivalt pontosan akkor pozitiv, ha A > X.

Ezért az ML-becslés: \ = X.

1.2. Likelihood-fiiggvény és ML-becslés

Legyen (92, A,P) statisztikai mez8, ahol P = {Py : ¥ € O}, vagyis az ismeretlen eloszlas a o
paraméterrel jellemezhetd.

A fenti példakat dltaldnositva az aldbbi definicié azt fogalmazza meg, hogy ¥ paraméter esetén
mennyi annak valészinlisége, hogy éppen a ki,...,k, értékeket figyeljik meg. A folytonos
esetben pedig a valdszintiségeket a stirliségfliggvény t; helyen felvett értékeivel helyettesithetjiik,
ahol t;-k a megfigyelt értékek.

1.1. Definicié (Likelihood-fiiggvény). Ha az (Y1,...,Y,) figgetlen minta diszkrét (a le-
hetséges értékeinek szama véges vagy megszamldalhato sok), akkor a likelihood-fiiggvénye:

Log(ky,. o kn) = [[Riw(Y; =k;)  ((ki,... kn) € H).

Ha az (Y1,...,Ys) figgetlen minta abszolit folytonos, ésY; striségfiggvénye (a Py valdsziniség
mellett) fjg, akkor a minta likelihood-figgvénye:

Loty ... tn wa t;)  (ty,...,tn €R).

1.2. Definicié (Maximum-likelihood becslés). Ao mammumlzkel@hood becslése (ML-becslése)
az X1,..., X, mintdbol 0, ha 9 mazimalizdlja a O — Ly 9(X1,...,Xy) fligguényt, ahol L,y a
minta lzkelzhood -fligguénye. Azaz, ha

Lnﬁ(Xl’ oo, Xp) > Ly y(Xa,..., Xy) minden 9 € O-ra.

1.3. A normalis eloszlas paramétereinek becslése

Az is gyakori statisztikai feladat, hogy hogyan becsiilhetjiikk a normélis eloszlds paramétereit.
Példdul a [ abran latjuk, hogy a testmagassdg hisztogramjihoz egy megfeleléen valasztott
normalis eloszlas striségfiiggvénye jol illeszkedik, kérdés azonban, hogy pontosan milyen pa-
ramétereket valasszunk, hogy a legjobb illeszkedést kapjuk.
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4. dbra. A testmagassig hisztogramja n = 96 elemii mint4dbdl és az X = 174,3 varhaté értékii
és s} = 11,5 szdérasu normalis eloszlds stirliségfliggvénye (pirossal).
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5. dbra. n = 94 elemil minta testmagassig-adatok alapjan, normalis eloszlast feltételezve. Az
atlag: X = 174, 8, a tapasztalati széras s, = 10, 5.



X1,..., X, figgetlenek, eloszlasuk normalis eloszlas m, o > 0 paraméterekkel. Ekkor

n n _m 2
Ln,m,o(Xla"-aXn):Hfj,ﬁ(Xj):H [ ! exp<_()(]202)>]'
j=1 j=1

2o

Ezt alakitsuk at:

Lo (X1, X0) = ( ! )nexp(—Z(XjQ;Qm)Q>.

2o

Az el6z6hoz hasonldan vegyiik a logaritmusét:

" (X, —m)?
log Ly m.o(X1,...,X,) = —nlog(v2r) —nlogo — Z ]27.

j=1

Rogzitett o mellett ez akkor maximalis, ha a harmadik tagban Z?: (X - m)? = 2?21 XJ2 _
2 Z?Zl X;m + nm? minimdlis = 1 = X.

Most mér tudjuk, hogy barmi is o, mindenképpen m helyére X-nek kell keriilnie. Ezért a o

szerinti maximumbhelyet gy kereshetjiik, hogy m = X-et behelyettesitiink.

A o szerinti parcialis derivalt:
0 N o= (X i —X)?
108 Lo (X1, Xp) = —— 4+ y

Ez pontosan akkor pozitfv, ha 0% < 1 > (Xj = X)?=s2.

Tehat az ML-becslés:

l — =2
Ay Ao 2
m = X, 0 =8, = ﬁg Xj—X.
j=1

Tehat normalis eloszlasnal az m paraméter becslése a mintadtlag, a szorésé a tapasztalati széras.

2. Egyenletes eloszlas paramétereinek becslése

Xi,..., X, figgetlenek, eloszlasuk egyenletes eloszlds az [a, b] intervallumon. Ekkor
n n 1
Lpap(X1,..., Xp) = jl:[lfj,ﬁ(Xj) = HH(G <X;<b)- b—a

Lyop(X1,...,Xy) = ( )n]l(a < min X; és max X; <b).
J

b—a J

Az els6 tényezd legyen minél nagyobb (vagyis b — a minél kisebb) dgy, hogy a mésodik tényez6
nem nulla. Ebbol: R
a = min X; b = max Xj,
J J

hiszen ha a ennél kisebb, vagy b ennél nagyobb lenne, akkor az indikator nullava valna.



2.1.

2.2,

Az ML-becslés tulajdonsagai

Nem minden statisztikai mezén létezik ML-becslés.

Az ML-becslés nem feltétleniil egyértelmii.

Az ML-becslés nem feltétleniil torzitatlan.

A g(v) fiiggvény ML-becslése g(@), ahol 9 ML-becslés ¥-ra.

Megfelel6 feltételek (erés regularitasi feltételek mellett) az ML-becslés aszimpotikusan
torzitatlan:

A~

lim E(9) = ¥,

n—o0

aszimptotikusan hatdsos (vagyis minimalis szérdsi) és aszimptotikusan normalis
eloszlasu, azaz /n(¥, — ¥) normadlis eloszldshoz konvergél eloszldsban n — oo esetén (a
Py valésziniiségre vonatkozéan).

A normalis és Poisson-eloszlas teljesiti ezeket a feltételeket, az egyenletes eloszlas nem.

Az aldbbi egyenlet a maximumlikelihood-egyenlet:

0

EY log Ly, 9(X1,...,Xn) =0.

Megfelel§ feltételek mellett az ML-becslés a maximumlikelihood-egyenlet megolddsa (ha
az ML-becslés nem szamithaté ki, de az egyenlet megoldhaté, gyakran az egyenlet meg-
oldasaval helyettesitik az ML-becslést). Az egyenletes eloszlds példa arra, amikor az ML-
egyenlet nem oldhaté meg, az ML-becslés nem ennek a megoldésa.

ML-becslés: nevezetes eloszlasok

Néhany tovabbi példa:

binomialis eloszlds ismert k renddel: p = X /k
Poisson-eloszlds: A = X
geometriai eloszlds: p = 1/X
normalis eloszlas: m = X, 6 = sy,

exponencialis eloszlds: A = 1/X

egyenletes eloszlds: 4 = min; Xj; b= max; X;

Egy alkalmazés a jovedelem eloszlasanak becslésére: https://wisostat.uni-koeln.de/sites/
statistik/user_upload/Working Paper_Eckernkemper.pdf

3. Momentummaoddszer

Egy masik mdédszert is érdemes megismerni, példaul mert a likelihood-egyenlet maximumbhelye
nem mindig hatdrozhaté meg konnyen. Ez a mddszer abbdl indul ki, hogy (példdul a nagy
szamok torvénye alapjan) a varhaté érték kozel van az dtlaghoz, igy azt a paramétert valasztja,
aminél a megfigyelt atlag pontosan megegyezne az eloszlas varhato értékével. Ha pedig ez nem
ad egyértelmii eredményt, ugyanezt a gondolatmenetet mondjuk el a megfigyelések négyzetére
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https://wisostat.uni-koeln.de/sites/statistik/user_upload/Working_Paper_Eckernkemper.pdf

is: valasszuk azt a J-t, amivel a megfigyelések négyzetének atlaga éppen megegyezne a négyzet
varhaté értékével. Ha sziikséges, ezt folytassuk tovabb.

Legyen X, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlast minta.

1. Az eloszlds k. momentuma, ha ¢ az ismeretlen paraméter: i 5 = Ey (Xf)

2. Legyen [ = %Z?:l X Jk az eloszlas k. tapasztalati momentuma.

3. frjuk fel az alabbi egyenleteket a legkisebb olyan k-ig, amire az egyenletrendszer egyértelmiien
meghatdrozza 9-t (bar nincs mindig ilyen k):

1 n
Ey(X1) = - > X;;
j=1

1 n
Ey(X7) = EZXf;
=1

1 n
Ey(XT) = EZX;C-
=1

4. A ¢ momentummodszerrel kapott becslése az a 9, ami megoldasa a fenti egyenletrendszer-
nek. Nem mindig létezik, nem mindig egyértelmii, nem feltétleniil hatasos.

3.1. Példak

Xi,..., X, fiiggetlen Poisson-eloszlastiak ismeretlen A > 0 paraméterrel. A k = 1-hez tartozo
egyenlet:
Ex(X7) = X.
Mivel a A paraméterli Poisson-eloszlas varhaté értéke A:
A=X.
X1,..., X, fiiggetlen N(m,c?) eloszldsti minta (azaz normalis eloszlasti m varhaté értékkel és

o szérassal).
A k = 1-hez és k = 2-hoz tartozd egyenletek:
Em,a(Xl) =m = Y;

1 n
B o (X7) = 0 +m? = — > X3
j=1

A maésodikba befrva az elsét: o2 = % Z?Zl X? X = 52 (a tapasztalati szérasnégyzet). Tehat
az els6 két egyenlet egylitt egyértelmiien oldhaté meg, a momentummadszerrel kapott becslés:

m=X; 0= $p-
Legyen X1, ..., X, fiiggetlen minta az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlasbdl. Ennek varhaté
értéke (a + b)/2, szérdsa (b — a)/v/12. Ezek alapjén a k = 1-hez és k = 2-hoz tartoz6 egyenlet:
a+b —
Eqp(X1) = 5 = X

b—a)? a+b\? 1<
Eax) = U () — 13 ox
j=1



(o . v (b—a)? ~ o
A masodikba befrva az elsét: ¢ 13) = % ;-l:l X]2 — X =52, amib6l

Hétranya: el6fordulhat, hogy ezek nem is lehetséges értékek: ha a nagyobb a legkisebb megfi-
gyelésnél, vagy b kisebb a legnagyobb megfigyelésnél.

Azt lathatjuk, hogy a Poisson-eloszlds és normalis eloszlas esetén a két modszer ugyanarra az
eredményre vezet, az egyenletes eloszlasndl viszont van eltérés.

Tovabbi olvasnivald, a Pareto-eloszlas példajaval: https://www.math.arizona.edu/~jwatkins/
M_moments.pdf

Hazi feladat marcius 10., szerda, 9:00-ig Tekintsiik az ismer6scktol gyiijtott mintat, és
tegyiik fel, hogy az, hogy egy ember hany konyvbol olvasott legalabb 20 oldalt az elmult egy
hénapban, Poisson-eloszlast, ismeretlen A > 0 paraméterrel.

a) Abrazoljuk a likelihood-fiiggvényt.
b) Mi lesz a A maximum-likelihood becslés?

c) Hasonlitsuk Ossze a hisztogramot a A paraméteri Poisson-eloszldssal (dbrazoljuk &ket egy
abran). Mennyire illeszkedik jol a becsiilt Poisson-eloszlas?
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