Matematikai statisztika el6adas, 3. hét, februar 24.

Becslések tulajdonsagai, maximumlikelihood-becslés

1. Statisztikai mezo

A matematikai statisztika egyik f6 célja, hogy ha az X1, Xo, ..., X,, ismeretlen eloszldsd minta,
akkor errdl az ismeretlen eloszldsrél minél tobb informéaciot nyerjen. Azt, hogy az eloszlas isme-
retlen, ugy fogalmazhatjuk meg, hogy olyan valészin{iségi mezdket tekintiink, ahol az eseménytér
és az események halmaza ugyanaz, de a valdsziniiség, ami megmondja, hogy melyik esemény
mennyire valdészind, eltéro.

Példaul annak valdsziniisége, hogy egy véletlenszerlien valasztott ember jovedelme tobb 500000
forintnél, egész mas lehet, ha a jovedelem (mondjuk) 300000 vérhaté értékii és 100000 szérasu
normalis eloszlasi, vagy ha a jovedelem ezzel azonos varhaté értékii, de példaul a = 3 rendd,
vagyis végtelen szérasu Pareto-eloszlassal irhaté le.

fgy juthatunk el az aldbbi definiciéhoz.

1.1. Definicié. Az (Q, A, P) hdrmast statisztikai mezdnek nevezzik, ha minden P € P-re
(Q, A, P) Kolmogorov-féle valdsziniségi mezd.

Ennek fontos specidlis esete, amikor feltételezziik, hogy az eloszlas egy néhany paraméterrel
leithaté eloszlascsaladbdl szarmazik, azon beliill azonban nem tudjuk, hogy melyik eloszlasrol
van sz6. Példaul feltételezziik, hogy a jovedelem eloszldsa Pareto-eloszlas, de nem ismerjiik a
paramétereket, vagy feltételezziik, hogy egy betegség lappangasi ideje normaélis eloszldsi, de nem
ismerjiik a varhaté értéket és a szorast. Az ismeretlen paraméter vagy paramétereket dltalanosan
J-val jeloljiik.
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1. dbra. A gélok szamanak hisztogramja n = 95 mérkdzésen, és kiillonbozé paraméterii Poisson-
eloszlasok

1.2. Definicié. Paraméteres statisztika mezé: P = {Py : ¥ € O}. Ekkor 9 az ismeretlen
paraméter, mely eqy © C RY ismert halmaz, a paramétertér egy eleme.

Példaul: P lehet példaul

e a Poisson-eloszldsok halmaza, ¥ = A az ismeretlen paraméter, © = (0,00) a paraméter
lehetséges értékeinek halmaza;



e a normalis eloszldsok halmaza, ekkor ¥ = (m, o) az ismeretlen paraméter);

e az [a,b] intervallumon egyenletes eloszldsok halmaza, ekkor ¢ = (a,b) az ismeretlen pa-
raméter.

Az [l] abra azt mutatja, hogy ha példaul a gélok szamat Poisson-eloszlastnak feltételezziik, de
a paramétert ismeretlennek tekintjik, akkor néhany kiilonb6zé A érték mellett mennyire jol
illeszkedik a A-hoz tartozé eloszlds a megfigyelésekhez.

1.3. Definicié. Statisztikai minta: X1, Xo, ..., X, valdszintiségi valtozok az (2, A, P) valdsziniiségi
mezon.

A minta fiiggetlen, ha ezek a valdsziniségi valtozok figgetlenek.

Statisztika: ha T : R" — R¥ egy n wvdltozds fiigguény, akkor a T(X1,...,X,) valdsziniségi
valtozot statisztikanak nevezzik.

A statisztika tehdt olyan mennyiség, amit a megfigyelésekbdl, a mintabdl egy megfeleld, elére
rogzitett fliggvény alkalmazasaval ki tudunk szamolni.

Példaul k = 1-re példa: T(Xy,...,X,) = % esetén a statisztika az atlag.

Vagy k = 2-re példa: T(X1,...,X,) = (X, s}) az a statisztika, ami a mintdbdl az atlagot és a
korrigalt tapasztalati szérast szamitja ki.

2. Torzitatlansag és hatasossag

Tegyiik fel, hogy a [0,?] intervallumon egyenletes eloszlds ismeretlen ¥ paraméterét szeretnénk
becsiilni (ez analég a német tankok problémajaval: https://en.wikipedia.org/wiki/German_
tank_problem, lényegében annak a folytonos valtozata, ahol az ismeretlen paraméter nem csak
egész értékeket vehet fel).

Vegyiik észre, hogy egy megfigyelés varhat6 értéke /2, igy az dtlag varhaté értéke is /2, az
atlag kétszeresének varhaté értéke éppen ¥. EbbOl kiindulva tekintsiik az atlag kétszeresét, mint
becslést v-ra:

Tl(Xh s 7Xn) - 2Y7

Eo(T1) = 2Eg(X) =2 Eg(X1) =2+ 5 = ¥;

Dy(Ty) = 2Dy(X) = jﬁwxn - =

felhasznélva az egyenletes eloszlasrdl, illetve az atlag varhatd értékérdl és szérasardl valdsziniiségszamitasbol
tanultakat.

SIS

Miésrészt, felhaszndlva, hogy a legnagyobb megfigyelésnek, X' = max (X7, ..., X, )-nek siiriségfiiggvénye:
fot) = (nt" /90 < t < ¥9), egy mésik becslést is taldlhatunk (a szamolds részleteit
mell6zve):
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A két becslés Gsszehasonlitasa lathato a2l dbran. Itt n = 1000 elemi mintat hasznaltunk, szaz
alkalommal kisorsolva, és elvégezve a becslést. Az dbrék a szédz becslés hisztogramjat mutatjak,
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2. bra. A [0, 9] intervallumon egyenletes eloszlés paraméterének becslése 2X, illetve (n+1) X} /n
alapjan

a bal oldalon a 2X, a jobb oldalon az (n+1)X/n becsléssel. Az igazi paraméter ¥ = 5. Az elsé
esetben a szdz becslés atlaga: 5,015, korrigdlt tapasztalati szérdsa: 0,086. A mésodik esetben
a szaz becslés atlaga: 4,9999, korrigalt tapasztalati szérasa: < 0,086.

Tehat azt 1atjuk, hogy bar varhaté érték szempontjabdl a két becslés hasonld, a masodik esetben
a széras lényegesen kisebb. Ezt az elméleti szamolasok is alatdamasztjak, a korabbiak alapjan:

Ey(Th) =Ey(To) =9

teljesiil minden lehetséges ¥ € ©-ra, azaz mindkét becslés torzitatlan becslés J-ra. Ugyank-
kor a masodik, a legnagyobb mintaelemet hasznalé becslés szérasa kisebb, ez hatasosabb a
masiknal:

9 i
> —— > Dy(T»)

Do) =70 > 0

teljesiil minden ¥ € ©-ra.

2.1. Torzitatlansag

A fenti példa alapjan egy becslésre az alabbi tulajdonsdgokat vizsgalhatjuk. A ¢ fiiggvényre
azért lehet sziikség, mert nem mindig magat a paramétert kozvetleniil szeretnénk becsiilni.
Példsul lehet, hogy a Poisson-eloszlds paramétere A, mi azonban v/ A-t, vagyis az eloszlds szérasat
szeretnénk torzitatlanul megbecsiilni, ekkor g lehet a gyokvonas. Vagy normalis eloszlasnal lehet,
hogy paraméternek a o szérst tekintjiik ismeretlen paraméternek, de a o? szérasnégyzetet
szeretnénk torzitatlanul becsiilni, ekkor g a négyzetre emelés.

(Q, A, P) statisztikai mezo6;

P = {Py : ¥ € ©) valamely © halmazzal (O a paramétertér);

g : O — R fiiggvény.

Cél: olyan T statisztika keresése, amire a T'(X) valdszintségi valtozé és a g(d) érték

valamilyen értelemben kozel esnek egymashoz.

2.1. Definicié (Torzitatlansag). A T statisztika torzitatlan becslés g-re, ha minden 9 € O-ra
Ey(T(X1,...,X5)) = g(9).

A T statisztika torzitdsa a bp(9) = Ey(T(X1,...,Xn)) — g(9) figgvény.

X1, Xo, ..., X, fiiggetlen minta a [0, 9] intervallumon egyenletes eloszldsbél. Ekkor 2X
torzitatlan becslés g(19) = ¥-ra: E(2X) = 9.



2.2. Az atlag és a szorasnégyzet torzitatlan becslése

2.1. Allitas (A véarhaté érték torzitatlan becslése). Legyen Xi,...,X,, figgetlen azonos
eloszldasu véges vdrhato értékd minta. Ekkor

Ey(X) = Ey(X1) minden ¥ € ©-ra,

vagyis a mintaatlag torzitatlan becslése a varhato értéknek.
Ez az aldbbi, valészintiségiszamitasbol ismert allitasnak a kovetkezménye.

2.2. Allitas. Legyen X1,..., X, azonos eloszlisi minta, és m = E(X;) < co. Ekkor

E(X) = m.

Bizonyitas.

X1++Xn
n

E(X)zE( ):;E(X1+...+Xn):i-nm:m.

Felhasznaltuk a varhaté érték linearitasat, és hogy csak eloszlastol fiigg:
o E(cX)=CcE(X), haceR,
o E(Y+Z2)=E(Y)+E(2);
e ha Y és Z eloszldsa megegyezik, akkor E(Y) = E(Z)

Ebbdl kovetkezik, hogy a mintaatlag torzitatlan becslés a varhaté értékre.
Specidlisan: a relativ gyakorisag torzitatlan becslés egy esemény valdszintiségére.

A szorasra teljes dltaldnossdgban nem talalhatunk torzitatlan becslést, a szérasnégyzetre azon-
ban igen (ehhez emlékeztetdiil: altalaban E(T)? # E(T?), ezért nem igaz, hogy ha T? torzitatlan
a szérasnégyzetre, akkor T torzitatlan a szérdsra, nem elég gyokot vonni).

2.3. Allitas (A szérasnégyzet torzitatlan becslése). Xi,..., X, figgetlen azonos eloszldsi
véges szordst minta. Ekkor Ekkor

Ey(s:?) = D3(X1) minden ¥ € O-ra,

vagyis a korrigalt tapasztalati szorasnégyzet torzitatlan becslés a szordsnégyzetre.
Ennek bizonyitdsahoz idézziik fel az alabbi allitast.

2.4. Allitas. Legyen X1, ..., X, figgetlen azonos eloszldsi minta, és D*(X;) < oo létezik. Ek-
kor

D(X1)

D(X) =
Bizonyitas.

n

n n Vn

Felhasznaltuk a széras alabbi tulajdonsagait:



e D(cX)=|c|D(X), ha c € R valés szém;

e D(Y +Z)=+/D2(Y)+ D%(Z), haY és Z fiiggetlenek;

e ha Y és Z eloszldsa megegyezik, akkor D(Y') = D(Z).

O

Szintén segitségiinkre lesz, ha a tapasztalati szérasnégyzetet nem definicié alapjan, hanem egy
masik alakban irjuk fel.

2.5. Allitas (A tapasztalati szérasnégyzet masik alakja).
1 -
- x| ¥
n
k=1

Bizonyitas. Atrendezéssel kapjuk, hogy

n n n n
S X -X2=Y (X -2X, X+ X )= X2 -2mX X+n- X' =Y X2-n-X.
k=1 k=1 k=1 k=1

Ebbél adédik, hogy

n

= o) = 1w - x

k=1
a tapasztalati szérasnégyzet definiciéja alapjan.

Most mar kiszamithatjuk a korrigalt tapasztalati szérasnégyzet varhaté értékét.

n
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Ennek varhaté értékére vagyunk kivancsiak.

Az els6 tag varhato értéke a szérdsnégyzet definicidja alapjan:

Eﬁ(;?@?) =Y Ey(X}) = n-Ey(X7) = n- [Dj(X1) + Ey(X1)*].

k=1

A miésodik tag vérhaté értéke szintén a szordsnégyzet definicidja, valamint az dtlag varhato

értéke (2.2 allitds) és szérasa (2.4l allitas) alapjan:

£y(X°) = D3(X) + By(X) = D3(Xa) + Ea(X)*

Vagyis valéban 5’2 torzitatlan becslés a szérasnégyzetre:

n

Ey(s;?) = —— [D3(X1) + Eo(X1)?] -

1
ZD2(X1) +Eg(X1)?| = D3(Xy).
n— n_1ln 9(X1) + Ey(X1) 9(X1)



3. Hatasossag

Ahogy a bevezeté példaban is lattuk, két, a varhato érték szempontjabol egyforman jé becslés
szérasa (bizonytalansdga) kozott lényeges kiilonbség is lehet. S6t, ha csak a varhaté értéket
vennénk figyelembe, egy mintaelem, Xi, ugyanolyan jé becslés lenne, mint 1000 mintaelem
atlaga, pedig ez utébbi sokkal informativabb. A véarhaté érték szempontjabdl egyforman jo
becsléseket a széras alapjan hasonlithatjuk Gssze.

3.1. Definicié (Hatasossag). Legyenek T1, T torzitatlan becslései a paraméter g(v) figgvényének.
T, hatasosabb T5-nél, ha
D}(Ty) < Dj(T»)

teljestil minden ¥ € ©-ra.

A Ty becslés hatasos g(9)-ra, ha g(9) minden torzitatlan becslésénél hatdsosabb (és & maga is
torzitatlan).

e Nem mindig létezik hatdsos becslés, és lehetséges, hogy 11 és Th koziil egyik sem hatasosabb
a masiknal.

o A varhaté értékre nézve a mintadatlag hatasosabb minden Z;L:1 c¢; X alaki becslésnél (ahol
Z?:l ¢ = 1).

e Bizonyos feladatokban lehet a mintaatlagnal hatasosabb becslés a varhato
értékre: A [0, b] intervallumon egyenletes eloszlds esetén b-re M max(X, ..., X,,) hatdsosabb
a mintadtlag kétszeresénél.

4. Konzisztencia

Az eddigiekben csak azt vizsgaltuk, hogy rogzitett mintaelemszam esetén milyen tulajdonsigai
lehetnek egy becslésnek. Ahogy azonban példaul a Glivenko—Cantelli-tételnél, a statisztika
alaptételénél is lattuk, az is fontos kérdés, hogy hogyan viselkedik egy becslésekbol allé so-
rozat, ha a mintaelemszam végtelenhez tart. Ehhez a[3| abran latunk egy példat: ha X;, Xo, ...
fiiggetlen, exponencidlis eloszlast valdszintiségi valtozékbdl 4116 minta, akkor 1/X, azaz az atlag
reciprokanak sorozata paraméterhez tart, legalabbis a két vizsgdlt paraméter esetén. Ha ez
minden paraméterértékre fennall, vagyis a becslések sorozata tart a valddi, becsiilni kivant pa-
raméterhez, azt mondjuk, hogy a becslés konzisztens.

A példaban ez teljesiil, hiszen a nagy szamok erds torvénye szerint X a varhat6 értékhez tart 1
valészintiséggel, ami exponencidlis eloszlds esetén 1/\. Ebbél kovetkezik, hogy 1/X — ) teljesiil
1 valészinliséggel n — oo esetén, és igy sztochasztikusan is. Vagyis a paraméter reciproka
konzisztens becslése A-nak.

4.1. Definicié. A T,, = T,,(X1,. .., X,,) konzisztens becsléssorozat g(9)-ra, ha minden ¥ € ©-
ra

(To(X1, ..., Xn)) = g(9)
n — oo esetén sztochasztikusan, azaz minden ¥ € © és € > 0-ra teljesiil, hogy
Py(|T, — g(9)| >¢) — 0 (n — 00).
Elégséges feltétel:
Eﬁ(Tn(X)) — és Dﬂ(Tn(X)) —0

minden ¥ € O-ra.
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3. dbra. A = 0,5 paraméteri exponencidlis eloszldst generalva a mintadtlag reciproka 0,5-hoz
tart (bal oldali 4bra), A = 1 paraméter esetén ugyanez a mennyiség 1-hez tart (jobb oldali dbra)

4.1. Példak torzitatlan, konzisztens becslésekre

X1, X, ... fiiggetlen azonos eloszlasi minta. Ekkor

:X1+X2+...+Xn_>

n

T, Ey(X1)

teljesiil n — oo esetén sztochasztikusan a nagy szamok gyenge torvénye szerint, vagyis az atlag
konzisztens becslés a varhaté értékre, és torzitatlan is.

Specialis eset: a relativ gyakorisag konzisztens becslés a valdszintliségre, és torzitatlan is.

Az s, és s kozill mindkettd konzisztens becslés a szérasra, a négyzeteik pedig konzisztens
becslései a szérasnégyzetnek. Azonban torzitatlansag szempontjabdl csak azt dllithatjuk dltaldnosan,
hogy s torzitatlan becslése a szérasnégyzetnek.

Nevezetes eloszlasok:

e Poisson-eloszlas A paraméterére az atlag torzitatlan, konzisztens

e a normalis eloszlas m paraméterére az atlag torzitatlan és konzisztens; a o paraméterre a
tapasztalati széras és a korrigdlt tapasztalati szords konzisztensek, de nem torzitatlanok;

o?-re 572 torzitatlan

e exponencidlis eloszlds: 1/X konzisztens A-ra, de nem torzitatlan a paraméterre

e exponencidlis eloszlds: (n+1)-min(Xy,..., X,,) torzitatlan, de nem konzisztens a varhato
értékre (vagyis 1/\-ra).

Hazi feladat marcius 3., szerda, 9:00-ig
A Poisson-eloszlds A paraméterét T(X) = aX + bs:? alaku statisztikdval szeretnénk becsiilni.
(a) Milyen (a, b) szdmparokra kapunk torzitatlan becslést?

(b) Vélasszunk legalabb tiz kiillonboz6 a értéket (példdul @ = 0, 0,1, ...,1). Sorsoljunk sziz
darab, egymastdl fiiggetlen, n = 1000 elemii Poisson-eloszldsi mintat, és mind a szdz minta
esetén szamitsuk ki a kapott T(X) statisztikat. Abrazoljuk az fgy kapott szdz darab T(X)
atlagét, illetve korrigdlt tapasztalati szérdsat (lehet kiilon dbrédn) a fliggvényében (a becslés
nem csak a mintat6l, hanem a-tdl is fiigg, minden a-ra annyi értéket kapunk, ahdany minta volt,
ezeknek az atlaga, illetve korrigalt tapasztalati szérasa kell). Milyen kovetkeztetést vonhatunk
le ebbdl, a kiprébalt a értékek koziil melyik adja a ,legjobb” becslést?
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