Matematikai statisztika el6adas, 13. hét, majus 12.

Id6sorok elemzése

1. Autoregresszios (linearis) folyamatok

Emlékeztetoul:

1.1. Definicié. Az
Xo, X1, Xo, X3, ..o, Xty oo

valdszindségi vdltozok sorozata iddsor, ha az indexparaméter (sorszam) idépontként is értelmezhetd.

1.2. Definicié. Az Xy, X1, Xo,... iddsor gyengén staciondarius, ha

e vdrhatd értéke dllands: E(Xy) = E(Xo) minden t-re;
e q kovariancia csak az idépontok tdvolsagdtdl fiigg:

R(s,t) = cov(Xg, X;) = cov(Xog, Xi—s) = R(0,t — s).

Az Xy, X1,Xo, ... idésor er6sen stacionarius, ha tetszdleges n,t1,ts, ..., t, €és h nemnegativ
egészek esetén az
(Xt17Xt27 s 7th) és (Xt1+h7 Xt2+h7 s 7th+h)

valdsziniségi vektorvaltozok eloszlisa megegyezik.

Egy er0sen stacionarius idésor gyengén staciondrius, forditva nem feltétleniil. Gyengén staci-
ondrius esetben is az autokorrelacios fiiggvényt igy definialtuk:

_ cov(Xo, Xy)
") = paxy)

Ez tetszoleges s-re megadja az X és X+ valoszinliségi valtozdk korrelacios egytitthatojat.

Az idésorok modellezésénél az egyes tagok kozotti Osszefliggést akarjuk modellezni. Erre egy
lehet6ség, hogy az idoben kovetkezo tagot az elézoek egy linedris kombindciéjaval, majd pedig
egy véletlen hiba hozzdadédséval képezziik. Példaul lehet X (0) és X (1) tetszSleges, majd pedig

X(H) =07 X(t—1)+0,3-X(t—2) +e(t) (t>2),

ahol () az X(0), X(1),...,X(t — 1) valosziniiségi valtozdéktdl fliggetlen standard normalis el-
oszlasu valoszinliségi valtozo. Ennek egy megvaldsitasa lathato az [1} dbran. Az ilyen folyama-
tokat autoregressziés folyamatnak hivjuk.

Az egyenlet kis médositasaval, a kettével korabbi tagtél valé kisebb fliggéssel masképp viselkedik
a folyamat, ez a 2] 4brdn lathato.

Altaldban az autoregresszids folyamatok esetében a korabbi tagoktdl valé fiiggés idében tavolabb
is visszamehet, és természetesen az egytitthatok is szabadon valaszthatok, hogy a modell kell6en
rugalmas legyen (ez segit a valés idGsorokra vald illesztésben). fgy kapjuk az alabbi definicidt.
A hibatagnak pedig nem kell feltétleniil normaélis eloszlasunak lennie, csak azt tessziik fel, hogy
0 varhaté értékii és o < oo szérasu.



AR(2) folyamat
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1. dbra. Az X(t) = 0,7 - X(t — 1)+ 0,3 - X(t — 2) + e(t) egyenletii AR(2) folyamat harom
trajektéridja — ez nem stacionarius

Stacionarius AR(2) folyamat
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2. dbra. Az X(t) =0,7-X(t—1)+0,1- X(t —2) + &(t) egyenletii AR(2) staciondrius folyamat

1.3. Definicié. Az X (t) folyamat p rendii autoregresszidés folyamat, ha minden t > p-re
Xt)=a1 X(t—1)+aX(t—2)+...+pX(t—p)+0-e(t),

ahol e(t) figgetlen 0 vdrhato értéki 1 szdrdsi valdsziniségi vdltozé t > 0-ra (példdul normdlis
eloszldsiak), és X(0),...,X(t —1)-tdl és €(0),...,e(t — 1)-tél is figgetlen. Jelolés: AR(p).

Az €l6z6 példaban tehdt p = 2 a rend, ag = 0,7, ag = 0,1 és 0 = 1, valamint £(¢) minden ¢-re
normalis eloszlasa.

1.1. Allitas. Az elsdérendi autoregresszios folyamatnak pontosan akkor van erdsen staciondrius
megolddsa, ha |oy| < 1.

Altaldban, egy AR(p) folyamatnak pontosan akkor van erdsen staciondrius megolddsa, ha az
2P+ apaP ! anaP 2 4+ ap = 0 egyenlet minden gydkének (megolddsdnak) egynél kisebb az
abszolut értéke.

A tagok kozotti Osszefliggést tobbek kozott a korreldcids egyiitthatéval tudjuk mérni. Ha a
folyamat staciondrius (mint a[2} dbrdn ldthat6 esetben), akkor az egytittes eloszlés is csak a két
id6pont tavolsdgatdl fiigg, vagyis R(X(0), X (¢)) ugyanannyi, mint R(X (s), X (s+1t)) tetszéleges
s egészre. Ezt a mennyiséget, vagyis a t tavolsagra 1évé tagok korreldcids egytitthatéjat, amit
most csak R(t)-vel jeloliink, az alabbi egyenletrendszer megoldasa.



Autokorrelacios fliggvény stacionarius AR(2) folyamatra
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3. dbra. Az X(t) =0,7- X(t—1)4+0,1- X(t — 2) + (¢t) egyenletii staciondrius AR(2) folyamat
autokorrelacios fliggvényének becslése

1.2. Allités. Ha eqy p-rendd autoregresszios folyamat gyengén staciondrius, azaz vdrhato értéke
dllando €s a kovariancia csak a tdvolsdgtol fiigg, akkor az aldbbiak teljesiilnek az autokovariancia-
figguényére:

R(0) = a1R(1) + a2R(2) + ... + apR(p) + 0*;
R(t) = a1 R(t — 1) + aaR(t — 2) + ... + a, R(t — p),

ahol t > 1 tetszbleges egész. Itt o a hibatag szordsa. EbbOl az autokorreldcios fligguényre az
aldbbi dsszefiiggés adodik:

r(t) =oir(t—1)+aor(t —2) + ...+ apr(t — p).

A staciondrius autoregresszids folyamatok ugynevezett rovid emlékezeti folyamatok: Y ;2 R(t) <
00, azaz Y o r(t) < 0.

Ha a folyamatbdl van egy mintank, akkor a korabban latott médon az autokorrelacios fliggvényt
az adatokbdl is megbecsiilhetjiik. A |2l dbra masodrendii autoregresszids folyamata esetében
ez a becslés a [3| dbrdn lathaté. Ebben az esetben a korrelacios egyiitthatd tehat a tavolsag
fliggvényében fokozatosan csokken, 10 tavolsagra pedig mér csak minimélis az értéke, itt felte-
hetéen kicsi az Osszefiiggés (bar tudjuk, hogy a korrelacids egyiitthaté nem minden sszefliggést
mutat ki, de ebben az esetben, ha lenne, linedris jellegii lenne, és az ldtszana).

2. Autoregressziés mozgdatlag-folyamatok (altalanosabb linedris
folyamatok)

Az id6sorok modellezésénél eddig azt tételeztiik fel, hogy a kovetkezd tag az el6z6 néhanytol,
illetve egy, a korabbiaktdl fliggetlen hibatagtdl figg. Ez a modell gyakran még nem elég ru-
galmas ahhoz, hogy valés adatokra jol illeszthetd legyen, ezért tobbféle altalanositdsat szoktdk
vizsgalni. Ezek koziil az egyik leggyakrabban hasznalt az a modell, amikor a hibatagok fiigget-
lensége helyett azt tételezziik fel, hogy egy hibatag (péld4ul valamilyen kiils6 hatds) tobb tagra
is egyformén befolydssal van. Példaul ha X (t) egy gazdasidgi mutatd, akkor mondhatjuk, hogy
egy, a t évben bevezetett kormanyzati intézkedés az X (t), X(t + 1),..., X(t + ¢) értékekre is
hatédssal van, de természetesen, ahogy telik az id6, egyre kisebb stllyal. Ez alapjén juthatunk el



Stacionarius ARMA(2,2) folyamat
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4. dbra. Az X(£) = X(t) = 0,7- X(t—1)+0,3- X (t—2)+0,7-£(t) +0,2-(t — 1) +0,2-=(t — 2)
egyenleti ARMA(2,2) stacionidrius folyamat

Autokorrelacios fliggvény stacionarius ARMA(2) folyamatra
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5. 4bra. Az X(t) = X(t)=0,7-X(t—1)+0,3- X(t—2)+0,7-¢(t)+0,2-e(t—1)4+0,2-e(t —2)
egyenletti ARMA(2,2) stacionidrius folyamat autokorreldciés fiiggvényének becslése

az alabbi definicidhoz (a korabbi tagoktodl vald linedris fiiggést megtartva, és az egyes idépontok
kiils6 hatésait fliggetlennek feltételezve).

2.1. Definicié. Legyenek £(t) fiiggetlen O vdrhato értékid 1 szordsi valdszintségi valtozok t >
0-ra (példaul normdalis eloszlasiak). Az X(t) folyamat p,q-rendi autoregresszids mozgdatlag-
folyamat, ha minden t > p-re

q
X(t) = X(t—1)+0X(t—2)+...+ X (t—p)+ > Bue(t —m).
m=0
Jelolés: ARMA(p,q).

Példaul egy mésodrendli autoregresszioss ARMA(2,2) folyamat (o = 0,7,a2 = 0,3,5p =

0,7, ﬁl = 0727/32 = 072):
Xt)=0,7-X(t-1)40,3-X(t—2)+0,7-¢(t)+0,2-e(t—1)4+0,2-2(t — 2).

Ennek egy megvaldsitasa lathaté a4l abran, az ehhez tartozé autokorrelacids fiiggvény becslése

pedig az[5| 4brén.

A stacionarius ARMA-folyamatok révid emlékezetiiek: > ;2 R(t) < oo, azaz y o, r(t) < oc.



3. Linearis folyamat illesztése és elorejelzés

Ebben a példdban Magyarorszdg népességi adatait (2001-2018-ig) elemezziik (forrds: Kozponti
Statisztikai Hivatal). Ahogyan a @ abra sugallja, ez az id6sor nem staciondrius, dgy tinik,
hogy a varhaté érték az id6vel csokken. Ugyanakkor a linearis regresszidval kapott egyenes jol
illeszkedik, szezonélis (periodikus) komponens pedig nem varhaté. Ezért a kovetkez6képpen
jarunk el:

o azt feltételezziik, hogy a népesség N(t) folyamata egy determinisztikus linedris fiiggvény
és egy staciondrius folyamat Gsszege:

N(t) = at +b+ X(t),
ahol X () stacionarius (ebbdl kovetkezik, hogy az eloszldsa minden ¢-re azonos);
e linedris regresszidéval meghatarozzuk az a és b paraméterek becslését;

e az X(t) = N(t) —at — b folyamatra egy autoregressziés folyamatot illesztiink:

X(t)=a1X(t—1)+aX(t—2)+...+ apX(t —p) + de(t);

e ebbdl N (t)-re is megkapjuk az illesztett modellt, a linedris trend X (t)-hez valé hozzdadédsdval;

e clorejelzés: ha a folyamat t-ig valdo megfigyelése alapjan t 4+ 1-re szeretnénk elGrejelezni,
akkor (t + 1)-et nulldnak tekintve (hiszen a varhaté értéke 0) az aldbbi ad6dik:

Xt+1)=aX{t)+aX(t—-1)+...+a,X(t—p+1).

Ezt folytathatjuk is, a még nem megfigyelt idopontokban a becsiilt értéket beirva, akar
tovébbi lépéseket is tehetiink (természetesen a becslés szérasa ilyenkor novekszik):

X(t+2) =@ Xt +1)+aX(t—1)+...+aX({t—p+1).

Ahhoz viszont, hogy az eredeti folyamatra vonatkozo elérejelzést megkapjuk, a linearis
trendet djra figyelembe kell venni:

N(t+s)=a(t+s)+b+X(t+s).

Ez az eljaras ugyan hasznélja a lineéris regressziét, de mivel a linearis trendhez képest szamolt hi-
batagok sszefiiggéseit is modellezziik, amikor az X (t) részt becsiiljiik, ez a modell rugalmasabb
és jobb kozelitést ad, mint a linearis modell 6nmagaban, ahol a hibakat egymastol fiiggetlennek
tételeztiik fel.

3.1. A linaris trend meghatarozasa és eltavolitasa

Magyarorszag népességét vizsgaljuk 2001-t61 2018-ig (forras: Kozponti Statiszikai Hivatal). Az
els6 1épés tehat a regresszids egyenes meghatarozisa.
ev<-2001:2018

nep<-c(10200298, 10174853, 10142362, 10116742, 10097549, 10076581, 10066158, 10045401,
10030975, 10014324, 9985722, 9931925, 9908798, 9877365, 9855571, 9830485, 9797561,
9778371)

summary (1m(nep~ev))
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népessége 2001-t61 2018-ig (forrds: Kozponti Statisztikai Hivatal) és a

7. &bra. Magyarorszag népessége 2001-t0l 2018-ig a linedris trend eltavolitasa utan

Estimate
(Intercept) 59315833.4
ev -24543.3

Std.

13

Error
20991.3
657 .4

plot(nep~ev, lwd="5", col="blue", main="Magyarorszig népessége", xlab="év",

t value
44 .90
-37.34

Pr(>lt])
<2e-16 ***
<2e-16 **x

ylab="népesség"

lines(abline(b=-24543.3, a=59315833.4, 1lwd="3", col="red"), x1im=c(2000, 2020))

A fenti gondolatmenet alapjan a folyamatbdl a becsiilt egyiitthatékkal kapott linedris trendet
eltavolitjuk, és az igy kapott folyamatot vizsgédljuk majd tovabb. Vagyis a linerais regresszioval
kapott fiiggvényt kivonjuk az eredeti adatsorbdl:

ahol N(t) a népesség a t id6pontban, a regresszios egyenes pedig ax + b egyenletii. A (7l dbran

a kivonds utén kapott idésort lathatjuk.

x<-nep+24543.3*ev-59315833.4

plot(x~ev, lwd="5", col="blue", main="Médositott adatok", xlab="év",

ylab="érték")




3.2. Autoregressziés modell illesztése

Tehat ha N (t) az eredeti id&sor, és d,lA) a linedris regresszidval kapott becslések, akkor a linearis
trend elhagyasa utdn az alabbi folyamatot kapjuk abra)

X(t) = N(t) — at — b.
Errol feltételezziik, hogy stacionarius eloszlasu autoregresszids folyamat.
Xt)=a Xt —1)+aX(t—2)+...+a,X(t —p) +oe(t),

ahol a1,...,qp,0 és maga p is ismeretlenek, a e(t) valészintiségi valtozdk pedig fliggetlenek, 0
varhato értékiiek, 1 szorasuak.

A feltételezésbdl viszont a folyamat rendje, p nem deriil ki, és ezzel kapcsolatban a tébbvaltozds
linedris modellhez hasonléan el6fordulhat a tiltanulds (,,overfitting”) jelensége. Ha p-t elég nagy-
ra valasztjuk, akkor rengeteg szabad paramétert allithatunk be, igy konnyen taladlhatunk olyan
aq, ..., 0p szdmokat, amivel a fenti egyenlet jol illeszkedik a megfigyelt adatokra. Azonban ezzel
nem a modell strukturdlis tulajdonsagait taldltuk meg, hanem, kis tilzéassal, minden véletlen
hibdhoz beéllitottunk egy paramétert, vagyis a paraméterek valéjaban a véletlen hibéktdl (az
e(t)-ktol) figgnek. Az e(t)-t viszont a fiiggetlenség miatt nem tudjuk eldrejelezni, igy bar az
illesztés jo, az elorejelzés nem lesz az.

Az autoregressziés folyamat illesztése ezért a kovetkezé moédon miikédhet (ez az Akaike-féle
informéciés kritérium elve, de lehetnek mas médszerek is természetesen):

e tobbféle kiillonbozé p-t tekintiink kiilon-kiilon

e czekre a rogzitett p-re meghatdrozzuk, hogy melyik az aq,...,ap, 0 paraméterbedllitas,
amire a megfigyelt folyamat likelihood-fliggvénye a legnagyobb, vagyis maximumlikelihood-
becslést végziink

e minden p-re az igy kapott maximadlis likelihood értéket megszorozzuk egy p-tol fiiggd
tényez6vel, ami anndl kisebb, minél nagyobb p (ez a tag ,biinteti” a til sok paraméter
vélasztasat)

e végil azt a p-t és azokat az egyilitthatokat valasztjuk, ahol a szorzat a legnagyobb.

Tehat ha tdl kevés paraméter van, akkor ugyan a biintetd tényezo értéke nagy, de a kevés
paraméter miatt nem taldlunk olyan beallitast, ami jol illeszkedne, vagyis a likelihood lesz kicsi,
ha pedig til sok paraméter van, akkor a likelihood nagy, de a biintetd tényez6 kicsi, a szorzat tjra
kicsi lesz. Igy olyan p-t vélasztunk végiil, ami a két szempontbdl egyiittesen a legmegfelelSbb.

A példaban a kivélasztott rend p = 2 lesz (itt n = 18, igy a paraméterek szama sem lehet 2-nél
sokkal nagyobb):

> ar(x) # autoregresszids modellt illesztiink
Call: ar(x = x)

Coefficients:

1 2
1.0115 -0.3336

Order selected 2 sigma 2 estimated as 84281456
Tehat az Akaike-féle informécids kritérium szerint illesztett autoregressziés folyamat:

X(t)=1,01-X(t—1)—0,33 - X(t —2) + 9180 - £(t),

ahol e(t) korreldlatlan, 0 varhat6 értékii 1 szérasu valdszintiségi valtozok.



3.3. Elorejelzés

Ha kivalasztottuk p-t és az egylitthatdk becslését, akkor az elorejelzés a kovetkezok alapjan megy.
Az e(t) varhaté értéke 0, és ez a tag a korabbiaktdl fiiggetlen, igy semmilyen informéciéval nem
rendelkeziink réla, a legjobb eredményt akkor kapjuk, ha az elorejelzésnél a varhato értékének,
azaz (0-nak tekintjiik.

El6rejelzés 2019-re a médositott idésorban az X (2019) varhato értéke (predict(ar(x), n.ahead=1):

X(2019) = 1,01 - X(2018) — 0,33 - X(2017) = 1,01 - (—9083) — 0,33 - (—14436) = —4409.95

Ahhoz, hogy az eredeti iddsorra vonatkozé eldrejelzést megkapjuk, hozz4 kell adni a regresszids
egyeneshodl kapott értéket:

N(2019) = a-2019 + b+ X (2019) = —24543,3 - 2019 + 59315833, 4 — 4409, 95 = 9758501.

A valés adat: N(2019) = 9772756. Ez 0, 15%-os relativ hibat jelent.

Ha az idOsorelemzést kihagyva, csak a linearis regressziéval szamoltunk volna:

—24543, 3 - 2019 4 59315833, 4 = 9762911.

Ez a példaban még pontosabb, de hosszabb idGsorok esetén érdemes lehet ezt a mddszert is
hasznélni (ott lényegesen tobb informaci6 all rendelkezésre a paraméterek becslésére), f6leg olyan
esetekben, ahol a linedris trend koriili ingadozas nagyobb, vagy példaul a linedris trend nem is je-
lenik meg (0 a féegyiitthatd), ilyenkor ugyanis idésorelemzés nélkiil lényegében csak a korabbiak
atlaga lenne az elOrejelzés, az utébbi néhany taggal vald Gsszefliggést a linedris regresszié nem
tudja figyelembe venni.
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