Matematikai statisztika el6adas, 12. hét, 2021. majus 5.

Linearis modell tobbvaltozds esetben; szérasanalizis; id6sorok bevezetés

1. T6bbvaltozés linearis regresszié (multiple linear regression)

Természetesen az is elképzelhetd, hogy az Y mennyiség nem egy, hanem tobb valtozénak a
linearis fiiggvénye, valamilyen hiba hozzaadéaséval.

Az Y valtozét fejezzik ki az Xi,..., X, valészinliségi véltozok linedris fliggvényeként, de az
egylitthatékat ismeretlennek tekintjiik (X;, = 1 lehet a konstans tag):

Y, = CLlXZ'J + CLQXi’Q +...+ CLpXZ"p + &4,

ahol ¢; fiiggetlen N(0,0?) normélis eloszlast valészintiségi valtozdk.

Xi1 az év, X; 2 a CFC-12 kibocsatés az i. mérésnél, és X;3 = b egy konstans tag
(vagyis az X; 1 évben Y a koncentraci6, ami az idének és a kibocsatasnak is a fiiggvénye). Ekkor
a linearis modell:

Yi=a1X11+axXi2+b+eq;
Yo =a1 X1 +axXo2 + b+ eo;

Y, = aan,l + a2Xn,2 +b+ep.

Itt a1 az, hogy milyen egyiitthatoval szamit az év, as az, hogy milyen egyiitthatéval szamit a
kibocsatas, b a konstans tag, € pedig a véletlen hiba, amely évrol évre fiiggetlen, azonos eloszlasu.

Vektoros formaban, visszatérve az altaldnos esetre: Y = X 3+¢, ahol X az X; ; megfigyelésekbdl
készitett matrix, és 8 = (a1, az,...,a,)’ az egyiitthaték oszlopvektora.

Ezutén az ay, . .., ap egylitthaték becslése (torzitatlan, és ugyanaz a legkisebb négyzetek médszerével
és maximumlikelihood-mdédszerrel):

B=(XTx)"'xTy.

Az egyvaltozos esethez képest most a konstans tagot masképpen vettiik figyelembe, ezt is egy
valoszintiségi valtozonak tekintettiik, az X vektor része. Ennek kovetkezménye, hogy az egytitt-
haték becslésében nem kell levonni az dtlagot. A konstans tag nélkiil (vagyis ha b = 0 lenne)
ugyanazt kapnank vissza, ha p = 1, hiszen ekkor X7 X = Y X ]2 ,és XTY = > =1 XY

A megmagyarizott ingadozés részaranya:

R? = m
Y'y

Ez a mennyiség azonban nem csak példaul a kiugrd értékekre érzékeny, hanem nem veszi meg-
felelden figyelembe a p-t6l vald fiiggést, vagyis a becsiilt paraméterek szamat. FEz azért okoz
problémat, mert til sok becsiilt paraméter esetén gyakran megfigyelhetd a tultanulds (overfitt-
ing) jelensége, amikor a paraméterek becslései jobban fiiggnek a megfigyelések véletlen hibabdl
adédé komponensétol, mint a megfigyelt rendszer valodi szerkezetétol, és ezért valéjaban nem
lesz j6 a modellillesztés és az elSrejelzés sem. Ezért az R?-nek az aldbbi médositott (adjusted)
véltozata is gyakran hasznalt:

n—1

RP=1-(1-R)——.
( —



Itt tehdt p = 0 (ez nem is egy valédi modell) esetén az eredeti R%-et kapjuk vissza, és ha a
megfigyelések szama nagy, p pedig kicsi, akkor szintén kozel van a médositott érték az eredetihez.
Ha azonban példaul n = 100-as mintaelemszam mellett p = 10-et haszndlunk, akkor az R2-
nek az 1-t6l vald eltérése, amit figyelni szoktunk, nagyjabdél 10%-kal megnd, jelezve, hogy a
mintaelemszamhoz képest til sok lehet a paraméter.

1.1. Hipotézisvizsgalat a linearis modellben

Ekkor is megfelelé prébastatisztikaval t-probaval tesztelhetok az a; = 0 hipotézisek. Ennek
jelentOsége a kovetkezd. A modell eredeti felirdsakor kivalasztottunk p mennyiséget, melyrdl
feltételeztiik, hogy ezek olyan értelemben meghatirozzak Y viselkedését, hogy egy linedris
fliggvényilikh6z mar csak egy véletlen hiba adddik hozzd. Az a; egyiitthaté mondja meg, hogy
az i. mennyiség milyen sullyal szerepel, vagyis ha példaul

i/j = 5Xj71 + 3Xj72 + 0,02Xj73 + Ej,y

és az Xj; valosziniiségi valtozok varhatd értéke és szérasa nagyjabol megegyezik, akkor Y-
re az els6 mennyiség hatdsa a legjelentosebb, a masodik is ugyanennyire fontos, ugyanakkor a
harmadik mennyiség sokkal kisebb stllyal szerepel, felmeriilhet, hogy ezt ne is vegyiik figyelembe
a modellezés sordn. Vagyis megtehetjiik, hogy az els6ként felépitett linearis modellt lesziikitjiik
csak azokra a valtozdkra, amiknél az egyiitthatd szignifikdnsan kiilonbozik 0-t6l, vagyis aminek
jelentés hatdsa van a megfigyelt Y mennyiségre, Gjra megbecsiiljiik a paramétereket, és csak
ezzel a lesziikitett modellel szamolunk tovabb, feltéve, hogy ott is még jo illeszkedés kaphato.
Ennek az az elonye, hogy elkeriilhetjiik az el6z06 részben emlitett tiltanulas jelenségét, amikor tul
sok a becsiilt paraméter, és nem az illesztés nem tiikrozi a megfigyelt rendszer valddi szerkezetét.

A fent megfogalmazott hipotézisnél altalanosabb feladatot oldunk meg, igy tobb egyiitthatd 0
volta is egyszerre tesztelhetd példaul.

Tébbvaltozds linearis modell (X; ), lehet a konstans tag):
Yi=a1X;1 +asX;o+ ... +apXip+e;, azaz Y = XB+e.

Legyen H olyan r x p méretii matrix, aminek a rangja r (itt » < p). Ekkor az aldbbi hi-
potézisvizsgalati feladatot tekintjik:

H():Hﬁzo HlHﬁ#O
Ha példaul r = 3, akkor a nullhipotézis harom olyan tipusi egyenletet jelent, hogy 5a; + 3as —
2a3 = 0, vagyis az egyiitthaték valamely linedris kombinéciéja 0.

Ha példdul H egy sora a j. egységvektor, akkor SH egy eleme az a; egyiitthatd, a nullhipotézis
az aj = 0-t jelenti. Ha H-t kiilonboz6 egységvektorokbdl éllitjuk ossze, akkor tudjuk tobb
egylitthaté 0 voltat egyszerre tesztelni.

A valészintiséghanyados préba (ami a Neyman—Pearson-lemméban szerepelt) prébastatisztikdja:
(Y - XY — XB) - (Y~ XB)'(Y ~ XP)
Y - XB)T(Y - Xp)

ahol 8* a (8 becslése a Hf = 0 feltétel mellett a redukalt lindris modellben (a fenti példdban ez
annak felel meg, amikor bizonyos magyarazo véltozékat nem hasznélhatunk).

F=

)

Ha H, igaz, akkor F' - (n — p)/r eloszlasa F-eloszlas (r,n — p) szabadsagi fokkal. Ezért Ho-t
elutasitjuk, ha F' értéke nagyobb ennek az F-prébanak a kritikus értékénél, kiilonben elfogadjuk
Hyp-t. Har =1 és p = 2, valamint a prébastatisztikdabodl gyokot vonunk, akkor az egyvaltozos
eset prébastatisztikdjat és egy t-eloszlas abszolit értékét kapjuk, igy lesz ez a korabban latott
modszer altalanositésa.



1.2. Tobbvaltozds linearis regresszié: példa
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1. dbra. A koltségvetés kulturara szant kiaddsai és linearis modell a gdp, a foglalkoztatottsag és
az évszam figyelembevételével (az 4brdn minden mennyiség valamilyen konstansszorosa lathato,
a valodi nagysagrendek eltéréek)

Az alédbbi adatsorok (forrds: KSH) Magyarorszdg kultirara forditott koltségvetési Osszegeit
(millidrd forintban), gdp-jét (millidrd forintban), illetve a Magyarorszagon foglalkoztatottak
szamét (ezer f6) mutatjdk 2001-2018-ig. Olyan linedris modellt épitiink, ahol Y a kultirara
forditott éves kiadas, legyen X az évszam, Xo a gdp, X3 a foglalkoztatottak szama, X4 =1 a
konstans tag:

Y =a1 X1+ a2 Xs+a3X3+aq4 + ¢,

ahol £ ~ N(0,0?) normalis eloszldsti hiba. A magyardzé valtozok nagységrendje eltérd, de a
becslés szempontjabol ez nem baj, ha valamelyik valtozot atskdlazzuk, a becsiilt egyiitthaté is
atskalazodik, de a példdul R? valtozatlan marad.

kultura<-c(132, 148, 163, 170, 170, 173, 173, 181, 179, 197, 217, 190, 213, 281,
355, 366, 384, 448)

ev<-2001:2018

gdp<-c(15399, 17434, 19134, 21078, 22549, 24316, 25701, 27217, 26458, 27269, 28371,
28848, 30290, 32694, 34785, 35896, 38835, 42662)

fogl<-c(3868, 3871, 3922, 3900, 3902, 3928, 3902, 3848, 3749, 3732, 3759, 3827, 3893,
4101, 4211, 4352, 4421, 4470)

summary (lm(kultura ev + gdp + fogl))

Call: 1m(formula = kultura ev + gdp + fogl)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-22.1858 -14.4101 0.9424 10.3284 27.5662
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -8.394e+03 9.580e+03 -0.876 0.396
ev 3.801e+00 4.788e+00 0.794 0.441



gdp 3.939e-03 3.896e-03 1.011 0.329
fogl 2.201e-01 3.351e-02 6.568 1.25e-05 ***

Signif. codes: 0 ‘**xx’> 0.001 ‘*xx’ 0.01 ‘*x’ 0.05 “.” 0.1 ¢’ 1
Residual standard error: 18.46 on 14 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9683, Adjusted R-squared: 0.9615
F-statistic: 142.6 on 3 and 14 DF, p-value: 9.94e-11

A becslések alapjan az illesztett modell (ez lathaté az |1l dbran):

Y = 3,8X + 0,0039X5 + 0,22X5 — 8394 + ¢.

Az R? értéke 1-hez viszonylag kézeli, mondhatjuk, hogy jol illeszkedik a modell. A t-préba
egyedill a foglalkoztatottak szamandl mutat 0-t6l vald szignifikans eltérést. Ha most csak ezt a
valtozét tartjuk meg, és igy illesztiink modellt:

> summary(lm(kultura fogl))

Ekkor az illesztett modell ez lenne: Y = 0,37X3 — 1261, és R% = 0,83, ez tehdt kevésbé j6
illeszkedést jelent az el6z6hoz képest.

2. Szérasanalizis (analysis of variance, ANOVA)

A szérasanalizis olyan hipotézisvizsgalati eljards, melynél ugyanazt a mennyiséget vizsgaljuk
kiillonb6zé csoportokba sorolt egyedek esetében, és azt szeretnénk eldonteni, hogy ennek a
mennyiségnek az egyes csoportokra jellemzd eloszlasanak ugyanaz-e a varhaté értéke. Masképpen
fogalmazva, igaz-e, hogy a vizsgalt mennyiség varhaté értékére nincs hatdsa annak, hogy a meg-
figyelés melyik csoportbdl szarmazik. Amint latni fogjuk, tobb csoport esetén ez a feladat a
tobbvaltozds linearis modellhez is kapcsolodik. Ha viszont csak két csoport van, és feltételezziik,
hogy a megfigyelések normalis eloszlasuak, akkor a t-préba feladatat kapjuk vissza.

Azt, hogy a megfigyelések kiillonbo6z6 csoportokbdl szarmaznak, gy is szoktdk fogalmazni, hogy a
mérés egy faktor kiillonb6zo szintjein torténik, és az a kérdés, hogy a faktornak van-e szignifikans
hatésa a varhato értékre.

Példa. Az aldbbi tabldzat néhdny éves kozéphémérséklet érték (forras: Orszédgos Meteoroldgiai
Szolgalat), kiilonb6zé évekbol, kiilonbozé helyszinekrsl. A kérdés: elfogadhaté-e, hogy az egyes
varosokban az évi kozéphOmérséklet varhatod értéke megegyezik, vagy szignifikans kiilénbség
mutathaté ki? A [2| dbra az adatokbdl késziilt boxplot dbrat mutatja. Ebben a példdban a
,faktor” a helyszin, és ennek négy , szintje” van.

Budapest Debrecen Szeged Szombathely

10,8 8,8 11,1 8,9
10,1 9,9 10,8 9,4
11,4 10,0 10,1 8,9
11,3 10,2 10,0 9,3
11,0 10,4 10,4 9,7
10,1 10,8 10,3

10,3
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2. abra. Boxplot abra az egyes varosok éves kozéphémérséklet adataibdl

2.1. Feltevések és kapcsolat a linearis modellel

Legyenek X;; fiiggetlen normalis eloszldsu valészinliségi valtozok, ¢ = 1,...,kés j =1,...,n,.
Az X;; val6sziniiségi valtozé varhaté értéke p;, szérasa o.

XijNN(/Li,O') (j:1,2,...,ni).

Vagyis: k csoport van, és a k. csoportban u; a varhatd érték. Méasképpen: egy faktor kiillonb6zo
szintjein torténik mérés, az i. csoportban a faktor i. szintjének hatasa p;.

H():,u,lz/LQ:...:,u,k.
Hy:pp = po = ... = u nem teljestl.
Masképpen:

Hj: a faktornak nincs szignifikans hatasa
Hi: a faktornak szignifikans hatasa van.

Osszefoglalva:

e normalis eloszlasok varhaté értékére vonatkozd proba: feltettiik, hogy a megfigyelések
normaélis eloszldsiak, és a hipotézisek a varhaté értékre vonatkoznak

o feltettiik, hogy a megfigyelések szordasa minden esetben azonos, o

e a kétmintas parositatlan Student-féle t-proba altalanositasanak is tekintheté: most nem
ketto, hanem tobb csoport van, a szérasok mindenhol megegyeznek

Ezt a feladatot a linearis modell egy specidlis esetének is tekinthetjiik. A linedris modell ez volt:
Y}' = alXj,l + ang’g + ...+ aka,k + €5,

ahol €; ~ N(0,0?) fiiggetlen normélis eloszlasi valészinfiségi valtozok.

Most tegyiik fel, hogy az X;; valdszintiségi valtozdk értéke csak 0 vagy 1 lehet, s6t, hogy ezek
koziil mindig pontosan egy lesz 1, a tobbi 0 (a linedris modellben a magyardz6 valtozdk fligget-
lenségét nem kellett feltenni).

Ekkor ha a; = p; (minden ¢ = 1,2,...,k esetén), és az Y; esetében, vagyis a j. mérésnél a k;.
valésziniiségi valtozo 1, a tobbi 0, akkor Y; = ug, + €;, azaz Y; normdlis eloszldsu py, vérhato



értékkel és o szérdssal. Vagyis az Yj-ket aszerint csoportositva, hogy melyik X ;. értéke 1, éppen
a p csoporthoz tartozé méréseket kapjuk vissza.

A tObbvaltozods linearis modellben H 3 = 0 alakd nullhipotéziseket tudtunk tesztelni, ahol 8 az
egylitthaték vektora. Most tehdt 5 = (1, ..., ux), és lehet

1 -1 0 0
- 0 1 -1 0
0 0O 1 -1

Ekkor HB = (p1 — 2, f2 — 13, - - -, fth—1 — i) -, igy HB = 0 éppen azzal ekvivalens, hogy minden
p; megegyezik, ami a szérasanalizis nullhipotézise volt.

A tobbvaltozés linedris modell esetében a megadott préobastatisztika F-eloszldsu volt a nullhi-
potézis mellett és az F-préoba kritikus értékeit hasznalhattuk. Mivel tehat a szérdsanalizis egy
specialis eset, most is hasonloképpen jarhatunk el, a prébastatisztika pedig szintén megegyezik
az ott latottal, bar most mas alakban irjuk fel.

2.2. A szérasanalizis eljarasa

Xi; valészinliségi véltozdk, i = 1,...,k, j = 1,...,n;. Vagyis k csoport van, és az i.-ben n;
darab megfigyelés van. A szérdsanalizis elvégzéséhez az alabbi mennyiségekre lesz sziikség.
Csoporton beliili dtlagok: X; = - >y Xij.

Az 6sszes megfigyelés szdma: n =nq + ...+ ny.

Teljes 4tlag: X = 1 Sk >y Xij.

Csoportokon beliili sz6rédds (hiba): S, = 375, 377 (X5 — X;.)%

Csoportok kozdtti szérédas: Sy = S8 ni(X,;. — X)2.

Teljes szérodas: S = Zle > (Xij — ?)2 =S¢+ Sy.

A probastatisztika:
o St (n — k‘)

F=g50=1)

Legyen ¢yt az f1 = k — 1 és fo = n — k szabadsagi foku F-proba kritikus értéke « terjedelem
mellett.

Ha I > ciyit, akkor elutasitjuk a nullhipotézist, a varhato értékek kozott szignifikdns eltérés
van legalabb egy par esetében.

Ha F < ¢y, akkor elfogadjuk a nullhipotézist, a varhaté értékek kozott nincs szignifikans
eltérés.

2.3. Szérasanalizis: példa

A korabbi példara visszatérve kiszamithatjuk a csoporton beliili és csoportok kézotti szérodasokat.
Most feltételezziik, hogy a szérasok az egyes varosok esetében megegyeznek, és hogy a kozéphémérséklet
normélis eloszldst, az egyes helyszinek esetében egymédstol fliggetlen (ez utébbi nagyjabdl helyes

is, mert az adatok mind kiilonb6z6 évekbdl szdrmaznak).
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atlag (X;.) 10,8 10,1 10,5 9,2 X =10,17
hiba 1,62 2,36 0,89 0,47 S, = 5,34

A csoportokon beliili szérédés kiszamitasa:

k n;
Sy =Y (Xij — Xi)? = ((10,8 — 10,8)* + (10,1 — 10,8)* + ... + (10,1 — 10,8)%) +
i=1 j=1

+((8,8 —10,1)* + (9,9 — 10,1)* + ...+ (10,3 — 10,1)*) +
+((11,1 - 10,5)* + (10,8 — 10,5)% + ... + (10,3 — 10, 5)*+
+((8,9-9,2)%+(9,4—9,2) +...+(9,7-9,2)%) =5,34.

Itt az els6 sor Budapestnek (az i = 1 esetnek) felel meg, minden mérésnél a budapesti mérések
atlagatol vett kiillonbség négyzetét szamitjuk ki, és ezeket adjuk Ossze. A masodik sor, i = 2,
Debrecen, ekkor az itteni atlagtél vett eltérések négyzetét adjuk Ossze, majd hasonléképpen az
i = 3 és 1 = 4 esetekben is.

A csoportok kozotti szérédas kiszamitasa:
k. — p—
Sy = ni(X;—X)* = 6:(10,8-10,17)*+7-(10,1-10,17)*+6-(10,5-10,17)°+5:(9,2-10, 17)*> = 7, 15.
=1

Itt minden csoportra az atlagnak a teljes atlagtdl vett eltérését emeljiik négyzetre, majd ezt a
csoport mintaelemszamaval szorozzuk, és igy adjuk Gssze az egyes csoportokra.

Teljes szé6rédas = csoportokon beliili + csoportok kézotti:

S =5,4S; =534+7,15 = 12,49.

Az el6z6 példaban: n = 24 a megfigyelések szama, k = 4 az osztalyok szdma.

A prébastatisztika:
Si(n—k) 7,15-20
= = =8,77
Sg(k—1) 5,343 T

ahol n a megfigyelések szdma, k a csoportok szdma, és a csoportokon beliili szérédas (hiba):

Sy = Zle Z?;l(Xij — X;.)? = 5,43, a csoportok kozotti szérédas: Sy = Zle ni (X — ?)2 =
7,15.

Az fi = k-1 =3¢ fo = n—k = 20 szabadsigi fokd F-préba kritikus értéke a = 0,05
terjedelem mellett: ¢y = 3, 86.

Mivel F' = 7,15 > it = 3,86, akkor elutasitjuk a nullhipotézist, a varhaté értékek kozott
szignifikans eltérés van.

Vagyis a helynek mint faktornak (tényezének) szignifikans hatésa van az évi kzéphOmérsékletre.



AR(2) folyamat Nem stacionarius idésor
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3. abra. Példak idésorra: egy mdasodrendl autoregressziés folyamat (balra), illetve egy nem
staciondrius id6sor (egy linedris tag, egy periodikus tag és egy staciondrius idésor 0sszege, jobbra)

3. Idosorok elemzése

Az id8sorok fogalma minden olyan elemzésben el§johet, ahol egy mennyiség (pl. egy orszédg
gdp-je vagy népessége, munkanélkiiliségi rata, inflicié, méds pénziigyi vagy gazdasigi mutatok)
id6beli fiiggését szeretnénk megérteni. A linedris modellben Y (t) = at +b+¢(¢) alakd id6sorokat
tudtunk vizsgalni, amik egy linearis fliggvénybdl és egy hozzdadott véletlen hibabdl allnak, de
természetesen a valds folyamatok modellezésére ez a legtobb esetben nem elég rugalmas.

3.1. Definicié. Az
XOaX17X27X37"' 7Xt7' o

valdszindségi vdltozok sorozata iddsor, ha az indexparaméter (sorszam) idépontként is értelmezhetd.

Az id6sorok dltaldban nem fiiggetlen valdsziniiségi valtozokbdl dllnak. Sét, a kovetkez6 értéket
gyakran az el6z6ekbél, egy véletlen hiba hozzdadasdval szdmitjuk ki. Példaul lehet X (1) =
10, X (2) = 12, ezutén pedig

X(H)=0,7-X(t—1)+0,3 - X(t—2)+e(t) t=34,... (1)

ahol (3),e(4), ... egymdstol és az korabbi X-ektdl fliggetlen standard normalis eloszldsi valészintiségi
valtozok. A [3] abrdn ebbdl a modellbdl sorsolt hdrom folyamatot ldthatunk.

Az Osszefiiggdségeket jellemzi példaul az autokovariancia-fliggvény. Ezt azt mondja meg, hogy
az s és t id6épontokban mért értékek kozott mennyi a kovariancia, azaz nagyjabdl azt, hogy
ezek kozott mennyire erds a linedris jellegli kapcsolat. A kovariancia fligg példaul attdl, hogy
milyen mértékegységben tekintjiik a mennyiségeket, viszont ha ezt az idésoron beliill mar nem
valtoztatjuk, akkor az autokovarianca-fiiggvény értékeit egymassal mar 6ssze tudjuk hasonlitani.

3.2. Definicié. Az X1, X, ... iddsor autokovariancia-fiigguénye:
R(s,t) = cov(Xs, Xy) = E(X Xy) — E(X)E(Xy).

Itt R(t,t) = E(X?) — E(X;)? = D?(X;) a t idépontban vett szérasnégyzet. Ha viszont s és ¢
tavolsdgat noveljiik, akkor az X és Xy egyre tavolabbi idépontokhoz tartoznak, igy sok esetben
annal gyengébb kozottiik az Osszefliggés, annal kisebb a kovariancia értéke.

3.1. Stacionarius folyamatok

Az idGsorok elemzésénél gyakran a kovetkezOképpen jarunk el. Az id6sort az alabbi harom kom-
ponens Osszegére bontjuk (a |3l dbrén egy olyan idésor latszik, ami harom ilyen tag Osszegeként
lett el6éllitva):
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4. abra. Flggetlen azonos eloszlasu valdszinliségi valtozok, mint idésor, és ennek a becstilt
autokorrelaciés fliggvénye

e linearis trend: at 4 b alakil determinisztikus linedris fiiggvény;

e szezondlis komponens: f(t) determinisztikus periodikus fliggvény, melyre valamilyen h
periédussal az igaz, hogy f(t+ h) = f(t) teljesiil minden t¢-re;

e egy olyan X; véletlen tag, melynek az eloszlasa mar t-t6l minél kevésbe fligg, példaul a
varhato értéke és a szorasa idoben allando, sét példaul az X, Xy egyiittes eloszlasa is csak
attol fiigg, hogy s és t egymastdl milyen messze vannak.

Példaul ha egy szédlloda havi bevételeit szeretnénk elemezni tizéves megfigyelések alapjan, ak-
kor abban lehet egy novekvo trend (akdr csak az inflacié miatt is), a szezonélis komponens
adédhat abbdl, hogy példdul februarban feltehetéen a legtobb esetben alacsonyabb a bevétel,
mint juliusban, és még ehhez adhatunk hozza egy véletlen hibat. Ilyenkor, ha ¢ a hénap sor-
szamat jeloli (t = 1,2,...,120), akkor a periodikus részben f(t) olyan érték, ami csak ¢ tizen-
kettes maradékatol fiigg, vagyis attdl, hogy ez a honap januar, februdr stb.

Az alédbbi definicidk arra vonatkoznak, hogy a harmadik komponense, vagyis az idében allandé
eloszlasa véletlen részre pontosan milyen feltételeket irunk el6.

3.3. Definicié. Az Xy, X1, Xo,... iddsor gyengén stacionarius, ha

e varhatd értéke dllando: E(Xy) = E(Xo) minden t-re;
e a kovariancia csak az iddpontok tdavolsagdtol fiigg:

R(s,t) = cov(Xs, Xt) = cov(Xp, Xi—s) = R(0,t — s).

Az Xg, X1, X5,... idésor er6sen staciondrius, ha tetszdleges n,ty,ts, ..., t, €s h nemnegativ
egészek esetén az
(thuthu s 7th) és (th—‘rhu Xt2+h7 s 7th+h)

valésziniiségi vektorvdltozok eloszldsa megegyezik.

Egy erGsen staciondarius idosor gyengén stacionarius, forditva nem feltétleniil. A gyengén staci-
ondrius esetben nem csak a kovariancia, hanem a korrelaciés egyiitthato is jél hasznalhaté az
adott tavolsagra 1év6 tagok kozotti ,linedris jellegii” kapcsolat erdsségének mérésére, hiszen a
szoras is id6ben allando.
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5. dbra. Az X(t) =0,7-X(t—1)+0,3- X(t —2) + &(t) folyamat hédrom példanya, illetve az
autokorrelacios fliggvényének becslése

3.4. Definicié. Egy gyengén stacionidrius iddsor autokorrelaciés fliggvénye:

R(0,t X5, X E((Xs — E(X5))(Xsyt — E(X
= BNy e Xe) _ B(Xs B o BOG)
(0,0) D(Xs) D*(X)
ahol s > 0 tetszdlegesen wvdlaszhato a gyenge stacionaritds tulajdonsdga miatt, és corr a két
valdsziniségi vdltozo korreldcios egytitthatdjdt jeloli.

=

3.2. Az autokorrelacios fiiggvény becslése

Altaldban az id6sort leiré modellt nem ismerjiik, és ezért a varhato értéket, szérast, korrelaciokat
sem. A véarhaté érték a stacionarius esetben allando, igy az dtlaggal torzitatlanul becsiilhetd.
Az autokorreldciés fiiggvény becslésére az alabbi mdédszerek szokdsosak.

Legyen Xg, X1,...,X,—1 staciondrius idosorbdl szarmazé n elemii minta. Az autokorrelacids
fliggvény becslése:

Z?;éil(Xj —X) (Xjpt — X)
(n—t)-s:2 ’

P(t) =

Egy maésik lehetoség, hogy a tagok szama helyett n-nel osztunk:

#t) = >y ;)22 (Xjpt — Y>.

Egyik becslés sem torzitatlan r(t)-re, azaz E(7(t)) eltér r(¢)-t6l. Ha x a megfigyelésekbdl allé
vektor, akkor az R-ben az acf (x) paranccsal dbrazolhatd az autokorrelaciés fiiggvény becslése.

A [ dbran egy egyszerii, fiiggetlen, standard normalis eloszldsi valdszinliségi valtozokbdl allé
id6sort latunk. Itt valgjaban r(0) = 1 és r(1) = r(2) = ... = 0. A [4] dbra jobb oldaldn ennek
az autokorrelacios fiiggvénynek az adatokbdl kapott becslése lathato, itt azonnal latszik, hogy a
kiilonbozé tagok korreldcidja nagyon kicsi.

Az[p| dbran az (1)) egyenlettel leirt modellnek (melynek folyamata az|5| dbra bal oldalan ldthatd)
egy megvaldsitasabdl szamolt autokorrelacié becslése. Itt a tavolsag novelésével csak lassan
csOkken a korrelacid, tavoli tagok kozott is erts Osszefuggés latszik. Ez a folyamat valéjaban
nem is stacionidrius, a becslés itt nem is jol alkalmazhaté. Ha a masodik egytitthatét 0, 3-r6l 0, 1-
re csokkentjiik, akkor a folyamat staciondriussa valik (a[6] dbra), és az autokorreldcids fiiggvény
becslésén is l4tszik, hogy a tdvolsag novelésével a korreldcié gyorsabban csdkken (a6l dbra).
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6. abra. Az X(t) =0,7- X(t—1)+0,1- X(t —2) +e(t) egyenletii stacionarius AR(2) folyamat,
illetve az autokorrelacios fliggvényének becslése

Hazi feladat majus 12., szerda, 9:00-ig Az ismerdsoktdl gyijtott adatok alapjan vizsgaljuk
meg, hogy ha a kozosségi médidval t6ltott idot irjuk fel a szabadban toltott id6, a nézett soroza-
tok szdma és az olvasott konyvek szdméanak egy linedris modelljeként, akkor mely egyiitthaték
térnek el szignifikdnsan a nullatél, és hogy mennyire jél illeszkedik a modell.
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