Matematikai statisztika el6adas, 11. hét, 2021. aprilis 28.

Nemparaméteres probak, linearis modell egyvaltozés esetben

1. Elojelproba

Azt, hogy két mennyiség koziil tipikusan melyik a nagyobb (errél volt szé az egyoldali Kolmogorov—
Szmirnov-prébénédl), gy is vizsgalhatjuk, hogy nem azt kérdezziik, hogy egy adott ¢ értéknél
milyen valdszintiséggel kisebbek, hanem hogy egymashoz hasonlitjuk 6ket, és azt kérdezziik,
hogy annak valdsziniisége, hogy az els6 nagyobb lesz, mint a masodik, ugyanaz-e, mint annak
valészinlisége, hogy a méasodik nagyobb, mint az elsé.

Ha példaul kétszer megismételjiik ugyanazt a kisérletet, fiiggetleniil, ugyanolyan kortlmények
kozott, akkor ez a két valdsziniliség a szimmetria miatt ugyanaz, a két kisérlet sorrendje valéjaban
felcserélhet6. Ha viszont példaul X egy véletlenszerlien valasztott f6varosi munkavallalé jove-
delme, mig Y egy véletlenszertien vélasztott vidéki munkavallalé jovedelme, akkor P(X > Y) >
P(X < Y), hiszen barmelyik eset el6fordulhat, de (feltételezve, hogy a fé6varosban tipikusan
nagyobbak a jovedelmek), az elsé eset valoszintibb. Vagy példaul egy téparti szalloda forgalma
legyen méjusban X, juniusban Y. Ekkor P(X > Y) < P(X < Y), hiszen feltehetéen a juniusi
forgalom nagyobb (jarvanymentes évben). Rdadasul ez a kérdés akkor is értelmes, ha X és Y
nem fiiggetlenek egymaéstol.

Az alabbi eljarasokat a t-probaval 6sszehasonlitva mondhatjuk, hogy egy részletesebb képet ka-
punk, az X, Y 0Osszefliggésére is kérdezhetiink, mig az, hogy melyik eloszlasnak nagyobb a varhato
értéke, errél nem ad informdciét (bar ha a kiilonbség varhaté értékét hasonlitjuk dssze 0-val,
az mar mondhat errél valamit). Tovabbi szempont, hogy ezeknél az eljarasokndl, a tapasztalati
eloszlasfiiggvényen alapulé Kolmogorov—Szmirnov-probahoz hasonléan az egyes megfigyelések
eloszlasarol semmit nem kell feltételezniink, sem esetleges normalis eloszlast, sem véges szdrast.

Legyen (X1, Y1), (X2,Y2),...,(X,,Y,) olyan minta, melyben a felsorolt parok fiiggetlenek egyméstol
(de a péarok két eleme nem feltétleniil fiiggetlen), és folytonos eloszldstak.

Kétoldali nullhipotézis:
Hy:P(X>Y)=P(X <Y). H :P(X>Y)#APX <Y).

Legyen W az olyan parok széma, amikre Y; > X;. A Hy nullhipotézis teljesiilése esetén ez bino-
midlis eloszlasu, n renddel és p = 0, 5 paraméterrel, hiszen minden par esetében egymastdl fiigget-
leniil 0,5 valdsziniiséggel teljesiil az egyenl6tlenség. (Mivel az eloszlasok folytonosak, annak
valészintisége, hogy X =Y, nulla lesz, ezzel nem kell szdmolnunk.) Mivel a binomiélis eloszlas
fliggetlen azonos eloszlasu indikatorok Osszege, érvényes ra a centralis hatareloszlastétel, igy a
nullhipotézis esetén W-bél a varhaté értékét (n/2-t) levonva, majd a szérasaval (y/np(l —p) =
n/4) osztva a kapott valdszintiségi valtozé a standard normalis eloszldshoz tart. Ezt kozelitésként
hasznalva feltélezziik, hogy az aldbbi z mennyiség eloszlasa kozelitoleg standard normélis el-
oszlés, ha n elég nagy, és a standard normalis eloszlas kvantiliseit, vagyis a z-préba kritikus
értékeit hasznaljuk a probahoz.
A probastatisztika legyen tehat
W —n/2
o= Won/2 (1)
n/4

Elutasitjuk a nullhipotézist, ha |z| > ®~1(1 — a/2), kiilénben elfogadjuk. A p-érték, ugyanigy,
ahogy a z-prébandl, 2(1 — ®(|z])) lesz.
Az egyoldali esetben: Hy : P(X >Y) > P(X <Y). H :P(X>Y)<P(X<Y).

Elutasitjuk a nullhipotézist, ha z > ®~1(1—a), kiilénben elfogadjuk. A p-érték ilyenkor 1—®(z).



2. Wilcoxon-préba

Az ¢l6z06 hipotézisvizsgdlati feladatban egy masik eljarast is gyakran hasznalnak.

Legyen (X1,Y1), (X2,Y2), ..., (Xn, Y,) olyan minta, melyben a felsorolt parok fiiggetlenek egyméstol
(de a péarok két eleme nem feltétleniil fiiggetlen), folytonos eloszldsiak.

Hy:P(X >Y)=P(X <Y).

H :P(X>Y)£P(X <Y).

e Hagyjuk el azokat a parokat, ahol X; =Y. Marad k pér.

A megmaradt k part éllitsuk az |Y; — X;| szerint névekvé sorrendbe. Minél nagyobb az
eltérés, annal nagyobb stllyal fog szdmitani.

Minden pérra szamitsuk ki, hogy hanyadik ebben a sorrendben, legyen ez R;. Az 1 a
legkisebb, k a legnagyobb kiilonbség. Ha egyenlék vannak, mindegyik azonos sorszamot
kapjon, a megfelel¢ sorszamok atlagat.

Ezt az R; rangot szorozzunk meg Y; — X elGjelével, majd ezeket adjuk ossze:

k

W = ngn(Yj - X;) - Rj.
j=1

A W-t a Wilcoxon-préba kritikus értékeihez hasonlithatjuk.

Ha a mintaelemszam elég nagy, a

__w
k(k+1)(2k+1)
6

mennyiségre kétoldali z-prébat alkalmazhatunk, a kritikus érték ebben az esetben 1 —
®~1(1 — a/2), ahol « a szignifikanciaszint.

Itt is lehet egyoldali ellenhipotézist is vizsgdlni, akkor az egyoldali Wilcoxon-préba kriti-
kus értékére van sziikség, illetve a kozelito esetben az egyoldali z-prébanak megfelel6en
jarhatunk el.

Wilcoxon-préba, példa. Hat téparti szdlloda méjusi és juniusi bevételét mutatja az aldbbi
téablazat (millié forintban). Az egyes szalloddk bevételét egymastdl fiiggetlennek tekintjiik, de
a majusi és a juniusi érték egy szalloda esetében Osszefligghet. Nincsenek egyenld értékek a
parokon beliil, igy nem kell elhagyni mintaelemeket.

Kétoldali ellenhipotézist vizsgalunk. Legyen X a majusi, Y a jiniusi bevétel:

Hy:P(X >Y)=P(X <Y).

szalloda

Hy:P(X >Y)#P(X <Y).

A B C D E F

majusi bevétel (X;)

juniusi bevétel (Y;)

a kiilénbség abszoltt értéke (| X; —Yj|)
rang (R;)

a kiilonbség eléjele (sgn(Y; — X))

20,3 19,3 16,5 224 23,8 185
25,2 229 14,3 26,3 21,7 221
49 36 22 39 21 36

6 35 2 5 1 35
+1 41 -1 +1 -1 +1



Ezutan: i
W=> sgn(V;—X;)-Rj=6+35-2+5-1+3,5=15.
j=1
Bar most a mintaelemszam nem elég nagy, a példa kedvéért a kozelité Osszeget hasznalva k = 6-
tal (hiszen hat pér van):

z = W = 15 =1,57
 JkketD(k+)  A6-7-136
6

A kétoldali z-préba esetén az o = 0,05-héz tartozé kritikus érték: 1 — ®@71(0,025) = 1,96.
Mivel tehét |z| kisebb a kritikus értéknél, a nullhipotézist elfogadjuk, annak val6sziniisége, hogy
a majusi bevétel nagyobb a juniusinal, nem tér el szignifikdnsan annak valdsziniiségétol, hogy a
juniusi szignifikdnsan nagyobb a majusinél.

Az el6jelprébaval az egyenlet alapjan (n = 6 a parok szdma):
W—-n/2 4-3

Vn/d o /6/4

adddik, hiszen ott W az olyan parok szadma, ahol Y; > X;. Erre is z-probédt végezhetiink, a
kritikus érték most is 1,96, ezzel az eljarassal is elfogadjuk a nullhipotézist.

= 0,817

3. Linearis regresszi6

A linedris regresszi6 sordn az a célunk, hogy egy f(y) = x fiiggvényt, melynek értékét néhany
x1,Ta,...,T, pontban ismerjik, a ,leheté legjobban” kozelitsiink egy egyenessel (|1} dbra). Ehhez
szorosan fog kapcsolddni az egytitthaték becslése az igynevezett linearis modellben.

CFC12
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1. dbra. A CFC-12 (freon) géz koncentracidja az Antarktiszon és az adatokra illesztett egyenes
(forras: ESRL, USA)

Egyenes illesztése a legkisebb négyzetek mddszerével. Adottak tehdt (z1,y1),..., (Tn,Yn)
pontok. A leggyakrabban hasznélt médszer esetén az illesztés hibaja az egyenes altal megadott
ax; + b értékeknek és a mért y; értékeknek a kiilonbségének négyzetosszege. Az, hogy ez milyen
a, b szamokra a legkisebb, egy tobbvaltozds szélstérték-keresési feladat, melynek megolddsat az
alabbi allitas adja meg.



3.1. Allit4s (Linedris regresszid). Legyenek (x1,y1), (x2,Y2),- .., (Tn,yn) adott szampdrok.
Azokat az a €s b egyiitthatdkat keressiik, melyre a

n

S i — (ai + )P

i=1

2=l
n

mennyiség minimadlis. Ennek megolddsa:

_ Zi:1($i—$)(yi—y); bh—7—az.

> he (75 — T)?

Q>

A példdban: @ = —2,63; b= 5807,7 (a b egylitthaté neve: intercept)

3.1. Linearis modell: példa R-ben

A rezidudlisok az y; — (ax; + b) hibak, ezekre vonatkozik egy 6sszefoglald statisztika.

> cfc12<-c(540, 538, 537, 534, 533, 530, 527, 523, 522, 519, 515, 512, 511, 506)
> ev<-c(seq(from=2005, to=2018, by=1))

> summary(lm(cfcl2~ev))

Call: 1m(formula = cfcl2 ev)
Min 1Q Median 3Q Max

Residuals: | e571 _0.8736 0.2088 0.8709 1.6483
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 5807.73626  159.19290  36.48  1.15e-13 k*
v -2.62637 0.07914 -33.19 3.55e-13
Signif. codes: O “x*%’ 0.001 ‘#*’ 0.01 ‘x’ 0.05 ¢.> 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 1.194 on 12 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9892, Adjusted R-squared: 0.9883
F-statistic: 1101 on 1 and 12 DF, p-value: 3.554e-13

4. Linearis modell egyvaltozos esetben

A linedris modellben az az elképzelésiink, hogy az Y valdszinliségi valtozd az X-bdl ugy kap-
haté, hogy vesszitk X-nek egy linearis fliggvényét (aX + b), majd egy normélis eloszlasi hibat
hozzdadunk. Az (X,Y) par eloszldsdbdl vehetiink n elem(i mintét, itt a parok egymastél mar
fliggetlenek. Ugyanakkor azért lesz egy statisztikai feladat, mert sem az a, sem a b egyiitthatokat
nem ismerjik, sem pedig a hozzdadott hiba szérdsanak nagysagat. Az els6 feladat tehat ezen
ismeretlen paraméterek becslése lesz a megfigyelt minta alapjan.

4.1. Definici6é (Linedris modell). Legyenek X1, Xo, ..., X, Y1,...,Y, valdsziniséqgi vdltozdk,
és tegytk fel, hogy valamely a,b valds szamokra

Y =aX;+b+e,

aholer, ..., e, fiiggetlen N(0,0%) normdlis eloszldsi valdsziniiségi viltozok. Az igy kapott (X;,Y;)
pdrok egytittes eloszldsdt linedris modellnek nevezzik.



Az X; val6sziniiségi véaltozdkat magyardzé valtozdknak, az €; valosziniiségi véltozdkat hibanak
szoktak nevezni.

4.1. Becslések a linearis modellben

A maximumlikelihood-médszer alkalmazhaté a linedris modell egyiitthatéinak becslésére. A ka-
pott eredmények megegyeznek a linearis regresszioban a legkisebb négyzetek mddszerével kapott
egyenessel az egylitthatok esetében. A szdérds is ismeretlen paraméter, erre is adhatunk becslést.

A becslések szérasa is kiszamithaté: ez azt jelenti, hogy a kiszamitott becslésnek (mely a minta
fiiggvénye, ezért véletlen), mint valészintliségi valtozénak mennyi a szorasa. Ez természetesen a
o paramétertdl fiigg. Ha a becslések szérasanak nagysdgrendjére vagyunk kivancsiak, ebben a
képletben o helyére a 6 maximumlikelihood-becslést irhatjuk.

4.1. Allitas. A linedris modellben az a, b egytitthatok mazxzimumlikelihood-becslése a kévetkezoképpen
irhato: . o -

C (X -X)Y,-Y PO —
:ZZ:l(nl )(i2 ); b=Y —aX.

>kt (X — X)

Tovabbd, ezek a becslések torzitatlan becslései az a és b paramétereknek:

Q>

E(a) = a; E(b) = b.

A hiba szordsanak becslése:

1 < .
~2 v 1\2
6° = m— E_I(Y, aX; —b)“.
A becslések szordsa:
o 1 YZ
D(a) = ——:; D) =o0,| -+ == — .
V(G - X)? no XX - X2

A linedris modell becslései érzékenyek a kiugré értékekre, igy azokat a becslés elétt érdemes lehet
eltavolitani.

4.2. Elorejelzés a linearis modellben

4.2. Allit4s. Legyen x* adott szdm. A linedris modellbdl kapott elérejelzés az'Y véletlen folya-
mat =¥ pontban felvett értékére:
ar® +b.

Az elérejelzés szordsa:

- 1 v — X

D(ax* +b)=o04/—+ n( )
no (X -

Az elbrejelzés szordsanak becslésekor a o értéket gyakran &-val helyettesitik, ez informéciot ad

a becslés pontossagardl. Minél tavolabbi pontra készitjiik az elorejelzést, annal nagyobb lesz a
SZOTas.

2
X)2

A példaban: elérejelzés x* = 2019-re:
a-x* +b=—263-2019 + 5807,7 = 497, 7.

Ugyanakkor, ahogy a [2l dbra is mutatja, az, hogy egy folyamat egy rovidebb szakaszon jol
kozelithetd a linedris modellel, nem jelenti, hogy nagyobb skalan is érvényes a kozelités (az emel-
kedés az ipari tevékenység kovetkezménye, a csOkkenés az adott gazok gyartasanak tiltdasanak
kovetkezménye — bar a tiltas ellenére a gyartas nem allt le teljesen).
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2. dbra. A CFC-11 és CFC-12 (freon) gdz koncentracidja (forras: elte.promt.hu)

4.3. Rezidudlisok és R?

A kiilonb6z6 adatsorokra a linearis modell természetesen kiilonb6zé mértékben illeszkedik. Az
illeszkedés pontossagat elsésorban a rezidualisokon keresztiil, vagyis a kozelité egyenes és a
megfigyelt érték kiillonbségébol érthetjiik meg.

Rezidudlisok: Y; — aX; — b (ezeknek a négyzetosszege minimélis)

A teljes ingadozas (total sum of squares): > %, (Yj — Y)2.

Ezt 6sszehasonlithatjuk a rezidudlis négyzetosszeggel (residual sum of squares):
n

S X, — b

J=1

A ketté hanyadosat 1-bol levonva kapjuk az igynevezett megmagyardzott ingadozds részaranyat:

3o (Y — aX; —b)
2= (Y = Y)?

Ugyanis a rezidudlis négyzetosszeg és a teljes ingadozéas hanyadosa azt mutatja, hogy az Y tapasz-
talati szérdsnégyzetébdl milyen rész adddik az illesztett érték és a megfigyelt érték kiillonbségébol.
Az egybdl levont érték tehdt azt mutatja, hogy a modell jo illeszkedése esetén milyen szérdsnégyzet
adédna. A rezidudlis négyzetosszeget egy masik alakba frva lathaté, hogy az igy kapott R?
valdjdban a két minta tapasztalati korrelaciés egyilitthatéjanak négyzete, ezt hasznaljuk de-
finicionak.

R?’=1-

4.2. Definicié. A megmagyardzott ingadozds részardnya (coefficient of determination):
n ~ \12
(S (- D)=
[ 25 (X = X2 [ 25 (Ve = V)7

R® =

Az R? értéke 0 és 1 kozé esik.

Ertelmezés: minél kozelebb van 1-hez, annal inkabb jé kozelitést ad a linearis modell. De ez nem
minden szempontnak megfelelé mérdszam, és forditva nem is feltétleniil igaz a kovetkeztetés.
Példaul az R? érzékeny a kiugré értékekre, néhany kiugré esetén R? lecsokken. Vagyis az R2-bél
nem tudjuk jol eldonteni, hogy a ,tipikus” értékek sem illeszkednek jol, vagy esetleg néhany
pont kivételével lényegében jo az illeszkedés.

A példaban: R? = 0,98, vagyis jol illeszkedik a linedris modell.

Az R kédban megadott adjusted R?: nem csak a reziduélisokat veszi figyelembe, hanem azt is,
hogy hény paramétert hasznéltunk (ennek tébbvaltozds esetben van nagyobb jelentésége).



4.4. Konfidenciaintervallumok

Amikor az egyltthatokat megbecsiljok, nem csak a becslést, hanem konfidenciaintervallumot
is adhatunk. Ugyanis a becslés eloszlasa t-eloszlas, és ez alapjan a t-préba kritikus értékeinek
segitségével adhatunk konfidenciaintervallumot.

1 — a megbizhatdsagi szinti konfidenciaintervallum a-ra:

1 1
G — ty— —— .G+ ty— — |,
( L (X - X ”Q”Z?w&—xv>
ahol t,_2 o az f = n — 2 szabadsagi foku « szignifikanciaszintl kétoldali ¢-préba kritikus értéke.

Az x* pontban az elOrejelzett érték becslése a - x* + b.

1 — o megbizhatdsagi szintli konfidenciaintervallum az* + b-re, azaz az z*-ban felvett érték

varhaté értékére:
- 1 (r* — X)2
ar* +btty 9061/ —+ — .
( o \/” D1 (X — X)2>

Minél tavolabbi pontban készitjiik az elérejelzést, annal hosszabb lesz a konfidenciaintervallum.

4.5. Az egyenes meredekségére vonatkozo probak

A linedris modell f§ egyenlete: Y; = aX; + b + ¢;. Allithatjuk—e, hogy az egyenes meredeksége
szignifikdnsan eltér 0-t6l?7 A linedris modellen beliil ez a kérdés felel meg annak, hogy van-e
egyaltalan Osszefiiggés a két vizsgalt mennyiség kozott.

Hy: a=0 Hy:a#0

A nullhipotézis teljesiilése esetén csak Y; = b + ¢;, vagyis ez normélis eloszlasi, X; eloszldsardl
azonban nem volt feltételiink. Ezzel egyiitt, ha a nullhipotézis igaz, akkor az aldbbi mennyiség
t-eloszlasi f = n — 2 szabadségi fokkal, ezért erre t-probat végezhetunk.

Kétoldali t-prébat végezhetiink az alabbi probastatisztikaval és f = n — 2 szabadségi fokkal:

Vo —2) S (- X2
\/Z?:1(Yz’ —aX; - b)?

Ha [t| > t,2., azaz p < «, akkor elutasitjuk Ho-t, az egyenes meredeksége szignifikdnsan eltér
0-t6l (itt tp—2.q az «a szignifikanciaszintl f = n — 2 szabadsdgi foku kétoldali t-préba kritikus
értéke).

t=a

Ha |t| < tp—2.4, azaz p > «, akkor elfogadjuk Hy-t, az egyenes meredeksége nem tér el szigni-
fikdnsan 0-tol.

A korébbi példédban (az|l} abra):

t=-33,19; a=0,05, n=14; f=n—-2=12; ci = 2,19.

Mivel |t| = 33,19 > ¢ = 2,19, elutasitjuk a nullhipotézist, az egyenes meredeksége szigni-
fikdnsan eltér 0-t6l. A p-érték: p =3,6-10713 < 0,05 = .

A t és a p is kiolvashaté az R-kédbdl (1.1. példa).

Egy masik kérdés: allithatjuk-e, hogy az egyenes meredeksége szignifikdnsan nagyobb 0-nal? A
modellen beliil ez jelenti azt, hogy a vizsgdlt mennyiségek kozott pozitiv iranyu Osszefiiggés van,



minél nagyobb az X, anndl nagyobb az Y értéke is (természetesen a forditott irdnyu Osszefiiggés
is hasonléképpen tesztelhetd lenne).

Hy: a <0 Hi: a>0

Tovabbra is hasznalhatjuk, hogy a = 0 esetén az aldbbi prébastatisztika t-eloszlasd f = n — 2
szabadsagi fokkal.

Egyoldali t-prébat végezhetiink az alabbi probastatisztikdval és f = n — 2 szabadsagi fokkal:

V-2 T (X - X2
VI (% - aX; - b2

t=a

Ha t > ¢, 9, azaz p < «, akkor elutasitjuk Ho-t, az egyenes meredeksége szignifikdnsan tGbb
0-nél (itt tp—2.q az « terjedelm@i f = n — 2 szabadségi fokd egyoldali ¢-préba kritikus értéke «
szignifikanciaszint mellett).

Ha t < t,_2,4, azaz p > «, akkor elfogadjuk Hy-t, az egyenes meredeksége nem szignifikdnsan
pozitiv.

Hazi feladat majus 5., szerda, 9:00-ig Valasszunk egy, népességgel kapcsolatos adatsort
(példdul a https://ourworldindata.org/world-population-growth oldalon a vilag, az egyes
foldrészek, orszagok adatsorai is elérheték), ahol elérhet6k az elmilt 20 év adatai. Az els6 10
évre illessziink linedris modellt, becsiiljiik meg az egyiitthatdkat.

a) Alh’thatjuk—e a 10 év adatsora alapjan, hogy a féegyiitthaté szignifikdnsan kiilonbozik 0-t61?
b) Mennyire j6 a linedris modell illeszkedése?

c) Az els6 10 év alapjan készitsiink el6rejelzést a masodik tiz évre, és hasonlitsuk Ossze az
elorejelzett és a valds értékeket.


https://ourworldindata.org/world-population-growth
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