Matematikai statisztika el6adas, 10. hét, 2021. aprilis 21.

Fiiggetlenségvizsgalat, homogenitasvizsgalat, nemparaméteres prébak

1. Fuggetlenségvizsgalat

Ez az eljaras annak eldontésére szolgal, hogy két szempont szerinti osztdlyba soroléds fiiggetlen-
e egymastol. Példdul: egy véletlenszerlien valasztott embert iskolai végzettség és jovedelmi
kategoria szerint osztalyokba sorolva fliggetlen-e a két szempont.

Két szempont szerint soroljuk osztalyokba a megfigyeléseket.

Elsé szempont: Aj,..., A, (teljes eseményrendszer, pontosan az egyik kovetkezik be, példdul:
iskolai végzettség szerinti kategoridk).

Maésodik szempont: By, ..., Bs (ez egy mésik teljes eseményrendszer, példdul: jovedelmi ka-
tegdridk).

Hy: a két szempont fiiggetlen egymastol, azaz P(A; N B;) = P(A;) - P(B;) minden i, j-re.
Hy: a nullhipotézis nem igaz, a két szempont kozott Osszefiiggés van.

N;j: hany olyan megfigyelés van, melyre A; és B; teljestil.

Ni. = 3751 Nij (azaz az A; gyakorisdga); N.j = >°i_| Ni; (azaz Bj gyakorisdga); n pedig az
osszes megfigyelés szdma. Ekkor a préobastatisztika, mely Hy mellett f = (r—1)(s—1) szabadsagi
fokt y?-eloszlashoz tart:
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Ha a fliggetlenség teljesiil, akkor a P(A4; N Bj) = P(A;) - P(B;) egyenletben a valészintiségeket a
relativ gyakorisagokkal helyettesitve:
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Ebbdl adédik, hogy a x? szamlaléja a nullhipotézistdl vald eltérést méri.
A szabadségi fok f = (r —1)(s — 1).
Curit: az f szabadségi fokd y2-préba kritikus értéke o szignifikanciaszint mellett.
o \? < cuit (azaz a p > a): elfogadjuk Ho-t, nem taldltunk szignifikdns Ssszefiiggést a
szempontok kozott.
o 2> Curit (azaz a p < «a): elutasitjuk Hy-t, az adatok szignifikdans Gsszefiiggést mutat-

nak.

Ha r = s = 2, a probastatisztika az aldbbi egyszeriibb alakra hozhaté:
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1.1. Fiiggetlenségvizsgalat: példa

Hy: a hGmérséklet és a csapadékmennyiség fiiggetlen; Hy: a hOmérséklet és a csapadékmennyiség
kozott Osszefiiggés van.
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n=100, f=(r—1)-(s—1)=2-2=4, @ = 0,05, ¢t = 9,49

22,917 > Cipip = 9,49, illetve p = 0,00013 < a = 0, 05 = elutasitjuk a nullhipotézist, szignifikans
Osszefliggés van a két szempont kozott.

1.2. Pozitiv korrelacid

Tekintsiik a fiiggetlenségvizsgalatot abban az esetben, ha mindkét szempont szerint két osztaly
van. Ekkor az is értelmes kérdés, hogy , milyen iranyd” az Osszefiiggés, példdul igaz-e, hogy az
A esemény a Bi-gyel pozitivan korreldl, azaz egyszerre nagyobb valésziniiséggel kbvetkeznek be,
mint amit fiiggetlenség esetén varnank (ez utébbi a két valdsziniliség szorzata lenne). Példaul, egy
embert véletlenszeriien kivalasztva, van-e pozitiv korrelacié az alabbi két esemény kozott: van
egyetemi végzettsége, a brutté havi jovedelme legalabb 400000 forint. Ez szorosan kapcsolédik a
fiiggetlenségvizsgalathoz, de nem y2-prébat, hanem z-prébéat tudunk alkalmazni. Itt is minden
osztalyban kell, hogy legyen legalabb 5 megfigyelés.

Hy: a két szempont kézott nincs pozitiv korrelacio

Hj: a két szempont kozott pozitiv korrelacié van, azaz P(A; N By) > P(A;)P(By).

Standard normalis eloszlas
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1. abra. A standard normaélis eloszlds és a z-proba kritikus értéke o = 0, 05 esetén

A prébastatisztika (Hp mellett standard normalis eloszlasi):
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Ha z > ® (1 — a), akkor elutasitjuk Ho-t, szignifikins pozitiv korreldcié van; kiilénben elfo-
gadjuk Hy-t, nincs szignifikdns pozitiv korrelacié.

A p-érték: 1-®(2), ahol ®(z) = [7_ \/%—W exp(—x?/2)dx. Vagyis a p-értck [ \/% exp(—22/2)dz.

Ez annak valdsziniisége, hogy a standard normalis eloszlas z-nél nagyobb, vagyis az [I| abran a
z-t6l jobbra 1évo teriilet.



Pozitiv korrelacié: példa

Vérnyomas-sziirovizsgalatndl a 40 évesnél idosebbek koziil 24-nek magas, 62-nek megfeleld volt a
vérnyomasa, a 40 évesnél nem idésebbek koziil 12-nek volt magas, 88-nak megfeleld. Allithatjuk-
e a = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a 40 évesnél idésebbek kozott gyakoribb a magas
vérnyomas?

Aj: 40 évesnél nagyobb életkor; As: legfeljebb 40 éves életkor.

Bi: magas vérnyomas; Bo: megfelel6 vérnyomds.

Hy: nincs pozitiv korrelacio; H,: pozitiv korrel4cié van.
N11 = 24; N12 = 62; N21 = 12; N22 = 88, n = 186.

Minden osztélyba esik legaldbb 5 megfigyelés (N;; > 5 minden i, j-re), alkalmazhaté a fiigget-
lenségvizsgalat.

N11N2o — N12Noy S 24-88 —62-12 o
N1.No.N1No V86-100-36-150

Mivel 2,74 > ®~1(0,95) = 1,645, igy elutasitjuk a nullhipotézist. A nagyobb életkor és a magas
vérnyomds kozott szignifikdns pozitiv korrelacié van. A p-érték: 1 — ®(2,74) = 0,003 < 0,05.

z=+n

A figgetlenség vagy a pozitiv korreldcié vizsgalatandl a kovetkezdket érdemes figyelembe venni.

e minden osztalyba essen legalabb 5 megfigyelés
e a pozitiv korrelacié nem jelent ok-okozati Osszefiliggést

e ha sok mennyiséget vizsgalunk, vagy elore el kell donteni, hogy hol keressiik a pozitiv
Osszefiiggést: 0t mennyiség kozott 10 par van, igy j6 eséllyel lesz olyan par, ahol tévesen
szignifikdns Osszefliggést vagy pozitiv korreldciét taldlhatunk (o = 0,05 szignifikancia-
szintet vélasztva); vagy alaposabban meg kell vizsgélni a kapott pozitiv Osszefiiggéseket
(hiszen lehetnek tévesek); vagy a tévedés kockdzatdval szdmolva lehet hasznédlni a kapott
Osszefiiggéseket.

2. Homogenitasvizsgalat

Legyenek X, Y valdszinliségi valtozdk, Aq,..., A, teljes eseményrendszer.
Hy: P(X € Ay) =P(Y € A) minden k= 1,2,...,r-re.

H;: van legaldbb egy k, melyre P(X € Ay) # P(Y € Ay).

X1,...,Xn, ,..., Y, figgetlen minta, melyre X; ~ X, Y; ~ Y.

Nj, az Ay, gyakorisdga az X mintdban;

My, az Aj gyakorisdga az Y mintaban.

Ha N > 5 vagy M > 5 nem teljesiil, osztalyokat vonunk Ossze.

A prébastatisztika:
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Ha Hyj igaz, és n — oo, akkor x2 eloszldsa az f = r — 1 szabadségi fokd y2-eloszldshoz konvergal
eloszlasban.

Curit: az f szabadsagi foki y2-préba kritikus értéke o terjedelem mellett.



o \? < et (azaz p > a): elfogadjuk Ho-t, nem taldltunk szignifikdns eltérést az eloszlasok
kozott.

o > ey (azaz a p < a): elutasitjuk Hoy-t, az eloszldsok szignifikdnsan eltérnek.

2.1. Homogenitasvizsgalat: példa

Két varosban felmérték a haztartasok 1étszamat, az elsében n = 249, a masodikban m = 301
elemll mintat vizsgalva. A szignifikanciaszintet o = 0, 05-nek valasztva éallithatjuk-e, hogy a két
varosban szignifikdnsan eltér6 a haztartdsok létszamanak eloszlasa?

1étszam 1 2 3 4 >5
els6 varos 37 86 54 49 23
masodik varos 45 94 67 56 39
els6 varos, arany 0,15 0,35 0,22 0,2 0,09

masodik varos, arany 0,18 0,38 0,27 0,22 0,16

Minden osztalyba esik legaldbb 5 megfigyelés.

s s (N M2 - ((37/249 —45/301)2  (86/249 — 94/301)2+ (23/249 — 39/301)>

-249-301 =
Ny + My, 37 +45 86 + 94 23+ 39 )

k=1

Az osztalyok szama r = 5.

X2 =2,23; f=r—1=4; a=0,05  Cit=9,49

Y2 =2,23 < cpip = 9,49, elfogadjuk a nullhipotézist, a két varosban az egy haztartdsban élék
szamanak eloszldsa nem tér el szignifikansan. A p-érték: p = 0,31 > 0, 05.

3. A tapasztalati eloszlasfiiggvényen alapulé probak

Az alabbi kérdések gyakran felvetédnek, ha egy ismeretlen mennyiségnek nem csak a varhato
értékét és szorasat szeretnénk vizsgdlni (mint példdul a t-préoba esetében), hanem az eloszlését
pontosabban is:

1. Illeszkedésvizsgalat: a minta egy adott, folytonos eloszlasbodl szarmazik-e? Példaul,
igaz-e, hogy egy véletlenszerlien valasztott ember havi jovedelme a minimalbérrel osztva
egyes tipusu Pareto-eloszlasi o = 2,5 paraméterrel? 100 ember jovedelmét felmérve mikor
fogadhatd el ez a feltételezés, és mikor allithatjuk, hogy a jovedelem szignifikdnsan eltér
ettdl az eloszlastol?

2. Normalitas tesztelése: igaz-e, hogy egy minta normélis eloszlasbdl szarmazik? 100
ember testmagassagiat megmérve mikor mondhatjuk, hogy elfogadhaté ez a feltételezés, és
mikor allithatjuk, hogy a testmagassag eloszlasa szignifikdnsan eltér a normalis eloszlastol?
Egy n = 96 elem(l minta hisztogramja a[2} dbrén ldthato, egy n = 23 elem{i mintéé pedig
aldl abrén.

3. Homogenitasvizsgalat: két minta ugyanabbdl az eloszlasbdl szarmazik-e? Példaul:
megkérdezziik két varos 100—100 véletlenszeriien valasztott lakéjat a jovedelmérdl. Allithatjuk-
e az adatok alapjan, hogy a két varosban a jovedelmek eloszlasa szignifikdnsan eltéré? A



két eloszlas akkor egyezik meg, ha minden t-re igaz, hogy a legfeljebb ¢ jovedelmiiek aranya
megegyezik a két esetben.

Az els6 és a harmadik kérdés megvélaszolasara egy lehetéség: diszkretizaljuk a megfigyeléseket,

vagyis kozel azonos hosszisdgu intervallumokba osztjuk be 6ket (példdul jovedelmi kategéridkba),

és az igy kapott diszkrét eloszlasra x2-prébat végziink. Ha sziikséges, a paramétereket maximumlikelihood-
modszerrel becsiiljiik. Ebben az esetben viszont a végeredmény akar fiigghet is az intervallu-

mok (kategéridk) kialakitasatol. Az alabbi mddszerek ebbél a szempontbdl ,stabilabbak”, nincs

benniik ilyen jellegli tetszoleges valasztas.

Tapasztalati eloszlasfiiggvények tavolsagat hasznal6é prébdk:
e Kolmogorov—Szmirnov-préba
e Anderson—Darling-préba (az eltéréseket masképp silyozzuk)

e Cramér—von Mises-préba (az eltéréseket mésképp stilyozzuk)
Specialisan annak ellenorzésére, hogy egy eloszlds normalis eloszlast-e:

e Lilliefors-préba (a Kolmogorov—Szmirnov-prébén alapul)

e Shapiro-Wilk-préba (a rendezett minta varhat6 értékét és kovarianciamatrixat hasznélja)
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2. abra. A testmagassig hisztogramja n = 96 elem{i mintabdl, a stiriiségfliggvény becslése
Gauss-magfiiggvénnyel, és az X = 174, 3 varhaté értékii és s;, = 11,5 szérdsu normalis eloszlds
stiriségfuggvénye.

3.1. Tapasztalati eloszlasfiiggvény

Emlékeztet&ul: az X valdsziniiségi véltozo eloszlasfiiggvénye az F': R — [0, 1] fiiggvény, melyre
F(t)=P(X <t)

minden t € R-re.

3.1. Definici6 (Tapasztalati eloszlasfiiggvény (empirical cumulative distribution function)).

Az X1, Xo, ..., X, minta tapasztalati eloszlasfiigguénye az Fy, : R — [0, 1] fiigguény, melyre

- t-nél nem nagyobb mintaelemek szama
Fn(t) - .

n
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3. dbra. A testmagassig tapasztalati eloszlasfiiggvénye n = 96 elemii mintdbdl, és az X = 174,3
varhato értékil és s;, = 11,5 szérasi normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye.

3.2. Kolmogorov—Szmirnov-préba: illeszkedésvizsgalat

Legyen G egy rogzitett, folytonos eloszlasfiiggvény, vagyis G : R — [0, 1] monoton nové,
folytonos, —oo-beli limesze 0, oo-beli limesze 1. Azt szeretnénk eldonteni az Xi, Xo,..., X,
minta alapjan, hogy a vizsgdlt mennyiség (ezt jeloljik X-szel) valédi eloszlasat a G fiiggvény
irja-e le, azaz igaz-e, hogy

Fx(t) = G(t) & P(X <t)=G(t) minden t-re.

Hy : a minta valédi eloszlasfiiggvénye G
Hj : a minta valédi eloszlasfiiggvénye G-t61 kiilonb6z6

Az F, (t) tapasztalati eloszlasfiiggvény tehéat a t-nél nem nagyobb mintaelemek ardnya a meg-
figyelt mintdban, mig G(t) a nullhipotézis mellett annak valésziniisége, hogy egy mintaelem
legfeljebb t. Ha tehat a nullhipotézis teljesiil, akkor Fn(t) és G(t) nagy valdszintiséggel kozel
lesznek egymdshoz minden ¢-re, ahogy az a statisztika alaptételébél (Glivenko—Cantelli-tétel) is
kovetkezik.

Prébastatisztika, ami a tapasztalati eloszlasfiiggvény és G tavolsdgat méri, ugy, hogy a legna-
gyobb kiilonbséget veszi, abszolut értékben:

Fn(t) - G(t)

D,, = sup
teR

)

ahol F, a minta tapasztalati closzldsfiiggvénye. Bar E, és G fliggvények (valés szamokhoz
rendelnek 0 és 1 kozotti szdmokat, mint a 4l dbran), D,, egyetlen szadm lesz, hiszen az eltérés
szuprémumét vettiik (ez sok esetben megegyezik a maximummal, tehdt a legnagyobb kiilonbség
a két fliggvény értéke kozott, abszolit értékben értve). Hy teljesiilése esetén D,, eloszlasa (meg-
felel6 normalas utdn) Kolmogorov—Szmirnov-eloszldsi.

Ha D,, > Dy, (vagy p < «), akkor elutasitjuk Hp-t, a minta eloszlasfiiggvénye szignifikdnsan
eltér D-t6l. Itt Dy, a megfelel6 Kolmogorov—Szmirnov-préba kritikus értéke, ez tablazatbol
kiolvashaté.

Ha D,, < Dy, (vagy p > «) akkor elfogadjuk a nullhipotézist, nincs szignifikans eltérés G-t6l.
Ha n > 35, akkor a kritikus értékre az alabbi kozelités adhat6 (o szignifikanciaszint mellett):

log(4/a)
N

Dy =
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4. dbra. A GDP volumenindexének (az érték osztva az eléz6 évi értékkel) 1993-2018 kozotti
értékeinek hisztogramja, a becsiilt normalis eloszlas és a becsiilt stirtiségfiiggvény, illetve az eltolt
Beta-eloszlds stirtiségfiiggvénye (balra), illetve a tapasztalati eloszldsfiiggvény és a megadott G
eloszlasfiiggvény (az adatok forrdsa: KSH)

Kolmogorov—Szmirnov-préba, példa. Tekintsiik a GDP volumenindexének (az el6z6 évi
érték osztva az aktudlis értékkel) adatait 1993-2018 kozott. Elfogadhaté-e, hogy az eloszlas egy
a = 70,b = 2 paraméterli Beta-eloszlas 0, 06-tal eltolva? Ez azt jelentené, hogy a stirtiségfiiggvény
egy megfelel polinom. A Beta-eloszlds az értékeit a [0, 1] intervallumon veszi fel, ezért van
sziikség az eltoldsra. A Beta-eloszlds siiriiségfliggvénye a [0, 1] intervallumon beliil (ezen kiviil 0):
22 1 (1—2)*~1, most tehét ez az 259 (1—x) polinom. A abran lathaté ennek a stirtiségfiiggvénynek
és a hisztogramnak az Gsszehasonlitdsa, a [d dbrén pedig a tapasztalati eloszlasfiiggvénynek és
az eltolt Beta-eloszlas G eloszlasfiiggvénynek az Gsszehasonlitasa.

A probat elvégezve:

ks.test(gdp-0.06, "pbeta", 70, 2)
One-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: gdp - 0.06

D = 0.1666, p-value = 0.5456
alternative hypothesis: two-sided

Az eloszlésfliggvények kozotti legnagyobb kiilonbség tehdt 0,167 (taldn ¢ = 1,022 vagy 1,045
koriil). A p-érték tobb 0,05-nél, igy a hipotézis elfogadhaté.

3.3. A normalitas tesztelése: Lilliefors-préba

Specialis modszerek hasznalhatok annak eldontésére, hogy egy eloszldas normalis eloszldsi-e.
Ilyenkor azonban nem egy adott eloszlasfiiggvényrél van szd, amivel az F,, tapasztalati el-
oszlasfiggvényt Gssze tudjuk hasonlitani, hiszen a normalis eloszlds varhatd értéke és szérasa
ebben az esetben ismeretlen paraméter. Eloszor tehat ezeket kell megbecsiilni a mintdbdl, és
utdna tudjuk az Osszehasonlitast elvégezni.

Hj : a minta normalis eloszlasbdl szarmazik (valamilyen m, o paraméterekkel)

Hy : a minta eloszlasa nem normalis eloszlas

Legyen X a mintadtlag, s’ a korrigdlt tapasztalati szérés, G pedig az m varhato értékil és o

szérést normélis eloszlds eloszlésfiiggvénye: G(t) = ®((t — X)/s*). Ekkor a prébastatisztika
(ugyanaz, mint a Kolmogorov—Szmirnov-prébénal):

D =sup |E,(t) — G(t)).
teR



Ha D, > Dy (vagy p < a), akkor elutasitjuk Ho-t, a minta eloszldsa szignifikdnsan eltér a
normadlis eloszlastdl (itt Dy, a megfelel6 Lilliefors-préba kritikus értéke).

Ha D,, < Dy, (vagy p > «a) akkor elfogadjuk a nullhipotézist, nincs szignifikdns eltérés a
normalis eloszlastol.

0,068

A3l abrahoz tartozd, 96 elemil, testmagassagra vonatkozé példaban:
require(nortest)

> lillie.test(testmagassag)

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test

data: testmagassag

D = 0.0609, p-value = 0.5307

Mivel 0,068 = D < Dy = 0,09, illetve p = 0,5307 > 0,05 = «, a szignifikanciaszintet
a = 0,05-nek valasztva elfogadhatd, hogy a testmagassdg normaélis eloszlasi a megadott pa-
raméterekkel, nincs szignifikdns eltérés a normalis eloszlastol.

Ugyanakkor a4 dbrdhoz tartozé, volumenindexre vonatkozé példdban:
> lillie.test(gdp)

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test

data: gdp

D = 0.2055, p-value = 0.01287

Itt p < 0,05, vagyis a nullhipotézist elutasitjuk, a volumenindex eloszldsa szignifikdnsan eltér a
normalis eloszlastol.

Megjegyzés: a rendezett minta kovarianciamatrixat hasznalé Shapiro-Wilk-prébandl a testma-
gassag esetében p = 0, 36, mig a gdp volumenindexe esetében p = 0,0002, vagyis ugyanazokra a
kovetkeztetésekre juthatunk a két mdédszerrel.

4. Kolmogorov—Szmirnov-préba: homogenitasvizsgalat

Az is gyakran el6fordul, hogy nem egy adatsor eloszldsat szeretnénk egy adott eloszldshoz ha-
sonlitani, hanem két minta homogenitasat teszteljiik, vagyis azt szeretnénk eldonteni, hogy a
két minta eloszlasa megegyezd, vagy szignifikansan eltér6. Példaul: megmértiik néhany férfi és
no testmagassagat. A tapasztalati eloszlasfuggvények az |bl abran lathatok. Alh’thatjuk-e, hogy
a férfiak és a nok testmagassdganak eloszlasa szignifikansan eltéré? Ez a kérdés nem csak a
varhaté értékre és a szordsra vonatkozik, hanem magéra az eloszlasra.

Hy:az Xq,..., X, éY,..., Y, mintdk ugyanabbdl az eloszlasbdl szarmaznak, azaz minden
t valds szamra teljesiil, hogy P(X; <t) =P(Y; <1).

Hi : a mintdk kiilonb6z6 eloszlasbdl szarmaznak, azaz van olyan ¢ valds szam, amire P(X; <
) # B(Y; < t).

Az egymintas esethez hasonléan a Kolmogorov—Szmirnov-préba azon alapul, hogy ha a két
eloszlas megegyezik, akkor minden t-re a t-nél nem nagyobb mintaelemek aranya hasonlo, és
a mintaelemek szamét noévelve ,egyre hasonlébb” (a nagy szamok torvénye alapjan), igy a
tapasztalati eloszlasfiiggvények legnagyobb eltérésén alapul az eljaras.
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5. dbra. A férfiak (n = 38 megfigyelés) és nék (m = 42 megfigyelés) testmagassdganak tapasz-
talati eloszlasfiiggvénye

A probastatisztika, ami Hy esetén Kolmogorov—Szmirnov-eloszlasu:

~

Fn(t) - Gm(t)

Dy = sup
teR

?

ahol F), az X , a Gum pedig az Y minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye.

Ha D,,, > Dy (vagy p < «), akkor elutasitjuk Hp-t, a mintdk eloszldsa szignifikdnsan
kiilonb6z6 (itt Dyt a megfelelé Kolmogorov—Szmirnov-préba kritikus értéke).

Ha D < Dy, (vagy p > «) akkor elfogadjuk a nullhipotézist, nincs szignifikdns eltérés a mintdk
eloszlasa kozott.

A kritikus értékek az aldbbi Osszefliggés alapjan kozelithetdk:

(e e}
1
lim IP’< ﬂDm,n < y) = Z(—l)ke_%Qy2 = Dyt ~ m n\/_ log a.
m,n—00 m-+n Pt mn 2
4.1. Homogenitasvizsgalat: példa
Hy:az Xq,...,X, és Yq,...,Y,, mintdk ugyanabbdl az eloszlasbdl szarmaznak, vagyis a férfiak

és nok testmagassaganak eloszldsa megegyezik.

Hy : a mintdk kiilénboz6 eloszlasbdl szarmaznak, vagyis a férfiak és ndék testmagassaganak
eloszlasa eltérd.

A probastatisztika a tapasztalati eloszlasfiiggvények legnagyobb eltérése, az dbra alapjan t = 174
kornyékén lehet:

Fn(t) - ém(t)

Dm,n = Sup
teR

)

ahol F, az X, a Gy, pedig az Y minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye. A nullhipotézist elutasitjuk,
ha D nagyobb a kritikus értéknél.

> ks.test(ferfi, no, alternative="two.sided")
Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: ferfi and no

D = 0.6754, p-value = 2.486e-08

alternative hypothesis: two-sided




A p-érték kisebb 0,05-nél, a nullhipotézist elutasitjuk, férfiak (n = 38 megfigyelés) és a nék
(m = 42 megfigyelés) testmagassdganak eloszlasa szignifikdnsan kiilonbozé.

4.2. Kolmogorov—Szmirnov-préba: egyoldali homogenitasvizsgalat

Azt is kérdezhetjiik, hogy igaz-e, hogy a két minta koziil az egyik , tipikusan” nagyobb értékeket
vesz fel, mint a masik. Ezt igy fogalmazhatjuk meg az eloszlasfiiggvények segitségével: minden
t valés szamra igaz, hogy

P(X <t)<P(Y <t).
Ez azt jelenti, hogy annak valészintiisége, hogy X egy adott értéknél kisebb, kisebb, mint ugyanez
Y esetében, vagyis X inkdabb nagyobb értékeket vesz fel, mint Y.

Hy : az X és Y valdszinliségi valtozdk ugyanabbdl az eloszlasbdl szarmaznak

H; : minden ¢ valés szdmra F'(t) = P(X <t) < G(t) =P(Y <t), ahol F az X, a G pedig az Y’
eloszlasfuggvénye. Azaz X > Y sztochasztikusan.

Ilyenkor a probastatisztika szintén a két minta tapasztalati eloszlasfiiggvényébdl szamolhatd, de
most az eltérés eléjele is fontos (hiszen arra vagyunk kivancsiak, hogy P(X < t) < P(Y < t)
teljesiil-e), igy abszolut érték nélkiil szamolunk:

Dr_n,n = sup én(t) - Fm(t)v
teR

ahol F, az X, a Gy, pedig az Y minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye. A nullhipotézist elutasitjuk,
ha D nagyobb az egyoldali Kolmogorov—Szmirnov-préba kritikus értékénél.

Ennek megvaldsitasa az el6z6 példa esetében:
Hy : a férfiak és a nék testmagassdganak eloszldsa megegyezik

Hy : ha X egy véletlenszerlien vélasztott férfi testmagassaga, Y pedig egy véletlenszeriien
vélasztott néé, akkor minden t valés szamra F(t) = P(X < t) < G(t) = P(Y < t), ahol F
az X, a G pedig az Y eloszlasfiiggvénye. Azaz X > Y sztochasztikusan.

> ks.test(ferfi, no, alternative="less")
Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: ferfi and no

D~ = 0.6754, p-value = 1.243e-08

alternative hypothesis: the CDF of x lies below that of y

A probastatisztika értéke ugyanaz, mint a kétoldali esetben volt, hiszen itt pozitiv volt a
kiilonbség, az abszolit értéke sajat maga. A p-érték kisebb 0, 05-nél, a nullhipotézist elutasitjuk.
A férfiak (n = 38 megfigyelés) testmagassdga szignifikdnsan nagyobb nékénél (m = 42 megfi-
gyelés) a sztochasztikus értelemben: F(t) =P(X <t) < G(t) = P(Y <t) minden t-re.

5. QQ-plot

Annak vizsgalatara, hogy két minta ugyanabbdl az eloszlasbdl szarmazik-e (homogenitasvizsgalat)
a leird statisztikdban a Q@Q-plot is gyakran hasznélt dbrazoldsi maéd.

e a QQ-plot két minta eloszlasanak az Osszehasonlitdsdra szolgal, a kvantilisek Osszeha-
sonlitasaval

e ha a tapasztalati z-kvantilis az elsé mintaban ¢1, a mésodikban ¢o, akkor a (q1, ¢2) pontba
keriil egy pont
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e minél inkdbb egyezik a két minta eloszldsa, annal kozelebb lesznek a tapasztalati el-
oszlasfiiggvényik, ezért annal kozelebb lesznek az ugyanahhoz a z-hez tartozé kvantiliseik
egymashoz, vagyis anndl kozelebb lesz a QQ-plot az y = x egyeneshez.

A6l 4brén a testmagassidg n = 96 elemi adatsordnak és egy, a becsiilt paraméterekhez tartozé
normalis eloszlasi mintdnak a QQ-plotja lathatéd. Ez kozel van az y = = egyeneshez, annak
megfelel6en, hogy el tudtuk fogadni azt a hipotézist, hogy a testmagassidg normalis eloszlasu.
A [7l abran ugyanebbdl az adatsorbdl a férfiakhoz, illetve nékhoz tartozé adatsorok QQ-plotja
lathato. Itt a pontok egyaltalan nem illeszkednek az y = x egyenesre, annak megfeleléen, hogy
azt lattuk, hogy szignifikdnsan eltérék a magassidgok a két esetben.

Testmagassag és normalis eloszlas QQ-plotja

normalis eloszlas

150 160 170 180 180 200 210

140 160 180 200

testmagassag (cm)

6. 4bra. A testmagassig adatok és egy szintén 96 elem(i, X = 174, 3 varhat6 értékii és s* = 11,5
szorasu normalis eloszldsi minta QQ-plotja

A férfiak és nok testmagassaganak QQ-plotja
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7. abra. QQ-plot a férfiak és nck testmagassaganak Gsszehasonlitdsara, n = 96 elemii minta
alapjan

Hazi feladat aprilis 28., szerda, 9:00-ig Tekintsiik az Gsszegyijtott mintat.

(a) Allfthatjuk—e «a = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a 25 évesnél fiatalabbak és idésebbek
szabadban toltott idejének eloszlasfliiggvénye szignifikdnsan kiillonb6zo?

(b) Az Osszegyijtott mintdban valasszunk ki két eseményt (példdul: valaki 25 évesnél fiatalabb,
és legalabb 3 sorozatot nézett, de lehet mas is), és vizsgaljuk meg, hogy van-e koztiik szignifikdns
pozitiv (vagy negativ) korreldci.
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