Matematikai statisztika el6adas, 9. hét, aprilis 15.
Nemparaméteres probak: illeszkedésvizsgalat és homogenitasvizsgalat

1. A tapasztalati eloszlasfiiggvényen alapulé probak

Az aldbbi kérdések gyakran felvetédnek, ha egy ismeretlen mennyiségnek nem csak a véarhaté értékét és
szorasat szeretnénk vizsgalni (mint példdul a ¢-préba esetében), hanem az eloszldsat pontosabban is:

1. Illeszkedésvizsgdlat: a minta egy adott, folytonos eloszldsbdl szarmazik-e? Példdul, igaz-e, hogy
egy véletlenszertien vélasztott ember havi jovedelme a minimalbérrel osztva egyes tipusu Pareto-
eloszlasi a = 2,5 paraméterrel? 100 ember jovedelmét felmérve mikor fogadhato el ez a feltételezés,
és mikor allithatjuk, hogy a jovedelem szignifikdnsan eltér ettdl az eloszlastol?

2. Normalitas tesztelése: igaz-e, hogy egy minta normalis eloszlasbdl szarmazik? 100 ember test-
magassagat megmérve mikor mondhatjuk, hogy elfogadhat6 ez a feltételezés, és mikor allithatjuk,
hogy a testmagassag eloszlasa szignifikdnsan eltér a normalis eloszlastol? Egy n = 96 elemil minta
hisztogramja az 1. dbran lathato, egy n = 23 elemli mintaé pedig a 3. abran.

3. Homogenitasvizsgalat: két minta ugyanabbdl az eloszldsbdl szarmazik-e? Példaul: megkérdezziik
két varos 100 — 100 véletlenszertien vélasztott lakdjat a jovedelmérdl. Alh’thatjuk—e az adatok
alapjan, hogy a két varosban a jovedelmek eloszldsa szignifikdnsan eltéré? A két eloszlas akkor
egyezik meg, ha minden t-re igaz, hogy a legfeljebb ¢ jovedelmiiek ardnya megegyezik a két esetben.

Az els6 és a harmadik kérdés megvalaszoldsara egy lehetOség: diszkretizaljuk a megfigyeléseket, vagy-
is kozel azonos hosszisdgu intervallumokba osztjuk be 6ket (példdul jovedelmi kategdridkba), és az
igy kapott diszkrét eloszldsra y2-prébét végziink. Ha sziikséges, a paramétereket maximumlikelihood-
modszerrel becsiiljiik. Ebben az esetben viszont a végeredmény akdr fiigghet is az intervallumok (ka-
tegéridk) kialakitdsatél. Az aldbbi mddszerek ebbdl a szempontbdl ,stabilabbak”, nincs benntk ilyen
jellegli tetszoleges vélasztés.

Tapasztalati eloszlasfiiggvények tavolsigat hasznal6 probak:

e Kolmogorov—Szmirnov-proba
e Anderson—Darling-préba (az eltéréseket masképp stlyozzuk)

e Cramér—von Mises-préba (az eltéréseket masképp stlyozzuk)
Specialisan annak ellenOrzésére, hogy egy eloszlas normalis eloszlasu-e:

e Lilliefors-préba (a Kolmogorov—Szmirnov-prébén alapul)

e Shapiro-Wilk-préba (a rendezett minta vérhaté értékét és kovarianciamdtrixat hasznélja)

1.1. Tapasztalati eloszlasfiiggvény
EmlékeztetSil: az X valdszin{iségi véltozé eloszlasfiiggvénye az F' : R — [0, 1] fliggvény, melyre
Fit)=P(X <t)

minden t € R-re.

1.1. Definicié (Tapasztalati eloszlasfiiggvény (empirical cumulative distribution function)).
Az X1, Xo, ..., X, minta tapasztalati eloszldsfigguénye az F,, : R — [0,1] figguény, melyre

- __t-nél nem nagyobb mintaelemek szdma

F,(t) =

n



Testmagassag hisztogramja
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1. dbra. A testmagassdg hisztogramja n = 96 elemii mintdbdl, a sfirtiségfiiggvény becslése Gauss-
magfiiggvénnyel, és az X = 174, 3 varhato értéki és s} = 11, 5 szérasu normalis eloszlas stiriiségfiiggvénye.
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2. 4bra. A testmagassig tapasztalati eloszldsfiiggvénye n = 96 elemii mintdbdl, és az X = 174, 3 varhaté
értéki és s; = 11,5 szérdsu normalis eloszlds eloszlasfiiggvénye.

1.2. Kolmogorov—Szmirnov-préba: illeszkedésvizsgalat

Legyen G egy rogzitett, folytonos eloszlasfiiggvény, vagyis G : R — [0, 1] monoton névé, folytonos,
—oo-beli limesze 0, oco-beli limesze 1. Azt szeretnénk eldénteni az X, Xo, ..., X,, minta alapjan, hogy a
vizsgalt mennyiség (ezt jeloljiik X-szel) val6di eloszldsat a G fiiggvény irja-e le, azaz igaz-e, hogy

Fx(t) = G(t) = P(X <t)=G(t) minden t-re.

Hj : a minta valodi eloszlasfliggvénye G
H; : a minta valddi eloszlasfliggvénye G-t6l kiilonboz6

Az F’n(t) tapasztalati eloszlasfliggvény tehat a ¢t-nél nem nagyobb mintaelemek ardnya a megfigyelt
mintdban, mig G(t) a nullhipotézis mellett annak valdszinfisége, hogy egy mintaelem legfeljebb ¢. Ha
tehat a nullhipotézis teljesiil, akkor F,(t) és G(t) nagy valészintiséggel kozel lesznek egyméshoz minden
t-re, ahogy az a statisztika alaptételébdl (Glivenko—Cantelli-tétel) is kovetkezik.

Prébastatisztika, ami a tapasztalati eloszlasfiiggvény és G tavolsdgat méri, ugy, hogy a legnagyobb
kiilonbséget veszi, abszolat értékben:

D,, = sup F‘n(t) — G(t)|,

teR

ahol F,, a minta tapasztalati eloszlasfliggvénye. Bar E, é G fiiggvények (valés szdmokhoz rendelnek 0
és 1 kozotti szdmokat, mint a 4. dbran), D,, egyetlen szdm lesz, hiszen az eltérés szuprémumédt vettik



GDP volumenindexének hisztogramja (1996-2018)
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3. dbra. A GDP volumenindexének (az érték osztva az el6z6 évi értékkel) 1993-2018 kozotti értékeinek
hisztogramja, a becsiilt normadlis eloszlas és a becsiilt slriiségfiiggvény, illetve az eltolt Beta-eloszlds
stirliségfiiggvénye (az adatok forrdsa: KSH)
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4. dbra. A GDP volumenindexének (az érték osztva az el6z6 évi értékkel) 1993-2018 kozotti értékeinek
tapasztalati eloszldsfliggvénye és a megadott G eloszldsfliggvény (az adatok forrdsa: KSH)

(ez sok esetben megegyezik a maximummal, tehét a legnagyobb kiilonbség a két fliggvény értéke kozott,
abszolit értékben értve). Hy teljesiilése esetén D, eloszldsa (megfeleld normélds utdn) Kolmogorov—
Szmirnov-eloszlasu.

Ha D,, > Dyt (vagy p < «), akkor elutasitjuk Ho-t, a minta eloszldsfiiggvénye szignifikdnsan eltér D-t6l.
Itt Dy,it a megfelel6 Kolmogorov—Szmirnov-préba kritikus értéke, ez tablazatbdl kiolvashato.

Ha D,, < Dyit, (vagy p > «) akkor elfogadjuk a nullhipotézist, nincs szignifikéns eltérés G-t6l.

Ha n > 35, akkor a kritikus értékre az aldbbi kozelités adhatd (« szignifikanciaszint mellett):

V1og(4/a)
Dkrlt ~ - = -
Vn

Kolmogorov—Szmirnov-préba, példa. Tekintsiik a GDP volumenindexének (az el6z6 évi érték osztva
az aktudlis értékkel) adatait 1993-2018 kozott. Elfogadhaté-e, hogy az eloszlds egy a = 70,b = 2 pa-
raméteri Beta-eloszlds 0, 06-tal eltolva? Ez azt jelentené, hogy a siirtiségfiiggvény egy megfelel6 polinom.
A Beta-eloszlds az értékeit a [0, 1] intervallumon veszi fel, ezért van sziikség az eltoldsra. A Beta-eloszlas
stirtiségfiiggvénye a [0, 1] intervallumon beliil (ezen kiviil 0): 2¢~1(1 — z)°~!, most tehét ez az 25°(1 — )
polinom. A 3. dbran lathaté ennek a slriuségfiiggvénynek és a hisztogramnak az Gsszehasonlitisa, a 4.
abran pedig a tapasztalati eloszlasfiggvénynek és az eltolt Beta-eloszlas G eloszlasfiiggvénynek az Gssze-
hasonlitasa.

A probat elvégezve:



ks.test(gdp-0.06, "pbeta", 70, 2)
One-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: gdp - 0.06

D = 0.1666, p-value = 0.5456
alternative hypothesis: two-sided

Az eloszlasfiggvények kozotti legnagyobb kiilénbség tehdt 0,167 (taldn ¢ = 1,022 vagy 1,045 koriil). A
p-érték tobb 0,05-nél, igy a hipotézis elfogadhato.

1.3. A normalitas tesztelése: Lilliefors-préoba

Specidlis médszerek hasznédlhaték annak eldontésére, hogy egy eloszlas normalis eloszlasi-e. Ilyenkor
azonban nem egy adott eloszlasfiiggvényrél van sz, amivel az F,, tapasztalati eloszlasfliggvényt Ossze
tudjuk hasonlitani, hiszen a normalis eloszlds varhaté értéke és szérdsa ebben az esetben ismeretlen pa-
raméter. El6szor tehat ezeket kell megbecsiilni a mintabdl, és utdna tudjuk az 6sszehasonlitast elvégezni.

Hj : a minta normdlis eloszldsbdl szérmazik (valamilyen m, o paraméterekkel)
Hy : a minta eloszldsa nem normélis eloszlas

Legyen X a mintadtlag, s’ a korrigdlt tapasztalati széras, G pedig az m varhaté értékli és o szérasu

normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye: G(t) = ®((t — X)/s*). Ekkor a prébastatisztika (ugyanaz, mint a
Kolmogorov—Szmirnov-prébanal):

D = sup |Fn(t) — G'(t)|
teR

Ha D, > Dy (vagy p < «), akkor elutasitjuk Ho-t, a minta eloszldsa szignifikdnsan eltér a normalis

eloszlastdl (itt Dyt a megfeleld Lilliefors-préba kritikus értéke).

Ha D, < Dy, (vagy p > a) akkor elfogadjuk a nullhipotézist, nincs szignifikdns eltérés a normalis
eloszlastol.

0,068

A 2. abrdhoz tartozo, 96 elemii, testmagassdgra vonatkozé példdban:
require (nortest)

> lillie.test(testmagassag)

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test

data: testmagassag

D = 0.0609, p-value = 0.5307

Mivel 0,068 = D < Dyt = 0,09, illetve p = 0,5307 > 0,05 = «, a szignifikanciaszintet o = 0, 05-
nek valasztva elfogadhatd, hogy a testmagassdg normaélis eloszldsi a megadott paraméterekkel, nincs
szignifikdns eltérés a normaélis eloszlastdl.

Ugyanakkor a 3. dbrahoz tartozé, volumenindexre vonatkozé példaban:
> lillie.test(gdp)

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test

data: gdp

D = 0.2055, p-value = 0.01287

Itt p < 0,05, vagyis a nullhipotézist elutasitjuk, a volumenindex eloszlasa szignifikdnsan eltér a normalis
eloszlastol.

Megjegyzés: a rendezett minta kovarianciamétrixdt haszndlé Shapiro—Wilk-prébandl a testmagassag
esetében p = 0,36, mig a gdp volumenindexe esetében p = 0,0002, vagyis ugyanazokra a kovetkez-
tetésekre juthatunk a két maddszerrel.
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5. dbra. A férfiak (n = 38 megfigyelés) és nék (m = 42 megfigyelés) testmagassdganak tapasztalati
eloszlasfiiggvénye

2. Kolmogorov—Szmirnov-préba: homogenitasvizsgalat

Az is gyakran el6fordul, hogy nem egy adatsor eloszldsat szeretnénk egy adott eloszlashoz hasonlitani,
hanem két minta homogenitasat teszteljiik, vagyis azt szeretnénk eldonteni, hogy a két minta eloszlasa
megegyezd, vagy szignifikansan eltér6. Példaul: megmértitk néhany férfi és n6 testmagassagat. A tapasz-
talati eloszlasfiiggvények az 5. abran lathatok. Alh’thatjuk—e, hogy a férfiak és a nok testmagassaganak
eloszlasa szignifikdnsan eltér6? Ez a kérdés nem csak a varhatd értékre és a szorasra vonatkozik, hanem
magara az eloszlasra.

Hy:az Xp,..., X, ésYq,...,Y,, mintdk ugyanabbdl az eloszlasbdl szarmaznak, azaz minden ¢ valds
szamra teljesiil, hogy P(X; < t) = P(Y; < 1).

H, : a mintdk kiilonb6z6 eloszldsbdl szdrmaznak, azaz van olyan ¢ valds szdm, amire P(X; < t) #
P(Y; <1t).

Az egymintés esethez hasonléan a Kolmogorov—Szmirnov-préba azon alapul, hogy ha a két eloszlds meg-
egyezik, akkor minden t-re a t-nél nem nagyobb mintaelemek aranya hasonld, és a mintaelemek szamat
novelve ,egyre hasonlébb” (a nagy szdmok torvénye alapjan), igy a tapasztalati eloszlasfiiggvények leg-
nagyobb eltérésén alapul az eljaras.

A prébastatisztika, ami Hy esetén Kolmogorov—Szmirnov-eloszlas:

D,,,n, = sup ’Fn(t) — Gm(t)
teR

)

ahol F, az X , a Gm pedig az Y minta tapasztalati eloszldsfiiggvénye.

Ha D,,.,, > Dyt (vagy p < «), akkor elutasitjuk Ho-t, a mintdk eloszldsa szignifikdnsan kiilonbozé (itt
Dyit a megfelel6 Kolmogorov—Szmirnov-préba kritikus értéke).

Ha D < Dyit, (vagy p > «) akkor elfogadjuk a nullhipotézist, nincs szignifikans eltérés a minték eloszlasa
kozott.

A kritikus értékek az alabbi Osszefiiggés alapjan kozelitheték:

> 1
lim IP( N D < y) =3 (—1)Fe Y 5 Dy [ + ”\/—1oga.

m,n— 00 m n
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2.1. Homogenitasvizsgalat: példa

Hy:az Xq,...,X, és Yq,...,Y,, mintdk ugyanabbdl az eloszlasbdl szarmaznak, vagyis a férfiak és nék
testmagassaganak eloszlasa megegyezik.

H; : a mintak kiilonb6z6 eloszlasbol szarmaznak, vagyis a férfiak és nok testmagassaganak eloszlasa eltéro.



A prébastatisztika a tapasztalati eloszlasfiiggvények legnagyobb eltérése, az dbra alapjan t = 174 kérnyékén
lehet:

Dy, = sup ’Fn(t) — Gm(t)
teR

)

ahol F,, az X, a G, pedig az Y minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye. A nullhipotézist elutasitjuk, ha D
nagyobb a kritikus értéknél.

> ks.test(ferfi, no, alternative="two.sided")
Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: ferfi and no

D = 0.6754, p-value = 2.486e-08

alternative hypothesis: two-sided

A p-érték kisebb 0,05-nél, a nullhipotézist elutasitjuk, férfiak (n = 38 megfigyelés) és a nék (m = 42
megfigyelés) testmagassdgdnak eloszldsa szignifikdnsan kiilonbozo.

2.2. Kolmogorov—Szmirnov-préba: egyoldali homogenitasvizsgalat

Azt is kérdezhetjilk, hogy igaz-e, hogy a két minta kozil az egyik ,tipikusan” nagyobb értékeket vesz
fel, mint a masik. Ezt igy fogalmazhatjuk meg az eloszlasfiiggvények segitségével: minden ¢ valés szamra
igaz, hogy

P(X <t)<P(Y <t).

Ez azt jelenti, hogy annak valdszinlisége, hogy X egy adott értéknél kisebb, kisebb, mint ugyanez Y
esetében, vagyis X inkdbb nagyobb értékeket vesz fel, mint Y.

Hy : az X és Y valdszintiségi valtozok ugyanabbdl az eloszldsbdl szarmaznak

Hy : minden t valés szamra F(t) = P(X < ¢) < G(t) = P(Y < t), ahol F az X, a G pedig az Y
eloszlasfliiggvénye. Azaz X > Y sztochasztikusan.

Ilyenkor a prébastatisztika szintén a két minta tapasztalati eloszlasfiiggvényébdl szamolhatd, de most
az eltérés eldjele is fontos (hiszen arra vagyunk kivancsiak, hogy P(X < t) < P(Y < t) teljesiil-e), igy
abszolut érték nélkiil szamolunk:

D, ,, =sup G (t) — Fon(t),
teR

ahol F,, az X, a G, pedig az Y minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye. A nullhipotézist elutasitjuk, ha D
nagyobb az egyoldali Kolmogorov—Szmirnov-préba kritikus értékénél.

Ennek megvaldsitdsa az el6zé példa esetében:
Hy : a férfiak és a nok testmagassdganak eloszldsa megegyezik

H, : ha X egy véletlenszeriien valasztott férfi testmagassaga, Y pedig egy véletlenszerlien valasztott néé,
akkor minden ¢ valds szémra F(t) = P(X < t) < G(t) = P(Y < t), ahol F az X, a G pedig az YV
eloszlasfliiggvénye. Azaz X > Y sztochasztikusan.

> ks.test(ferfi, no, alternative="less")

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: ferfi and no

D~ = 0.6754, p-value = 1.243e-08

alternative hypothesis: the CDF of x lies below that of y

A proébastatisztika értéke ugyanaz, mint a kétoldali esetben volt, hiszen itt pozitiv volt a kiilonbség,
az abszolit értéke sajit maga. A p-érték kisebb 0,05-nél, a nullhipotézist elutasitjuk. A férfiak (n =
38 megfigyelés) testmagassiga szignifikdnsan nagyobb nékénél (m = 42 megfigyelés) a sztochasztikus
értelemben: F(t) = P(X <t) < G(t) =P(Y <t) minden t-re.



3. QQ-plot

Annak vizsgdlatdra, hogy két minta ugyanabbdl az eloszldsbdl szarmazik-e (homogenitdsvizsgélat) a leird
statisztikdban a Q@-plot is gyakran hasznélt abrézolasi mod.

e a QQ-plot két minta eloszlasanak az Gsszehasonlitasara szolgal, a kvantilisek Gsszehasonlitasdval

e ha a tapasztalati z-kvantilis az els§ mintdban ¢;, a mésodikban ¢q, akkor a (g, ¢2) pontba keriil
egy pont

e minél inkabb egyezik a két minta eloszlasa, annal kozelebb lesznek a tapasztalati eloszlasfiiggvényik,
ezért annal kozelebb lesznek az ugyanahhoz a z-hez tartozé kvantiliseik egymashoz, vagyis annal
kozelebb lesz a QQ-plot az y = x egyeneshez.

A 6. Abran a testmagassig n = 96 elemii adatsordnak és egy, a becsiilt paraméterekhez tartozé normélis
eloszlasi mintanak a QQ-plotja lathaté. Ez kozel van az y = x egyeneshez, annak megfeleléen, hogy
el tudtuk fogadni azt a hipotézist, hogy a testmagassig normalis eloszlasu. A 7. dbran ugyanebbdl az
adatsorbol a férfiakhoz, illetve n6khoz tartozé adatsorok QQ-plotja lathaté. Itt a pontok egydltalan
nem illeszkednek az y = x egyenesre, annak megfeleléen, hogy azt lattuk, hogy szignifikdnsan eltérck a
magassagok a két esetben.

Testmagassag és normalis eloszlas QQ-plotja
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6. abra. A testmagassdg adatok és egy szintén 96 elemfi, X = 174, 3 varhaté értékii és s’ = 11,5 szdérasi
normalis eloszlasi minta QQ-plotja

A férfiak és nok testmagassaganak QQ-plotja

190 200
1 1

180
L

nok testmagassaga (cm)
170
L

160
1

150
1

150 160 170 180 190 200

férfiak testmagassaga (cm)

7. abra. QQ-plot a férfiak és nok testmagassidganak Osszehasonlitdsara, n = 96 elem{ minta alapjan



4. El6jelpréba

Azt, hogy két mennyiség koziil tipikusan melyik a nagyobb (errél volt szé a 2.2. szakaszban az egyoldali
Kolmogorov—Szmirnov-prébandl), ugy is vizsgélhatjuk, hogy nem azt kérdezziik, hogy egy adott ¢ értéknél
milyen valdszintiséggel kisebbek, hanem hogy egymashoz hasonlitjuk Sket, és azt kérdezziik, hogy annak
valészintisége, hogy az els6 nagyobb lesz, mint a masodik, ugyanaz-e, mint annak valészintisége, hogy a
masodik nagyobb, mint az elsd.

Ha példaul kétszer megismételjiik ugyanazt a kisérletet, fliggetleniil, ugyanolyan kortilmények kozott, ak-
kor ez a két valdsziniiség a szimmetria miatt ugyanaz, a két kisérlet sorrendje valéjaban felcserélhets. Ha
viszont példaul X egy véletlenszerlien valasztott fovarosi munkavallalé jovedelme, mig Y egy véletlenszertien
vélasztott vidéki munkavéllalé jovedelme, akkor P(X > Y') > P(X < Y), hiszen barmelyik eset el6fordulhat,
de (feltételezve, hogy a févarosban tipikusan nagyobbak a jovedelmek), az els§ eset valészintibb. Vagy
példdul egy téparti szalloda forgalma legyen méjusban X, juniusban Y. Ekkor P(X > Y) < P(X <Y,
hiszen feltehetéen a juniusi forgalom nagyobb. Raadéasul ez a kérdés akkor is értelmes, ha X és Y nem
fliggetlenek egyméastol.

Legyen (X1,Y1),(Xs2,Y2),...,(X,,Y,) olyan minta, melyben a felsorolt parok fiiggetlenek egymastdl (de
a parok két eleme nem feltétleniil fiiggetlen), és folytonos eloszldsiak.

Kétoldali nullhipotézis:
Hy:P(X >Y)=P(X<Y). H :P(X>Y)#PX <Y).

Legyen W az olyan parok szama, amikre Y; > X;. A Hgy nullhipotézis teljesiilése esetén ez binomislis
eloszlasd, n renddel és p = 0,5 paraméterrel, hiszen minden par esetében egymdstol fiiggetlentl 0,5
valészintiséggel teljesiil az egyenlétlenség. (Mivel az eloszlasok folytonosak, annak valészinlisége, hogy
X =Y, nulla lesz, ezzel nem kell szdmolnunk.) Mivel a binomiélis eloszlds fiiggetlen azonos eloszlasu
indikatorok Osszege, érvényes réd a centralis hatareloszlastétel, igy a nullhipotézis esetén W-bol a varhatéd
értékét (n/2-t) levonva, majd a szérdsaval (y/np(l — p) = y/n/4) osztva a kapott valésziniiségi valtozé a
standard normélis eloszlashoz tart. Ezt kozelitésként hasznalva feltélezziik, hogy az alabbi z mennyiség
eloszlasa kozelitéleg standard normalis eloszlas, ha n elég nagy, és a standard normalis eloszlas kvantiliseit,
vagyis a z-préba kritikus értékeit hasznaljuk a prébahoz.

A prébastatisztika legyen tehat
W —n/2

n/4

(1)
Elutasitjuk a nullhipotézist, ha |z| > ®71(1 — a/2), kiilénben elfogadjuk. A p-érték, ugyanigy, ahogy a
z-prébéandl, 2(1 — @(|z])) lesz.

Az egyoldali esetben: Hy :P(X >Y) >P(X <Y). H :P(X>Y)<P(X<Y).
Elutasitjuk a nullhipotézist, ha z > ®~1(1 — «), kiilonben elfogadjuk. A p-érték ilyenkor 1 — ®(z).

5. Wilcoxon-préba

Az el6z6 hipotézisvizsgdlati feladatban egy masik eljarast is gyakran hasznalnak.

Legyen (X1,Y1),(X5,Y2),...,(X,,Y,) olyan minta, melyben a felsorolt parok fiiggetlenek egymastdl (de
a parok két eleme nem feltétleniil fiiggetlen), folytonos eloszldsiak.

Hy:P(X >Y)=P(X <Y). Hy :P(X >Y)#P(X <Y).

e Hagyjuk el azokat a parokat, ahol X; =Y;. Marad k par.

e A megmaradt k part éllitsuk az |Y; — X;| szerint novekvd sorrendbe. Minél nagyobb az eltérés,
annal nagyobb stllyal fog szamitani.

e Minden parra szamitsuk ki, hogy hanyadik ebben a sorrendben, legyen ez R;. Az 1 a legkisebb,
k a legnagyobb kiilonbség. Ha egyenlék vannak, mindegyik azonos sorszamot kapjon, a megfelel§
sorszamok atlagat.



e Ezt az R; rangot szorozzunk meg Y; — X; eldjelével, majd ezeket adjuk Ossze:

k
W = ngn(Y] — X]) . Rj.

j=1
e A W-t a Wilcoxon-préba kritikus értékeihez hasonlithatjuk.

e Ha a mintaelemszam elég nagy, a
W

[k(k+1)(2k+1)
6

mennyiségre kétoldali z-prébat alkalmazhatunk, a kritikus érték ebben az esetben 1 —®~1(1—a/2),
ahol « a szignifikanciaszint.

o Itt is lehet egyoldali ellenhipotézist is vizsgélni, akkor az egyoldali Wilcoxon-préba kritikus értékére
van sziikség, illetve a kozelitoé esetben az egyoldali z-prébanak megfeleléen jarhatunk el.

Wilcoxon-préba, példa. Hat téparti szalloda méjusi és juniusi bevételét mutatja az alabbi tablazat
(milli6 forintban). Az egyes szalloddk bevételét egymdastol fliggetlennek tekintjiik, de a méjusi és a juniusi
érték egy szédlloda esetében Osszefiigghet. Nincsenek egyenld értékek a parokon beliil, igy nem kell elhagyni
mintaelemeket.

Kétoldali ellenhipotézist vizsgalunk. Legyen X a méjusi, Y a juniusi bevétel:

Hy:P(X >Y)=P(X <Y). Hi P(X >Y)#P(X <Y).
szélloda A B C D E F
majusi bevétel (X;) 20,3 19,3 16,5 224 23,8 185
jtiniusi bevétel (Y;) 252 229 14,3 26,3 21,7 22,1
a kiilonbség abszolit értéke (| X; —Y;|) 49 36 22 39 21 36
rang (R;) 6 3,5 2 5 1 3,5
a kiillonbség eléjele (sgn(Y; — X)) +1 41 -1 41 -1 +1
Ezutan:
k
W=> sgn(V; - X;)-R;j=6+35-2+5-1+35=15.
j=1

Bér most a mintaelemszam nem elég nagy, a példa kedvéért a kozelit6 osszeget hasznélva k = 6-tal (hiszen
hat pér van):
W 15

\/k(k+1)(2k+1) - V6-7-136 B
6

1,57.

A kétoldali z-préba esetén az o = 0,05-hoz tartozé kritikus érték: 1 — ®~1(0,025) = 1,96. Mivel tehdt
|z| kisebb a kritikus értéknél, a nullhipotézist elfogadjuk, annak valdsziniisége, hogy a méjusi bevétel
nagyobb a juniusinal, nem tér el szignifikinsan annak valdszinliségétol, hogy a juiniusi szignifikansan
nagyobb a méjusindl.

Az eléjelprébaval az (1) egyenlet alapjén (n = 6 a parok szdma):
W—n/2 4-3
Jn/d /64

addédik, hiszen ott W az olyan parok szdma, ahol Y; > X;. Erre is z-prébat végezhetiink, a kritikus érték
most is 1,96, ezzel az eljardssal is elfogadjuk a nullhipotézist.

z =

=0,817

Hazi feladat aprilis 22., 8:15-ig. Sorsoljunk két fiiggetlen, 100 elemii standard normélis eloszlasi
mintat, legyen X, Xo,..., X190 az egyik minta, Zi,...,Z190 a méasik minta. Legyen tovabbd Y; =
X; +alZ;|, ahol a > 0 késébb megvalasztandé valés szam.

Keressiink olyan a szdmot, amire elfogadhaté az (X1,Y7), (X2, Y2), ..., (X100, Y100) minta alapjdn, hogy

P(X; > Y;) = P(X; <Yj), és keressiink olyan a szdmot is o = 0,05 mellett, amire nem fogadhato el ez
a nullhipotézis.



Milyen @ > 0 szdmokra teljesill az P(X; > Y;) = P(X; <Y)) egyenl8ség?

Hazi feladat aprilis 15., 8:15-ig, megoldas. A hazi feladathoz begytijtott adatsor alapjan végezziik
el az alabbi hipotézisvizsgélati feladatokat.

e Elfogadhatd-e a = 0, 05 szignifikanciaszint mellett, hogy az egy ember altal az elmilt egy hénapban
nézett sorozatok szama Poisson-eloszldsu?

e Szamitsuk ki a nézett sorozatok szamanak medianjat a teljes adatsorbél, legyen ez m. Allithatjuk-e
a = 0,05 valdsziniiséggel, hogy akozott, hogy egy véletlenszertien kivalasztott ember nd, illetve
hogy legaldbb m sorozatot nézett, szignifikdns Osszefiiggés van?

Az adatsor 41 nd és 32 férfi vdlaszait tartalmazta, igy n = 73. Az adatsor atlaga lesz a A paraméter
maximumlikelihood-becslése: A = 2,23. A legaldbb 4-es értékeket Gsszevonva r = 5 osztdly alakult ki. A
Pr. kiszémitdsa: dpois(k,lambda = 2.23), illetve az utolsét gy vélasztjuk, hogy 1 legyen az Gsszeg.

sorozatok szama, 0 1 2 3 >4
emberek szdma, 19 16 15 7 16
Pk 0,11 0,24 0,27 0,2 0,18

npr (Poisson(A)) 8,03 17,52 19,71 14,6 13,14

> pp<-c(0.11, 0.24, 0.27, 0.2, 0.18)

> adat <-c(19,16,15,7,16)

> chisq.test(adat, p=pp)

Chi-squared test for given probabilities

data: adat

X-squared = 20.8225, df = 4, p-value = 0.0003434

Ebbdl a x? prébastatisztika értéke megkaphaté: 20,82. Azonban mivel egy paramétert becsiiltiink,
valgjaban f = 5 — 1 — 1 szabadsdgi fokd prébat kell végezniink. Ennél a kritikus érték o = 0,05
szignifikanciaszint mellett:

> qchisq(0.95, df=3)
[1] 7.814728

Mivel x? > ciit, elutasitjuk a nullhipotézist, az eloszlas szignifikdnsan eltér a Poisson-eloszlastél. A
p-értéket is kiszamithatjuk:

> 1-pchisq(20.82, df=3)
[1] 0.0001147373
Ez is azt mutatja, hogy szignifikans eltérés van a Poisson-eloszlastdl.

Az adatsor medidnja: m = 2. Az aldbbi tdblazatot készithetjiik el:

sorozatok szama <1 >2 0Osszesen

né 19 22 41
férfi 16 16 32
Osszesen 35 39 73

> A=matrix(c(19, 22, 16, 16), ncol=2)

> chisq.test(A)

Pearson’s Chi-squared test with Yates’ continuity correction
data: A

X-squared = 0.0055, df = 1, p-value = 0.9407

Mivel a p-érték tobb 0,05-nél, nem allithatjuk, szignifikdns Osszefiiggés van a legalabb 2 sorozat nézése
és akozott, hogy az adott ismerds no.
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