Matematikai statisztika el6adéas, 7. hét, aprilis 1.

A normalis eloszlas paramétereire vonatkoz6 probak

Az alabbi probak akkor hasznalhatdk, ha

e a megfigyelések fiiggetlenek, és feltételezhetjiik, hogy normalis eloszlasiak

a megfigyelések fliggetlenek, véges szorasu eloszlasbdl szarmaznak, és a minta mérete, azaz n ”elég
nagy”, példaul n > 100; ez a mulik: tetszbleges véges szdrasu,
fliggetlen azonos eloszlasu valdszinliségi valtozdk atlaganak eloszlasa normaélis eloszlashoz hasonld,
ha nagy a mintaelemszam

e z-préba (vagy u-préba): varhaté értékre vonatkozé hipotézis esetén, ha a o szdéras ismert —
egymintds esetben legerésebb préba

e (-préba (vagy Student-préba): varhaté értékre vonatkoz6 hipotézis esetén, ha a o szérds nem
ismert (csak az s’ tapasztalati szérés)

e ['-préba: szdérasra vonatkozé hipotézis esetén

Az egymintas egyoldali z-préba legerésebb préba ebben a feladatban, ismert szérds esetén. A tobbi
prébéra jellemz6 lehet, hogy tdl nagy mintaelemszam esetén kis eltérést is szignifikansnak tekintenek.

1. t-préba

A t-préba varhaté értékre vonatkozé hipotézis esetén, ha a o szdérds nem ismert (csak az s’ ta-
pasztalati szérds). Tehat Xq, Xo,..., X, fiiggetlen azonos eloszldsi valdszintiségi valtozdk, normélis
eloszldstiak, azaz sem a vdrhat6 érték, sem a szérds nem ismert: X; ~ N(m,0?), ahol m és o > 0 is isme-
retlen paraméterek. Példaul: tegyiik fel, hogy egy biztositds esetén a kdrnagysag logaritmusa normalis
eloszldsi (lognormélis eloszldst feltételeziink), de ennek a normadlis eloszldsnak sem a vérhatd értékét,
sem a szérasat nem ismerjiik. Lehetséges null- és ellenhipotézisek:

Hy:m <8, azaz a varhato érték legfeljebb 8  H;, : m > 8, azaz a varhaté érték tobb 8-nal.

A nullhipotézis elfogaddsa azt jelenti, hogy a varhaté érték nem szignifikdnsan t6bb 8-ndl (de nem jelenti
azt, hogy biztosan kevesebb), az elutasitdsa azt jelenti, hogy a varhaté érték szignifikdnsan t6bb 8-nél.
Hy : m =5, azaz a varhaté érték 5; H, :m # 5, azaz a varhaté érték eltér 6ttol.

A nullhipotézis elfogaddsa azt jelenti, hogy a varhaté érték nem tér el szignifikdnsan 6tt6l (de nem jelenti
azt, hogy pontosan meg is egyezik vele), az elutasitdsa azt jelenti, hogy a véarhaté érték szignifikdnsan
eltér 5-tél.

Emlékeztet6iil: a z-préba esetében o ismert volt. Ilyenkor

X —
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és ez a nullhipotézis teljesiilése esetén standard normalis eloszlasi volt. Most mg és n tovdbbra is ismert,
viszont o-t nem ismerjiikk. Ezt a korrigalt tapasztalati szorassal helyettesitve az alabbi tétel mondja meg,
hogy a standard normélis eloszlas helyett milyen eloszlast hasznalhatunk.

1.1. Tétel (Fisher—Bartlett). Tegyik fel, hogy X1, Xo, ..., X, figgetlen m vdrhatd értéki, o szdrdsi,
normalis eloszlast valdsziniiségi valtozok. Ekkor

(1) X ~ N(m, %);
(2) X és s} fiiggetlenck;

(3) (n—1)s:2/a? eloszldsa n — 1 szabadsdgi foki x*-eloszlds;
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1. dbra. Az f = 9 szabadsagi foku a = 0, 05 szignfikianciaszint{i egyoldali ¢-préba kritikus értéke: g .05 =
1,83.

(4) Ys%m -/ eloszldsa n — 1 szabadsdgi foki t-eloszlds.

Itt

R — n 1 & -2
_ X;-X)?) = =) X7 -X
=\ T )= () - %)
a korrigalt tapasztalati szdrés.

. . (. Z . _
Emlékeztetd: legyenek Zg, Z1,. .., Z, figgetlen N(0,1) eloszldstak. Ekkor 7\/212;’7% eloszlasa f sza

badsagi foku t-eloszlas.

2. Egymintas egyoldali t-préba (one-sample one-sided t-test)

e A normalis eloszlds varhaté értékére, ismeretlen széras esetén — leger6sebb préba.
e X1, Xs,..., X, ~ N(m,oc?), ahol m, o ismeretlen paraméterek.

e Prébastatisztika, aminek eloszldsa t-eloszlas Hy mellett a Fisher—Bartlett-tétel szerint:
X-m
L
Sn
e Egyoldali ellenhipotézis (one-sided): Hy : m < mo; Hy :m > my.
e Hat > 1, 1., azaz p < a, elutasitjuk a nullhipotézist; ilyenkor a varhaté érték szignifikdnsan tobb
mo—neﬂ.
e Hat < ¢, 1,4, azaz p > «, elfogadjuk a nullhipotézist, a varhaté érték nem tobb szignifikdnsan

mp-nal az adatok alapjan.

e A kritikus érték: ¢,,_1 o az f = n— 1 szabadsdgi foku (degree of freedom) t-eloszlds 1 — a-kvantilise,
vagyis az f = n — 1 szabadsdgi foku egyoldali t-préba kritikus értéke « szignifikanciaszint (level of
significance) mellett.

At, 14 az f =n—1 szabadsigi foku t-eloszlds fels§ 1 — a-kvantilise:

_ 7 _
1—a=PY <ir,) IP’(O < tf,a>.

N A
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2. dbra. Az f = 9 szabadségi fokd « = 0, 05 szignfikianciaszint{i egyoldali t-préba kritikus értéke: tg 005 =
1,83.

A p-érték ebben az esetben annak valészinlisége, hogy az adott szabadsigi foku t-eloszlds értéke t-nél
nagyobb. Ez a 2. dbran a t értékétol jobbra 1éve teriilet. Minél nagyobb a ¢, annal kisebb lesz a p, vagyis
annal szignifikdnsabb az eltérés. A p-érték az R-ben igy szdmolhato ki:

pt(t, df=f, lower.tail=FALSE)

Ha lower.tail=TRUE lenne, az annak valésziniliségét adnd, hogy a t-eloszlas a t-nél kisebb, ez a t-tol
balra es6 teriilet (a teljes gorbe alatti teriilet 1, igy a kettd Osszege is 1).

Példa: egymintas egyoldali t-préba
Egy adott helyen vett tiz mintabdl megmértiik az ivéviz keménységét. Az aldbbi eredmények addodtak
(mg/1 CaO):

351 370 352 340 362 363 366 355 374 347
Alh’thatjuk—e az adatok alapjan, hogy az ivéviz keménységének varhaté értéke szignifikdnsan meghaladja
a 350 mg/1 egészségiigyi hatdrértéket?

n = 10; X = 358; sy =10,77

Feltételezziik, hogy a mérési eredmények normalis eloszlasiuak, az egymintas egyoldali t-prébat al-
kalmazzuk: Hy : m < 350; Hy : m > 350.

X —my 358 — 350
=0 =2 210 = 2, 35.
st vn 10,77 ’

Az f =n—1=9 szabadsagi foku egyoldali ¢-préba kritikus értéke o = 0,05 szignifikanciaszint mellett
to.0,05 = 1,833.

Mivel ¢ > tg.0,05, elutasitjuk a nullhipotézist, a vizkeménység szignifikdnsan meghaladja 350 mg/1
hatarértéket. A p-érték: p = 0,0217 < 0,05.

Ez az R-ben igy szamithato ki:

pt(2.35, df=9, lower.tail=FALSE)

[1] 0.02165254

Megoldas az R-ben:

> viz<-c(348, 367, 349, 337, 359, 360, 363, 352, 371, 344)
> t.test(viz, mu=350, alternative="greater")

One Sample t-test

data: viz

t = 2.3489, d4df = 9, p-value = 0.02169



alternative hypothesis: true mean is greater than 350
95 percent confidence interval: 351.7566 Inf
mean of x : 358

Most p = 0.02169 < 0,05 = «, elutasitjuk a nullhipotézist (emlékeztetd, minél kisebb a p-érték, anndl
szignifikdnsabb az eltérés, és akkor utasitjuk el a nullhipotézist, ha p < a.

3. Egymintas kétoldali ¢t-préba (one-sample two-sided t-test)
e A normalis eloszlis varhat6 értékére, ismeretlen széris esetén. Nem legerdsebb (nincs
ilyen).
e X1, Xs,..., X, ~ N(m,oc?), ahol m, o ismeretlen paraméterek.

e Prébastatisztika (eloszlasa t-eloszlds/Student-eloszlas Hy mellett):

e Kétoldali ellenhipotézis (two-sided): Hy : m = my; Hy :m # mg.

e Ha |t| > t,,_1.0, azaz p < «, akkor elutasitjuk a nullhipotézist, a varhaté érték szignifikdnsan eltér
mo—tél.

e Ha [t| < t,_1.4,azaz p > «, akkor elfogadjuk Ho-t, a varhaté érték nem tér el szignifikdnsan mg-t6l.

o A kritikus érték: t,_1, az f = n — 1 szabadsdgi foku (degree of freedom) t-eloszlds 1 — «/2-
kvantilise, vagyis az f = n — 1 szabadségi fokd (degree of freedom) kétoldali t-préba kritikus értéke
« szignifikanciaszint mellett.

Legyenck Zy, Z1,. .., Z, tiggetlen N (0, 1) eloszldsiak, és ty , az f szabadsagi foku a terjedelmi kétoldali
t-préba kritikus értéke, azaz az f szabadsédgi foku t-eloszlds 1 — «/2-kvantilise:

Z
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3. dbra. Az f = 29 szabadsagi foki o = 0,05 szignfikianciaszintii kétoldali ¢-préba kritikus értéke:
290,05 = 2, 04.

A p-érték ilyenkor annak val6szin(isége, hogy a ¢ eloszlas abszolut értéke tobb t-nél. Ez a 3. dbrdn a |¢|-t&]
jobbra es6 teriilet kétszerese. Minél nagyobb a t abszolut értéke, anndl kisebb lesz ez a teriilet, vagyis
annal szignifikdnsabb az eltérés. Az R-ben ez igy szamolhaté:



2xpt (abs(t), df=f, lower.tail=FALSE)

Erre kozelito tablazat van: ¢ értéke valdéjaban tetszoleges lehet, és a szabadsagi fok is sokféle, igy a t értékét
csak kerekitve tudjuk figyelembe venni a tablazatban. Ha a szabadséagi fok legalabb 30, akkor a t-eloszlas
a standard normélis eloszlashoz van kozel, igy ehelyett az 1 — ®~1(¢)-t is hasznalhatjuk kozelitésként.

Példa: Egymintas kétoldali ¢-préba

Egy gyogyszer hatéanyagtartalma a csomagolas szerint 10 mg. Harminc tabletta hatdéanyag-tartalméat
megmérve a mérések atlaga 9, 8, korrigalt tapasztalati szérasa 0,62 lett. A szignifikanciaszintet o« = 0, 05-
nek vélasztva az adatok alapjan szignifikdnsan eltér-e a hatéanyag-tartalom varhaté értéke a 10 mg-t41?

n = 30; X =09,8; sy =0,62

Egymintas kétoldali t-prébat végezhetiink, normalis eloszlast feltételezve.

Hy :m = 10; Hy :m #£ 10; a = 0,05; f=n—-1=29.

X - 9,8 — 10
p= 0 = 22T /B0 = —1, 7.
st 0,62

A kritikus érték: tag 9,975 = 2,045 = |t| = 1,77 < 2,045, nincs szignifikdns eltérés. p-érték: p = 0,0867 >
0, 05.

A p-érték kiszamitasa az R-ben:

2xpt (abs(-1.77), df=29, lower.tail=FALSE)

[1] 0.08724161

4. Kétmintas z-proba

Gyakran el6fordul, hogy két kiilonb6z6 csoportba tartozé egyedeket akarunk Gsszehasonlitani. Ebben
az esetben azt tesszik fel, hogy a mérési eredmények fiiggetlenek (minden mérés mindegyik masiktol),
normalis eloszlasuak, a varhaté érték az egyik csoportban mi, a masikban ms, a szoras az egyik cso-
portban o1, a mésikban oo. Ezutdn kérdezhetjiik, hogy a két varhaté érték szignifikdnsan eltér-e, vagy
hogy az egyik szignifikdnsan nagyobb-e a mésiknal. A z-préba akkor végezhetO, ha a szérdsok ismertek,
a hipotézis a varhaté értékekre vonatkozik.

Legyenek most X1, Xo, ..., X,,, Y1,...,Y,, fiiggetlen normalis eloszldsu valdsziniiségi valtozdk, ahol X; ~
N(my,0?), Yi ~ N(mg,02). Ttt my, msy ismeretlen paraméterek, oy, 0y ismertek.

A prébastatisztika, ami alapjan a dontést hozzuk:
X-Y
/2 2 ’
01 /TL1 + (5] /n2

A Hy : mqy = mg hipotézis mellett az u statisztika standard normalis eloszldsu.

Ha « a préba terjedelme (szignifikanciaszintje), akkor az alabbi eljardst végezhetjiik.

e Kétoldali ellenhipotézis: Hg : my = meo; Hy :mq # mo.
Ha |z| > ®71(1 — «/2), akkor elutasitjuk a nullhipotézist (a két varhaté érték szignifikdnsan eltér),
kiilonben elfogadjuk (nincs szignifikdns eltérés a vérhaté értékekt kozott).

e Egyoldali ellenhipotézis, balrél:
Hy :mq < mg; Hy:mq > ms.

Ha z > ®71(1 — ), akkor elutasitjuk a nullhipotézist (az elsé varhaté érték szignifikdnsan nagyobb
a méasodikndl), kiilonben elfogadjuk (nem igaz, hogy az els6é varhat6 érték szignifikdnsan nagyobb
a masodiknal).



Példa: z-préba. Megmérték nyolc beagle fajtaji kutya testtomegét, az alabbi eredmények addédtak
(kg):

16,9 11,5 9,7 142 12,0 10,8 13,9 15,6
Tegyiik fel, hogy a beagle esetén a testtomeg normalis eloszlasi, és 2 a szorasa.
(a) Elfogadhaté-e az a hipotézis o = 0, 05 terjedelem mellett, hogy a beagle testtomegének varhaté értéke

127
egymintds kétoldali z-préba; Hy : m = 12; Hy : m # 12.

13,075 — 12
LAV

X —
|z|:Tm°\/ﬁ: : 8=1,52 = |z| < ® (1 —a/2) = 1(0,975) = 1,96.

Elfogadhaté a nullhipotézis, a varhatd érték nem tér el szignifikdnsan 12-t6l. A p-érték 0,12 > 0, 05.

(b) Elfogadhaté-e o = 0,02 terjedelem mellett ugyanez a hipotézis?

2| = 1,52 < @711 — a/2) = 1(0,99) = 2,33.

fgy is elfogadhat6 a nullhipozézis. Altalaban is, ha magasabb terjedelem mellett elfogadjuk a nullhi-
potézist, akkor minden alacsonyabb terjedelem mellett is.

(c) Elfogadhaté-e 95%-os szinten az a hipotézis, hogy a beagle testtomegének vérhat6 értéke nem t6bb
13-nal?

egymintés egyoldai z-préba: Hy:m < 13; H; : m > 13

X

— 13,075 -1
b= mO\/ﬁ: )
g

2

3
V8=10,11 = 2 <® (1 -a)=d"10,95) = 1,65.
Vagyis elfogadjuk a nullhipotézist, a beagle-k testtomege a megadott minta alapjan nem haladja meg
szignifikansan a 13 kg-ot.
(d) Néhdny terrier testtomegét is megmérték:
12,0 11,9 9,6 10,6 14,5

Itt a mérések szorasat 1,2-nek feltételezziik. Alh’thatjuk—e a = 0,05 terjedelem mellett, hogy a beagle
fajtaju kutyak nehezebbek a terriereknél?

Kétmintas egyoldali z-préba; Hg : mq < mo, Hy : my > ms.

X-Y  13,075—11,72

2 2
91 4 %3

ni n2

z = =0,94= 2 < ®%0,95) = 1,65.
22 1,22
TT75

Elfogadjuk a nullhipotézist, nem allithatjuk, hogy a beagle kutyak nehezebbek.

5. Kétmintas, egyoldali, parositatlan Student-féle t-préoba

Ez a préba a varhaté érték Gsszehasonlitasara szolgdl azonos szords esetén (two-sample one-sided
unpaired Student ¢-test).

Két kiilonb6z6 csoportra jellemz6 varhatd értékek Osszehasonlitdsandl is gyakori, hogy a szérasokat
valdjaban nem ismerjiik, csak a mintabodl kiszamithatoé korrigdlt tapasztalati szorasokat. Viszont Student-
féle t-proba feltételei kozé tartozik az is, hogy a szérasok, bar nem ismertek, a két csoportban azonosak.
Példdul: két targy, él6lény stb. valamilyen jellemzdjét mérjiik ugyanazzal a mérési eljarassal, és feltessziik,
hogy a mérési eredmények szorasa a mérési eljarastol fiigg, nem a mért érték varhatd értékétol.

X, X0, Y1,...,Y,, fiiggetlen normalis eloszlast azonos szorasu valdszintiségi valtozok: X; ~
N(my,0?), Y; ~ N(msa,0?), ahol m1, mo, o ismeretlen paraméterek.
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Tombl |a1:A10 2| = {0,25:0,22;0,24;0,19;0,21;0,22;0,2...
Témb2 B1:B8 = {0,1%;0,22;0,2;0,15;0,25;0, 180,250,
szél |1

Tipus 2|

= 0,149360721
A Student-féle t-probdhoz tartozd valdszindséget szémitja ki.

Tipus a végrehajtandd t-proba fajtija: parositatt = 1, kétmintas, egyenld

Erték: 0,149360721

Siiad a fiigavényrél Kész

4. dbra. Kétmintés t-proba: egyoldali, azonos szorassal; a valasz a p-érték

Egyoldali ellenhipotézis: Hy :my < mso; Hy:mq > mo.
Prébastatisztika (eloszldsa t-eloszlds m; = mo mellett):

— ? ) nlng(nl + ng — 2)
)+ (n2 — D)si2(Y) ny + ng '

t =

e

V(i —1)s32

Ha t > t,,4n,—2 o, akkor elvetjik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk. A &,,4n,—2,« kritikus érték
az f = n1 + ng — 2 szabadsdgi foki egyoldali ¢-préba kritikus értéke « szignifikanciaszint mellett (a
megfeleld eloszlds 1 — a-kvantilise, 2. dbra)

Ha p < a: elutasitjuk Hy-t, az els6é varhaté érték szignifikdnsan nagyobb a masodiknél.

t-préba: példa Egy napon tiz budapesti helyszinen megmérték a NOo-koncentraciét. Az dtlag 352 ug/m?,
a korrigalt tapasztalati szoras 8 lett.

(a) 5%-os szignifikanciaszint mellett elfogadhaté-e az a hipotézis, hogy a koncentracié a 350 ug/m3
tajékoztatasi kiiszobérték alatt van? egymintas egyoldali t-préba, n =10, f=n—-1=9, a = 0,05

X — 352 — 350
p= 20 = 202 T A0 = 0,79 < by = 1, 83.
sk 8
elfogathaté a nullhipotézis

(b) Elfogadhaté-e ugyanez a hipotézis 1%-os szignifikanciaszint mellett?
tirit = 2,81 > 0,79, elfogadhat6 a hipotézis.
(¢) Londonban 20 mérésbdl az dtlagos koncentracié 376, a korrigdlt tapasztalati szérés 16 lett. o = 0,05

szignifikanciaszint (terjedelem) mellett dllithatjuk-e, hogy Londonban szignifikdnsan nagyobb a NOo
koncentracidja?

kétmintas egyoldali t-proba, f =ny +no —2=104+20 -2 =28, a = 0,05, ty,it = 1,701.

. Y-X \/nlng(n1+n2—2)_ 376 — 352 102028
V1 = 1)s5,2(X) + (n2 = 2)57,2(Y) e VO 82119 162 30 ’

Londonban szignifikdnsan nagyobb a NOy koncentraciéja. A p-érték: p = 6,4 -107°.

Ez a kétmintas egyoldali t-proba R-ben:  t.test(budapest, london, alternative ="less"), paired
= FALSE, var.equal = TRUE)

6. Kétmintas, kétoldali, parositatlan Student-féle t-préoba

A varhaté érték Osszehasonlitdsdra azonos szérds esetén (two-sample two-sided unpaired Student
t-test).



Xi,...,Xn,,Y1,..., Y, fliggetlen normadlis eloszlasti azonos szorasu valdszintiségi valtozok: X; ~
N(my,0?), Y; ~ N(mg,0?), ahol m1,ma, o ismeretlen paraméterek.

Kétoldali ellenhipotézis: Hy: m; =mo; Hy :my # mo.
Prébastatisztika (eloszldsa t-eloszlds Hy mellett):

-Y _\/nmz(nl +n2—2)-
V(g —1)s22(X) + (ne — 1)s:2(Y) ni +ng

>

t=

Ha [t| > %1, +n,-2,1—a, akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk. A ¢, 4n,—21- kritikus
érték az f = ny + ny — 2 szabadséagi foku kétoldali ¢-préba kritikus értéke o« szignifikanciaszint mellett
(a megfeleld eloszlas 1 — a/2-kvantilise: 3. dbra).

Ha p < a: elutasitjuk Hy-t, az varhaté értékek szignifikdnsan eltérnek egymastol.

Ez a kétmintas kétoldali t-proba R-ben:  t.test(x, y, alternative ="equal"), paired = FALSE,
var.equal = TRUE)
Kétmintas t-préba: példa

Tegyiik fel, hogy egy biztosité kétféle termékén az Osszkar lognormélis eloszlasi, azaz a logaritmusa
normalis eloszldsi (ezutédn csak a logaritmust tekintjiik). Az els§ terméknél ny = 20, a mésodikndl
ny = 12 éven &t figyelték meg az Osszkar logaritmusat.

Az dtlagok és korrigdlt tapasztalati szérdsok: (X1,..., Xao az els§ minta, Y7,..., Y12 a mdsodik):

X =184, s(X)=12  Y=19,9  s(Y)=1,3.

n n

Allithatjuk-e o« = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a kétféle termék esetén szignifikdnsan eltérd az
Osszkéar? Feltételezziik, hogy a mintak fiiggetlenek, normalis eloszlastiak, azonos szérasiak.

t=

— ? ) nlng(nl + no — 2)
)+ (n2 = D32 (Y) mtng

|

V(= 1)s32

L 18,4 — 19,9 201230 _
V19-1,22 111,32 32 o

Az f =n1+mny—2 =20+ 12 — 2 = 30 szabadsdgi foku kétoldali ¢t-préba kritikus értéke o = 0,05
szignifikanciaszint mellett: ¢30,0,05 = 2, 042.

Behelyettesitve:

Itt [t] = 3,3 > 2,042 = t30,0,05, ezért elutasitjuk Hy-t. A kétféle 6sszkdr logaritmusdnak vérhaté értéke
szignifikdnsan kiilénb6z6 — ha a szdérdsok azonosak, és a préba alkalmazhaté (ezt eddig feltettiik).

A p-érték: p =0,0025 < 0,05, az eltérés szignifikdns.

7. Normalis eloszlasra vonatkozé kétmintas probak

Az aldbbiakat kell ellenérizni kétmintas probaknal:

e A minta normadlis eloszldsi, vagy a mintaelemszdm elég nagy és a szérds feltehetéen véges (a
centralis hatdreloszléstétel alapjan az dtlag kozel normaélis eloszldsi).

e Kétmintds esetben: a két minta egymadstol fiiggetlen ("unpaired” eset). Ha a két minta
természetes médon parosithatd, parositott ("paired”) préba alkalmazhats. Példa: megfigyeljiik
hisz ember egyhavi kiadasat janudrban és aprilisban. Igaz-e, hogy a janudri szignifikdnsan eltér az
aprilisitol?

e Ha a szdérasokrdl feltételezhetjiik, hogy megegyeznek: a Student-féle t-proba alkalmazhato.

e Ha a szérasokrdl nem tételezhetjiik fel, hogy megegyeznek: a Welch-féle ¢t-préba alkalmaz-
haté.



7.1. Példa: parositott t-préba

1991 és 2010 kozott feljegyezték az éves csapadékosszeget Budapesten, illetve Szegeden. Az atlag Buda-
pesten 533 mm, a korrigalt tapasztalati széras 139, Szegeden az atlag 540 mm, a korrigdlt tapasztalati
szords 143 lett (forrds: Orszdgos Meteorolégiai Szolgélat). Alh’thatjuk—e, hogy Szegeden szignifikdnsan
nagyobb a csapadékmennyiség varhato értéke?

év 1991 1992 1993 1994 1995 ... atlag s,
Budapest 594 364 505 481 575 ... 533 139
Szeged 617 457 408 399 562 ... 540 143

A két adatsor nem fliggetlen, mert egy éven beliil a két viros id8jardsa nem fliggetlen (az egyes mintdk
sem teljesen fluggetlenek, és nem biztos, hogy normadlis eloszlasiak). Ezért parositott (paired) t-préba
alkalmazhatd, egyoldali nullhipotézissel.

Hy : my > mag, Hy : my < mgy, ahol m; a budapesti, mq a szegedi csapadékmennyiség varhaté értéke.

A prébat elvégezve a p-értékre 0,366 adédott. Ez tobb, mint o = 0, 05.

Elfogadjuk a nullhipotézist, az adatok alapjan Szegeden nem t6bb szignifikdnsan a csapadékmennyiség
varhato értéke, mint Budapesten.

Ez a kétmintas kétoldali t-préba R-ben:  t.test(x, y, alternative ="equal"), paired = TRUE,
var.equal = TRUE)

7.2. Welch-féle t-préba

A varhaté érték Osszehasonlitdsdra parositatlan esetben (two-sample two-sided unpaired Welch ¢-
test). Legyenek Xi,...,X,,,Y1,...,Y,, fliggetlen normadlis eloszlasu valészinliségi valtozdk: X; ~
N(my,0?), Y; ~ N(ma,03), ahol my, mo, 01,09 ismeretlen paraméterek.
Kétoldali ellenhipotézis: Hy: my =mso; Hy :my # mo.
Proébastatisztika: L

X-Y

s (X) s ()
;ll + 37/2

Ha [t| > tf1_q, akkor elvetjitkk a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk. A t;;_, kritikus érték az f
szabadsagi foki kétoldali ¢t-préba kritikus értéke « szignifikanciaszint mellett (a megfeleld eloszlds 1 —
a/2-kvantilise).

Szabadsagi fok:

(s:?lm " s:‘;(m)?
~ ni ng
f g4 (X) s*4(Y)

nq no
n?(ni—1) n2(n2—1)

Ha p < a: elutasitjuk Hp-t, az varhaté értékek szignifikdnsan eltérnek egymastol.

Ez a kétmintés kétoldali t-proba R-ben:  t.test(x, y, alternative ="equal"), paired = FALSE,
var.equal = FALSE)

Egyoldali ellenhipotézis: Hy: my < mo; Hi:my > ms.
Prébastatisztika: ugyanaz, mint az el6bb

Hat >t #.1—a, akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilénben elfogadjuk. A fﬁl_a kritikus érték az f szabadsagi
fokd egyoldali t-préba kritikus értéke « szignifikanciaszint mellett (a megfeleld eloszlds 1 — a-kvantilise).

Szabadsagi fok: ugyanugy, mint az el6bb.
Ha p < a: elutasitjuk Hy-t, az varhaté értékek szignifikdnsan eltérnek egymastol.

Ez a kétmintés egyoldali ¢t-préba R-ben:  t.test(x, y, alternative ="greater"), paired = FALSE,
var.equal = FALSE)



F-eloszlas
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5. dbra. Az F-préba kritikus értéke: Fig11 = 3,24, ez az eloszlds 1 — «/2 = 0, 975-kvantilise

8. F-préba

Fiiggetlen normalis eloszldsi mintak szérasanak osszehasonlitasara. Ugyanis az is eléfordulhat, hogy
nem (csak) a varhaté értéket, hanem a szérast is Ossze akarjuk hasonlitani. Példdul: igaz-e, hogy a havi
kiaddsok szérdsa nagyobb Budapesten, mint més telepiiléseken, vagy hogy két mérési eljaras kozil az
egyiknek szignifikdnsan nagyobb a szérésa.

e Legyenek most X1, Xs,..., Xy, Y1,...,Y,, fliggetlen normalis eloszlasi valdsziniiségi valtozdk, ahol
X; ~ N(my,03}), Y; ~ N(ma,03). Itt my,ma, 01,09 ismeretlen paraméterek.

e Kétoldali ellenhipotézis: Hy : 01 = 09; H, : 01 # 09.

e Prébastatisztika (eloszldsa F-eloszlas Hy mellett):

*2

S
_ “ng
F=—
na

e Ha F' > F, 1,1 vagy 1/F > F,,_1 n,—1, akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk,
ahol Fy, s, az f1, fo szabadsdgi fokd az F-eloszlds 1 — a;/2-kvantilise.

p < 0,05: a szorasok szignifikdnsan eltérnek.
Kétmintas F-préba: példa

A kordbbi példaban az Osszkar logaritmusdnak szérdsat szeretnénk osszehasonlitani. Az elsé termék
esetében ny = 20, a masodik esetében ny = 12 éven at figyelték meg az Osszkart. Az atlagok és korrigélt
tapasztalati szérdsok (X1,..., X9 az els6 minta, Y7, ..., Y12 a masodik):

X =184, s(X)=12  Y=199, s (Y)=13.

Alh’thatjuk—e a = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a kétféle termék esetében szignifikansan eltér6 az
Osszkar szorasa? Feltételezziik, hogy a mintak fliggetlenek, normalis eloszlastak.

Hy:01=09, H : 01 # 09
*2 2

A prébastatisztika értéke: ' = il‘; =

Sna

—0,85, 65 L =13 — 1,17,

Az (f1, f2) = (n1 — 1,ny — 1) = (19, 11) szabadségi foki F-préba kritikus értéke o = 0,05 esetén: 3,24,
mig az (fa, f1) = (n2 — 1,n1 — 1) = (11, 19) szabadségi fok esetén 2, 76.

Mivel F < 3,24 és 1/F < 2,76, elfogadjuk a nullhipotézist, a szérdsok nem térnek el szignifikdnsan.
(Vagyis, a fent alkalmazott kétmintds ¢-prébandl nem volt teljesen helytelen a feltételezés, hogy a szdérdsok
megegyeznek, de altaldban, ha nem biztos, hogy a szdérasok lényegében azonosak, akkor inkabb a nem
feltétleniil egyenld szérdsokra vonatkozé eljardst érdemes hasznélni).
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Hazi feladat aprilis 8., 8:15-ig Az utazasi id6kre vonatkozé mintardl feltételezve, hogy a megfigyelések
normdlis eloszldsiak (noha a kerekitések miatt nem azok, és a mintaelemszam sem igazdn nagy) mit
mondhatunk az alabbi kérdésekrol:

e igaz-e, hogy a ndk utazasi idejének varhato értéke szignifikdnsan tobb a férfiakénal?

e igaz-e, hogy a férfiak és a nOk utazasi idejének szorasa szignifikansan eltéré?

Hazi feladat aprilis 1-ig, megoldas. Az ismerdsoktol gylijtott adatok alapjan allithatjuk-e, hogy az
ismer6sok utazasi idejének varhaté értéke szignifikansan tobb 60 percnél? Ehhez feltételezziik, hogy az
utazdsi 1d6 szérdsa 30 perc, és az utazasi id6 normélis eloszldsi (még ha a kerekitések miatt nem is az).

Egymintéas egyoldali z-probat végzink, hiszen a szérés ismert. Hy : m < 60; Hy : m > 60.

> utazas<-c(0, 45, 120, 120, 60, 60, 30, 60, 100, 70, 180, 40, 60, 100, 80, 90, 120, 60,
30, 70, 60, 20, 60, 10, 120, 60, 120, 130)

A z értéke:

> (mean(utazas)-60)/30*sqrt(length(utazas))

[1] 2.488266

A kritikus érték: ®~1(1 — a)

> qnorm(0.95)

[1] 1.644854

Mivel z > ®~1(1 — «), elutasitjuk Ho-t, az utazdsi idé varhat6 értéke szignifikdnsan tobb 60 percnél.
A p-érték:

> 1-pnorm(2.488)

[1] 0.006423187

Excelben a kritikus érték: NORM.S.INV(0.95), és a p-érték: 1-NORM.S.DIST(2.488, TRUE)
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