Matematikai statisztika el6adas, 6. hét, marcius 25.

1. Konfidenciaintervallumok

Legyen (92, A, P) statisztikai mez8, P = {Py : ¥ € O} és X = (X1,...,X,,) figgetlen azonos eloszldsi
minta. Tegyiik fel, hogy ¢ valés paraméter, vagyis © C R.

1.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a (T1(X),T2(X)) intervallum legaldbb 1 — o megbizhatdsdgi szintd
konfidenciaintervallum 9-ra, ha minden 9 € R esetén teljesiil, hogy

Py(T1(X) < ¥ <Ta(X)) >1—«c.

A konfidenciaintervallum megbizhatésdgi szintje: infyece{Ps(¢ € (T1,12))}.

1.1. Egyoldali konfidenciaintervallum a varhato6 értékre

1.1. Allitas (Egyoldali konfidenciaintervallum). Tegyiik fel, hogy Xi,...,X, figgetlen N(m,o?)
normdlis eloszldst valdsziniségi valtozdk (m, o ismeretlenek). Ekkor a

. _ s*
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intervallum 1 —a megbizhatosdgi szinti egyoldali konfidenciaintervallum az eloszlds vdrhaté értékére.

Itt fn_ljl_a/g az f = mn — 1 szabadsagi foku a terjedelmii egyoldali t-préba kritikus értéke.

1.2. Konfidenciaintervallum a szdrasra

Valdjdban az eloszlds valddi szérdsa a legtobb esetben nem ismert. Kérdés, hogy hogyan valtozik igy
a varhaté értékre adott konfidenciaintervallumban szamolt mennyiség eloszlasa, vagyis honnan tudjuk,
hogy a normélis eloszlas helyett a t-eloszlas lesz hasznalhaté. Masrészt, ha a korrigalt tapasztalati szdérés
eloszlasardl is tudunk valamit, akkor a szérasra is tudunk konfidenciaintervallumot adni — egy olyan
intervallumot, ami nagy valdszinliséggel tartalmazza a valédi szérast. Ezeket az Osszefliggéseket foglalja
Ossze az alabbi tétel.

1.1. Tétel (Fisher—Bartlett). Tegyiik fel, hogy X1, Xo, ..., X, figgetlen m vdrhatd értéki, o szérdsd,
normalis eloszlasu valdsziniiségi valtozok. Ekkor

(1) X ~N(m,2);
(2) X és s}, fiiggetlenck;

(3) (n—1)s:?/0? eloszldsa n — 1 szabadsdgi foki x*-eloszlds;

(4) Ysglm -\/n eloszldsa n — 1 szabadsdgi foki t-eloszlds.

Itt a korrigalt tapasztalati szoras:

s = nilz(xj—x)‘Z) = n:((ié)(f) —X2>.

j=1

A Fisher—Bartlett-tételbol a szérasra vonatkozé részt kiemelve:

(n—1)s2  Yi (X —-X)?
2 - 0_2 ~ Xn—1>

g
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1. dbra. Az f = 59 szabadsdgi fokt y?-eloszlds kvantilisei ¢ = /2 = 0,025-tel és ¢ = 1 —a/2 = 0, 975-tel.

azaz a hanyados eloszldsa n — 1 szabadsagi foku x2-eloszlds. Ezért a konfidenciaintervallum készitésekor
a x2-eloszlas kvantiliseire lesz sziikség.

Emlékeztetd valésziniiségszamitasbol: az n—1 szabadségi foki y?-eloszlds a Z7+Z3+. ..+ Z2_, eloszlasa,
ahol Z;-k fiiggetlen standard normalis eloszldstak.

1.2. Allitas. Legyen X1, Xo, ..., X, figgetlen normdlis eloszldst minta. Ekkor az eloszlds o2 szérdsnégyzetére
1 — a megbizhatosdgi szintt konfidenciaintervallum az aldbbi:

Z?:1(Xj - Y)2 . Z?:1(Xj - X)2>

)
Cn—1,1—a/2 Cn—1,a/2

(T17 TQ) = (
ahol ¢4 az f-szabadsdgi foki az f szabadsdgi foki x*-eloszlds q-kvantilise.

Ezzel a vélasztassal nem a legrévidebb intervallumot kapjuk.

1.3. Konfidenciaintervallum az ML-becslés alapjan

Ha likelihoodfiiggvény teljesit bizonyos regularitasi feltételeket, akkor a o paraméternek az X1, Xa,..., X,
mintabdl szamolt 19,, maximumlikelihood-becslése

o létezik;

e aszimptotikusan torzitatlan: lim,, .. Ey(¥,) = ¥ minden 9 € ©-ra;
e aszimptotikusan hatdsos: lim, . v/ndy (ﬁ)Dﬁ(ﬁn) = 1 minden ¥ € O-ra;

e aszimptotikusan normaélis eloszldst: +/nli(9)(9, — 9) eloszldsban tart a standard normdlis el-
oszlashoz minden ¥ € ©-ra n — oo esetén.

Itt I; (YY) az egyelem(i mintabdl szdmolt Fisher-informéciét jeldli.

Ez alapjan aszimptotikus konfidenciaintervallum, ami n — oo esetén 1 — a-hoz tarté valdsziniiséggel

tartalmazza 9-t:
(19”—q>—1(1— ;) ; ﬁn+q>—1(1— ;‘) : 1)
L, (9) L, (9)

ahol I,(9) = n - I, (9,), vagyis a Fisher-informécié kifejezésébe a maximumlikelihood-becslést frjuk be.
Miésképpen felirva:

. 1 . 1
lim P(ﬁn—@—1<1_§‘) 'A<19<19”+‘1)_1<1_(;> ) =1-a.
o In(9) 1 (9)



2. Hipotézisvizsgalat

A hipotézisvizsgdlat célja, hogy egy, az ismeretlen paraméterre vonatkozé allitasrdl (nullhipotézis) eldontsiik,
hogy elfogadhatdé-e az adatok alapjan, vagy az adatok szignifikdnsan eltérnek attél, amit ennek az
allitasnak a teljesiilése esetén varnank, vagyis az adatok alapjan az allitas statisztikai értelemben megcéafolhato.

Legyen (9, A, P) paraméteres statisztikai mezd, azaz P = {Py : 9 € O} valamilyen © paramétertérrel. A
paraméterteret bontsuk fel két diszjunkt halmaz uniéjara: © = ©¢ U ©1, ahol tehit ©g N O = ().

Nullhipotézis. Hj : 19 € 0.
Ellenhipotézis. H, : ¥ € O.

A minta X = (Xy,...,X,), a mintatér legyen B (vagyis (Xi,...,X,) a B C R™ halmaz egy véletlen
eleme). A mintateret is felbontjuk két diszjunkt halmaz unidjara: B = By U By, ahol BN By = (.

Elfogadasi tartomany: By. Ha (X1,...,X,) € By, akkor Hy-t elfogadjuk.
Elutasitasi (kritikus) tartomdny: B;. Ha (Xq,...,X,,) € By, akkor Hy-t elutasitjuk.

Tehat a nullhipotézist akkor fogadjuk el, ha a minta az elfogadasi tartoményba esik, kiilénben elutasitjuk.

Els6faju hibat vétiink, ha Hy igaz, és elutasitjuk.
e A préba szignifikanciaszintje vagy terjedelme (level of significance):

a = sup Py(X € By).
YEOBO

Masodfaju hibat vétiink, ha Hy nem igaz, és elfogadjuk.

A préba eréfiiggvénye az aldbbi 5 : ©1 — [0, 1] fliggvény:

BW) =Py(X € B) (Ye0Oy).

2.1. Definicié. Egy hipotézisvizsgdlati feladatban a p-érték (p-value) a legnagyobd olyan szignifikan-
ciaszint, ami mellett Hy-t elfogadjuk.

Vagyis ha « a szignifikanciaszint, akkor
p < « esetén elutasitjuk Hy-t, szignifikans eltérés Hy-tol.
p > « esetén elfogadjuk Hy-t, nincs szignifikdns eltérés Hy-t6l, nem volt elég bizonyiték Hi-re.

Egy szokédsos vélasztds a = 0,05. Ez tehat azt jelenti, hogy ha a nullhipotézis igaz, akkor legfeljebb 5%
a téves elutasitas valdsziniisége a préba soran.

A szokdsos o = 0,05 értékkel: p < 0,05 esetén elutasitjuk a nullhipotézist, szignifikans eltérés
van, kiilonben elfogadjuk a nullhipotézist, nincs szignifikans eltérés.

Nagy mintaelemszam esetén kis eltérés is szignifikans. A préba ereje haszndlhaté annak el-
lenérzésére, hogy nem volt-e tul érzékeny az eljarés.

2.1. Proébak tulajdonsagai

e Azonos terjedelmii prébak kozil az az er6sebb, amelynek az er6fiiggvénye minden ¥ € ©O;-re
nagyobb vagy egyenlO, mint a masiké:

B* () =Py(X € BY) > B(Y¥) =Py(X € By) (¥ € ©y).

e Fgy préba konzisztens, ha az eréfiiggvénye 1-hez tart minden 9 € ©;-re.

e Egy préba torzitatlan, ha
Py, (X € B1) <Py, (X € By)

minden ¥y € Op-ra és ¥, € Oq-re.



2.2. Neyman—Pearson-lemma

Tegyiik fel, hogy a paramétertér Gsszesen két elembdl all, vagyis az ismeretlen paraméternek két lehetséges
értéke van: © = {Ug,¥1}. A likelihood-fiiggvények: L,, o illetve L, 1.

Likelihood-hanyados proba: vélasszunk egy ¢ szamot. Ha

Lyi(X1,...,Xp)
Ly o(X1,...,X0)

>c

akkor utasitsuk el a nullhipotézist, kiilonben fogadjuk el.

Példdul: két telefontolténk van, az egyik minden kiprébélasnal a tobbitél fiiggetleniil 0,2, a masik 0,9
valészintiséggel miikodik. A t6lt6k ranézésre megkiilonboztethetlenek. Kivélasztjuk az egyik toltot, és
tizszer kiprébaljuk. Kérdés, hogy hany sikeres kiprébélas esetén dontiink gy, hogy ez a masodik t61t6
lehetett, ha a nullhipotézis az, hogy az els6 t6lt6 van a keziinkben.

Szamitsuk ki, hogy az adott sikeres tOltések szdmanak valésziniisége hanyszor nagyobb a mésodik, mint
az elsd tolt6 esetében. Ez éppen a likelihood-fiiggvények hanyadosa lesz. ¥y esetén indikator eloszléas 0, 2
paraméterrel, 9, esetén indikator eloszlas 0,9 paraméterrel. Ha 10 megfigyelésbol k-nal kovetkezik be az

esemény:
Loa(X1,.., X)) (30)0,9%0,17 % (o,g)k(o,1>”‘k

Loo(X1,-. . Xa)  (90,2k0,87% ~ \0,2) \0,8

Ez anndl nagyobb, minél nagyobb k. Elutasitjuk Hyg-t, ha k > ko megfelel§ ko-lal. Az alabbi allitds arrdl
sz6l, hogy ez a fajta eljards (legalabb kg sikeres toltés esetén utasitjuk el Hy-t) a legerésebb préba, és
altalaban is, két lehet6ség esetén a legerésebb probakat akkor kapjuk, ha a likelihood-hanyados alapjan
dontiink.

2.1. lemma (Neyman—Pearson-lemma, 1. rész). Tegyik fel, hogy a likelihood-hdnyados prdba szig-
nifikanciaszintje . Ekkor a likelihood-hdnyados préba a legerdsebb préba a legfeljebb o szignifikancia-
szinttd probak kozott.

2.3. Véletlenitett préba

Példaul: 9¢ esetén indikdtor eloszlas 0,2 paraméterrel, 1¥; esetén indikator eloszlas 0,9 paraméterrel.
Legyen X az, hogy 10 megfigyelésbdl hanyszor kovetkezik be az esemény. A Neyman—Pearson-lemma
szerint akkor utasitjuk el Hy-t, ha X > kg megfeleld ko-lal.

Hy : hibés toltd, p = 0,2
Hy: jo tolt6, p=0,9.

Olyan eljarast szeretnénk, amivel a nullhipotézis téves elutasitasdnak valésziniisége pontosan a = 0, 05.
A legfeljebb 0,05 szignifikanciaszintiiek koziil ez lesz ugyanis a legerésebb, vagyis az ellenhipotézis tel-
jesiilése esetén ekkor a legnagyobb a jé dontés valdszinlisége.

Ha ko = 5: az els6faja hiba valdsziniisége még megfelel6, de nem pontosan 0, 05:

10
10 4 :
Po(X >5)=> (j >0,2<70,810_3 =0,033 < 0,05.
Jj=5

Ha ko = 4: az els6faji hiba valdszintisége til nagy, tobb, mint a megengedett szignifikanciaszint:

10
10 ; ;
Po(X >4) =) ( ) >0,2Jo,8mﬂ =0,12 > 0, 05.
— \J
i=
Ezért olyan eljérdst vdlasztunk (ez lesz a véletlenitett préba), hogy
e legalabb 5 sikeres kisérlet esetén elutasitjuk Hy-t;

e pontosan 4 sikeres kisérlet esetén egy 1ij sorsolast végziink, és p valdsziniiséggel utasitjuk el Ho-t —
a p valdsziniiséget ugy valasztjuk, hogy a fenti feltétel teljesiiljon



e legfeljebb 3 sikeres kisérlet esetén elfogadjuk Ho-t (ez tehat nem lehet bizonyiték H;-re, vagyis arra,
hogy a j6 toltét vélasztottuk ki).

Ezzel az eljdrdssal a nullhipotézis téves elutasitdsdnak valészintisége (minden valésziniiség a hibés toltére
vonatkozik, hiszen ez a nullhipotézis):

10
P(X >5)+p-P(X=4)=0,033+p- <4>0724-0,86:0,033+p-0,088.

A feltételiink az volt, hogy ez éppen 0,05-tel legyen egyenld, ez p = 0,19 esetén teljesiil:
P(X>5)+p-P(X =4)=0,033+0,19-0,088 = 0,05.

Tehat legalabb 5 sikeres kisérlet esetén biztosan, pontosan 4 sikeres kisérlet esetén 0,19 valésziniiséggel

utasitjuk el a nullhipotézist, legfeljebb 3 sikeres kisérlet esetén pedig elfogadjuk.

Az alabbi allitas szerint ez leger6sebb préba a legfeljebb oo = 0,05 szignfikanciaszinti prébak kozott, és
er6sebb, mint a kg = 5-tel kapott determinisztikus prébaé.

Tegyiik fel, hogy a paramétertér két elembdl all: © = {Jg,U1}. A likelihood-fiiggvények: L, ¢ illetve
Ln,l-

Likelihood-hanyados proba: vélasszunk egy ¢ szamot. Ha

Lpi(X1,...,X0)
Lyo(X1,...,X0)

>c

akkor utasitsuk el a nullhipotézist. Ha a hdnyados egyenlé c-vel, akkor p valészintiséggel utasitsuk el, és
1 — p valészintiséggel fogadjuk el. Ha kisebb ¢-nél, fogadjuk el a nullhipotézist.

2.2. lemma (Neyman—Pearson-lemma, 2. rész). Legyen « € (0,1) tetszdleges. Ekkor lehet olyan c
és p szamokat vdlasztani, hogy a likelihood-hdnyados préba a szignifikanciaszintje éppen «, és igy ez a
legerdsebb proba a legfeljebb o szignifikanciaszintd probdk kozott.

2.4. Szekvencialis prébak

A valdszintliséghdnyados n elemii mintabdl:

o= Ena(Xn X)) [T, f1(X5)
" LTL,O(Xla"'aX'rL) H?:l fO(‘XJ)7

ha az eloszlas abszolut folytonos.

A, B rogzitett, a prébara jellemzd szamok. Addig vesziink mintaelemeket, amig V,, > B vagy V,, < A
nem teljesiil. Vagyis:

e ha V,, > B, elutasitjuk Hy-t;
e ha V, < A, elfogadjuk H-t;

e ha A <V, < B: j mintaelemet vesziink.

Kétlépcsés valtozat: ny elemil mintat vesziink. Ha V,,, > B, elutasitjuk Hy-t, ha V,,, < A, elfogadjuk Hy-
t, kiilonben tovabbi ny darab mintaelemet vesziink, és akkor utasitjuk el a nullhipotézist, ha V,,, 1, > C
teljesiil.

3. A normalis eloszlas paramétereire vonatkozé prébak

Az aléabbi prébak akkor hasznalhatdk, ha

e a megfigyelések fiiggetlenek, és feltételezhetjiik, hogy normalis eloszlasiak



a megfigyelések fliggetlenek, véges szérasu eloszldasbdl szarmaznak, és a minta mérete, azaz n ”elég
nagy”, példaul n > 100; ez a mulik: tetszoleges véges szérasu,
fliggetlen azonos eloszlast valdszintiségi valtozok atlaganak eloszldasa normalis eloszlashoz hasonld,
ha nagy a mintaelemszam

e z-préba (vagy u-préba): varhaté értékre vonatkozé hipotézis esetén, ha a o szdéras ismert —
egymintds esetben legerésebb préba

e (-préba (vagy Student-préba): varhaté értékre vonatkoz6 hipotézis esetén, ha a o szérds nem
ismert (csak az s tapasztalati szérds)

e [-préba: szdérasra vonatkozé hipotézis esetén

Kapcsolat a konfidenciaintervallummal: egymintas prébéanal akkor fogadjuk el a nullhipotézist «
terjedelem mellett, ha a benne megadott érték (varhato érték vagy szérds) az 1 —a megbizhatdsigi szintii
konfidenciaintervallumba esik.

3.1. z-proba

Nézziik meg, hogy mit ad a Neyman—Pearson-lemma abban az esetben, ha a nullhipotézis és az ellen-
hipotézis szerint is normalis eloszlasu az eloszlas, a szérasok is megegyeznek, de a varhaté értékek nem.
Ez fog segiteni abban, hogy a normalis eloszlas varhato értékére vonatkozé altalanos legerdsebb prébét
készitsiink, ismert szords mellett.

Legyen © = {mq,m1}, és P alljon az N(mg,0) és N(mq,0) eloszldsokbdl. Vagyis a nullhipotézis az,
hogy az eloszlds N(myg, o), az ellenhipotézis pedig az, hogy N(m1, o). A likelihood-hdnyados:

L X)) (o) " TI=y exp(—(X; — m1)?/(20%))
Loo(X1,.. ., Xp) (V%.g)" T17_, exp(—(X; — mo)?/(202))
— exp (_ 21 (X —ma) n Zj:l(Xj2_ mo) >

202 20
B 2o (X7 = 2m Xy +mi) 3T (XF - 2moX; +mi)\
TP 202 + 202 N
2(my —mo) 37—y Xj + (m§ — mi)n
= exp 552 .

Ha mi > my: akkor utasitjuk el a nullhipotézist, ha i—;

Z;lzl X; nagyobb egy ¢ kritikus értéknél. Ezért a lesz a z-préba legerdsebb préba: ez is ilyen alakd,
hogy akkor utasitjuk el a nullhipotézist (egyoldali esetben), ha az Gsszeg nagyobb egy bizonyos értéknél.
Hiszen ez ugyanaz, mint hogy az atlag nagyobb egy bizonyos értéknél. Azt pedig tudjuk korabbrdél, hogy
ha Xi,..., X, figgetlen azonos eloszlastiak és normalis eloszlasiak mg varhato értékkel és o szérassal,
akkor az dtlaguk is normaélis eloszldsi, s6t, a normadlis eloszldsok dtlagdra vonatkozd sszefliggés (a Fisher—
Bartlett-tétel, az 1.1. tétel (1) része szerint)

nagyobb egy c kritikus értéknél, vagyis ha

, _

_ X —

XNN(m,U) = 2T~ N(0,1).
n g

Ezért a kritikus értéket a standard normélis eloszlas kvantilisébol szamolhatjuk ki. Pontosabban, ugy
kell ezt valasztanunk, hogy Hj teljesiilése esetén a téves elutasitds valdszinlisége « legyen (2. dbra):

]P’<X_m\/ﬁ>c)—1a = c=d71(1-a).
o
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2. dbra. Az a = 0,05 szignifikanciaszint{i egyoldali z-préba kritikus értéke: ®~1(1 — a) = ®71(0,95) =
1,645.

3.1.1. Egymintas egyoldali z-préba (one-sample one-sided z test)

A préba a normaélis eloszlds varhaté értékére vonatkozik ismert szoras mellett. Torzitatlan, konzisztens,
legerdsebb préba egyoldali esetben (a Neyman—Pearson-lemma alapjdn bizonyithatd).

X1, Xa,..., X, ~ N(m,o?), ahol m ismeretlen paraméter, o > 0 ismert.

Prébastatisztika (eloszldsa standard normélis Hy mellett, ezt beldttuk):

Egyoldali ellenhipotézis (one-sided): Hy : m < my; Hy :m > my.
Ha z > ®~1(1 — «), akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk.

A p-érték ilyenkor 1 — ®(z).

p < 0,05: a varhaté érték szignifikdnsan tobb mg-nél.

p > 0,05: a varhaté érték nem tobb szignifikdnsan mg-nal.

Példa: egymintas egyoldali z-préba

Feltételezés: a testmagassag normalis eloszlasu.

Az eurépai férfiak atlagos testmagassaga 177,6 cm.

Megmértiik 90 holland férfi testmagassagat, a magassagok dtlaga 181,7 cm lett. A szérést 8,5 cm-
nek feltételezve mondhatjuk-e, hogy a holland férfiak testmagassdga szignifikdnsan t6bb az eurdpai
atlagnal?

Hy:m < 177,6; Hy:m > 177,6.
X — 181,7—177,6
s M0 = 200 LT D 50 — 4 57
o 8,5
a = 0,05 szignifikanciaszint mellett ®~1(1 — o) = 1,645, igy z > ®71(1 — ).

p-érick: 1 — ®(4,57) < 0,0001 < 0,05.

Elutasitjuk a nullhipotézist. Az adatok alapjan a holland férfiak testmagassiganak varhaté értéke
szignifikdnsan t6bb 177,6 cm-nél, vagyis az eurdpai dtlagnal.



Standard normalis eloszlas

0.2 03 04
1 L

sUrUségfuggvény

0.1

00
1

T T T T T T T
3 -2 -1 0 1 2 3

értékek

3. dbra. Az a = 0,05 szignifikanciaszintii kétoldali z-préba kritikus értéke: ®~1(1—a/2) = ®71(0,975) =
1, 96.

3.1.2. Egymintas kétoldali z-préba

A préba a normaélis eloszlds varhaté értékére vonatkozik ismert szérds mellett. Nem legerésebb (nincs
legerdsebb préba ebben a feladatban).

e X1, Xo,..., X, ~ N(m,oc?), ahol m ismeretlen paraméter, o > 0 ismert.

e Prébastatisztika (eloszldsa standard normalis Hy mellett):

e Kétoldali ellenhipotézis (two-sided): Hy : m = my; Hy:m # my.

Ha |z| > ®71(1 — a/2), akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk.

A p-érték ilyenkor 2 — 2®(]z|).
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® a standard normaélis eloszldsfiggvény: ®(t) = fioo 7=e /2y,
p < 0,05: a varhaté érték szignifikdnsan eltér mg-tol.
p > 0,05: nincs szignifikdns eltérés mo-tdl.
Példa. Egy gyarban a minGségellenérzésnél olyan mérleget hasznédlnak, melynél egy m tomegl targyat
mérve a mérési eredmények fliggetlen normaélis eloszlasu valdsziniiségi valtozék m varhatéd értékkel és
o = 3 gramm szorassal.

A termékkatalégus szerint egy adott tipusi kalapécs fejének 364 g tomegilinek kell lennie.

A fenti mérlegen megmérték 20 kalapécs fejének tomegét. Az atlag 367,2 gramm lett. Ez alapjén
allithato-e, hogy a kalapacsok fejének tomege szignifikdnsan eltér az eléirt 364 grammtél?

o Hy:m = 364, Hy :m # 364.
Z:M.\/ﬁ:w,g = 4,77.
o

e a = 0,05 szignifikanciaszint mellett ®~1(1 — a/2) = 1,96. p = 1,84 - 107 < 0,05.

|z] < ®1(1 — a/2), elutasitjuk a nullhipotézist. A kalapécsok fejének tomegének varhaté értéke a
minta alapjan szignifikansan eltér az el6irt 364 grammtol.



Példa. Mennyi a z-préba erofiiggvényének az értéke a 2 helyen, ha 16 elem{ mintank van, mely 9 szérésu
normélis eloszlasbdl szarmazik és a hipotézisek: Hy : m = 1, H; : m > 1. Tegylik fel, hogy a kritikus
érték z, = 2.

Az eréfiiggvény a helyes dontés valészintiségét adja meg, az ellenhipotézishez tartozé paraméterek esetén.
Most
B(2) = Py(elutasitjuk Hy-t)

a kérdés, vagyis hogy mennyi valészintiséggel utasitjuk el a nullhipotézist, ha a minta N(2,9?) eloszldsti.

Az egymintds z-préba prébastatisztikdja z = Y;mf’ Vn. Most mg = 1,0 = 9,n = 16, a kritikus érték
pedig 2. Akkor utasitjuk el a nullhipotézist (az m > 1 egyoldali ellenhipotézisnek megfeleléen), ha z > 2
(ez jelenti azt, hogy az &tlag nagy, ami a vérhaté érték nagy értékére utal). Tehdt a kérdés, amibol

atrendezésekkel juthatunk el a megoldashoz:
y — my
o N
X -2 -2 X -2 1-2 X -2 14
:IP’( \/ﬁ>m0 \/ﬁ+2>:P<\/ﬁ>9-4+2>:P(\/ﬁ>9>=
o o o

g
14
—1-0(—

ugyanis X ~ N(2,0/y/n), ha fiiggetlen, azonos eloszlasti normélis eloszldsi valészinfiségi valtozdkat
atlagolunk (1.1. tétel).

Hazi feladat aprilis 1., 8:15-ig Az ismerdscktdl gytijtott adatok alapjan allithatjuk-e, hogy az is-
merdsok utazasi idejének varhatd értéke szignifikdnsan tobb 60 percnél? Ehhez feltételezziik, hogy az
utazdsi id6 szérdsa 30 perc, és az utazdsi id6 normélis eloszldsi (még ha a kerekitések miatt nem is az).

B(2) = Py(elutasitjuk Hyp-t) = Pa(z > 2) = IF’2< vn > 2> =P, (X > 20 + mo) —
n

Az el6z6 hazi feladat A hizi feladathoz begytjtott adatok alapjdn

1. adjunk konfidenciaintervallumot az utazasi idék varhaté értékére kiilon a férfiak, kiilon a nék
esetében, illetve Gsszesen;

2. adjunk konfidenciaintervallumot annak valdsziniiségére, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott is-
merd6s legalabb 5 sorozatot nézett az utébbi egy honapban.

Az utazdsi idékrol tételezziik fel, hogy normaélis eloszldsiak (noha valdjaban a kerekitések miatt ez nem
igazan teljestl).

Megoldas.

Tegyiik fel, hogy X1, ..., X, fiiggetlen N(m,o?) normalis eloszldsi valdszinfiségi valtozdk (m, o ismeret-
lenek). Ekkor a

— F— s*
Ti,To) =X —thta 2=, X+thtla —=
(T, o) ( L Vn L \/ﬁ)

intervallum 1 — o megbizhatdsagi szintl kétoldali konfidenciaintervallum az eloszlas varhato értékére.

Az R-ben a t-prébara vonatkoz6 parancs megadja a konfidenciaintervallumot is, a megbizhatdsagi szint
is allithato:

> noiutazas<-c(0, 45, 120, 120, 60, 60, 30, 60, 100, 70, 180, 40, 60, 100, 80, 90, 120)
> t.test(noiutazas, conf.level=0.95)

95 percent confidence interval: 56.60688 100.45194

ferfiutazas<-c(60, 30, 70, 60, 20, 60, 10, 120, 60, 120, 130)

t.test(ferfiutazas, conf.level=0.95)

95 percent confidence interval: 39.88616 94.65930

> utazas<-c(noiutazas, ferfiutazas)

> t.test(ferfiutazas, conf.level=0.95)

95 percent confidence interval: 58.00614 90.20815



Tehat a 95%-o0s megbizhatdsdgi szintii konfidenciaintervallum a n6k esetében percben szamolva (56, 6; 100, 5),
a férfiak esetében (39,9;94,66), Osszességében pedig (58;90). Osszehasonlitva: a nék esetében rovi-
debb konfidenciaintervallumot tudtunk adni, azaz kisebb a bizonytalansdg, a varhaté érték viszont az

6 esetiikben tilinik nagyobbnak. Az adatokat Osszesitve nagyobb lett a mintaelemszdm, mint barmelyik
esetben kiilon-kiilon, igy természetes, hogy révidebb konfidenciaintervallum adédott.

A sorozatokra vonatkozé adatok:

sorozat=c(6, 4, 5, 7, 2, 12, 3, 4, 12, 4, 9, 13, 5, 7, 8, 13, 16, 5, 6, 9, 1, 1, 1, 3, 5,
i, 0, 3, 2, 1, 0, 0, 10, 0, 2, 1, 0, O, 5, 1, 2, 2,1, 2, 2, 0, 2, 2, O, 1, 0, O, 1, O,
1, 8, 4, 3, 5, 5, 1, 0, 3, 8, 10, 1, 5, 5, 1, 0, 3, 1, 0)

A legalabb 6t sorozatot nézok relativ gyakorisaga:
> p=length(sorozat [sorozat>=5])/length(sorozat)
> P
[1] 0.3424658
1 — a megbizhatdsédgi szintli konfidenciaintervallum p-re:
(-0 (1-2) D, g (1) B,

2 vn 2 NG

Ez alapjan az alsé végpont, ha a = 0,05, azaz 95%-0s megbizhatdsigi szintii konfidenciaintervallumot
készitiink:

> p—qnorm(0.975) *sqrt (p*x(1-p))/sqrt (length(sorozat))
[1] 0.2336092
> p+qnorm(0.975) *sqrt (p*x(1-p) ) /sqrt (length(sorozat))
[1] 0.4513223

Tehat a (0,23;0,54) intervallum 95% megbizhatésagi szintii konfidenciaintervallum a legaldbb 5 sorozat
nézésének valdszinliségére.

10



