Matematikai statisztika el6adas, 13. hét, majus 13.
Bayes-becslések (kiegészits anyag)

1. A frekventista és bayes-i hozzaallas 6sszehasonlitasa

Eddig a statisztikai elemzésekben a frekventista hozzddallast kovettiik. A 9 € © paraméter szaimunkra
ismeretlen, és csak azt tessziik fel réla, hogy egy ismert © halmaznak, a paramétertérnek az eleme.
A © paramétertér rogzitett halmaz sajit struktira nélkiil, a tulajdonsdgoknak (példdul konzisztencia,
torzitatlansdg) minden ¢ € ©-ra teljesiilniiik kell.

Ennek a mddszernek egy hatranya példaul:
e egy szabalyosnak t{ind érmével n dobasbdl mindegyik fej lett;
e legyen p az iras valdszintiisége;

e ezt a relativ gyakorisaggal becsiilhetjiik: p = 0. Ez torzitatlan, konzisztens becslés, a frekventista
hozzdallas kovetelményeinek megfelel.

Ugyanakkor, ha n = 2 dobasbdl lett mindegyik fej, az egész mast jelent, mint ha n = 200 dobéasbdl
lett mindegyik fej. Ezt a becslés nem tiikrozi.

Tovabbéa nem hasznéltuk ki azt az informdciét, hogy az érme szabalyosnak tiinik.

Bayes-i hozzaallas: a paramétert magat is valoszintliségi valtozénak tekintjiik, ebbe beépitve valami-
lyen el6zetes informaciét. Példaul a pénzérménél, mivel szabalyosnak tlnik, azt tesszik fel, hogy nagy
valdsziniiséggel az 1/2-hez kozel van az értéke. Példdul feltessziik, hogy az eloszldsa beta-eloszlast a [0, 1]
intervallumon, melynek 1/2 a vérhat6 értéke, vagyis ,nagy valdszinliséggel” kozel van az 1/2-hez. A
beta-eloszlast azért hasznaljuk, mert a p paraméter értéke biztosan 0 és 1 kozott van, tehat olyan eloszlas
kell, amibél egy valdszintiségi valtozot sorsolva a kapott szam biztosan 0 és 1 kozott lesz.

1.1. Definicié. Az X wvaldsziniiségi vdltozo beta-eloszldsu a,b paraméterekkel, ha siriségfiggvénye:
(a+o-1)! b1

= 1-— , ha x € [0,1],

@) = o e ) azef0

és nulla kilonben.

1.1. Allitss. Az (a,b) paramétert beta-eloszlds vdrhatd értéke és szérdsa:

a ab
E(X) = ' D(X)_\/(a+b)2(a+b+ 1)

Legyen X1, Xo, ..., X, figgetlen minta a [0,1] intervallumon egyenletes eloszldsbdl. Ekkor X -nak, vagy-
18 a nagysag szerint k. legnagyobb mintaelemnek az eloszlisa beta-eloszlas a = k ésb = n —k + 1
paraméterekkel. Kovetkezmény:

ko k(n—k+1)

E(Xy) = ntl D(Xy) = [CESVCED))

Az 1. dbran lathaté néhany beta-eloszlas stirtiségfiiggvénye. Ha azt mondjuk, hogy az irds dobasanak
valésziniisége p, és az érme szabalyosnak latszik, akkor ennek példaul az felelhet meg, hogy a p-nek, mint a
bayes-i hozzddllas szerint egy valésziniiségi véltozénak, az eloszldsa Beta(3,3). Az dbra mutatja ugyanis,
hogy ilyen paraméterek mellett a beta-eloszlds legvaldszintibb értékei az 1/2 koriil vannak. Vagyis ezzel
fejezhetjiik ki a paraméterrél az el6zetes informéciot.
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1. dbra. Beta-eloszlés sliriiségfiiggvénye kiillonbozé paraméterparok mellett

1.1. A priori és a posteriori eloszlas

A Bayes-becslés elkészitéséhez az alabbi fogalmakra lesz sziikség.

O az ismeretlen ¥ paraméter Osszes lehetséges értékébol allé halmaz.

e a priori eloszlas: eloszlds a © paramétertéren, siriségfiiggvénye legyen w. Ez tartalmazza a
paraméterrdl az el6zetes informéciot, feltevést. Ez jelenti azt, hogy a 6 paramétert valdsziniiségi
véaltozénak tekintjiik, melynek sfirliségfiiggvénye m. A példdban az a priori eloszlds a Beta(3, 3)-
eloszlas, igy 7 ennek siirtiségfiiggvénye lesz. Az a priori eloszlas vélasztdsa a ¢ paramétertéren
értelmezett eloszlasok koziil tetszéleges lehet (amennyiben tlikrozi a paraméterrdl szerzett el6zetes
informécidkat), és a becslés fiiggni fog ettdl az elézetes valasztastol.

e prediktiv eloszlas: a minta eloszldsa az a priori eloszlas alapjan, feltétel nélkil. Sturtiségfiiggvénye
a teljes valdsziniiség tételének egy folytonos analdgidjaval:

ffr(x):/@fﬁ(a:)ﬂ(ﬁ)dﬁ,

ahol fy a minta siirliségfiiggvénye a ¢ paraméter mellett (vagyis a ha paraméter ¥, akkor erre
feltételesen fy a stirtiségfiiggvény.

e a posteriori eloszlas: amikor megfigyeljiikk a mintat, a paraméterrdl kapunk informaciét. Erre
feltételes valdsziniiséget szdamolva bizonyos paramétertartomanyok valdsziniibbek, méasok kevésbe
valészintiek lesznek, mint az elézetes, a priori eloszlas esetében.

Az a posterori eloszlds azt adja meg, hogy a minta megfigyelt értékeire feltételesen mi lesz a o
paraméter eloszlasa a © paramétertéren. Siriiségfiiggvénye a Bayes-tétel analégidja szerint:

Lﬁ(xla s 7:177’7/)71-(19)
* 19 X = =
™ (WX = z) Loz, ,20)
ahol Ly a likelihood-fiiggvény 9 mellett, X a minta, x = (z1,...,z,) a megfigyelt értékek, L, pedig
az fr-bol szamolt likelihood-fiiggvény: L (v1,...,2,) = [1j_; fr(z)).

A priori és a posteriori eloszlas: példa. Egy érmével dobva n dobasbdl k iréds lett. Az irasok szdama
legyen Y. Az irds (I) valészintisége . Az a priori eloszlds legyen Beta(3,3) a © = [0, 1] paramétertéren.
Stirtuségfiiggvénye az 1.1. definicié alapjan:

|
m(z) = %ﬁ(l —2)?1(0 < < 1) = 302%(1 — 2)1(0 < = < 1).



Prediktiv eloszlas: annak valdszintisége, hogy irast dobunk egy dobasnal. Ha a paraméter ¢}, akkor ez
éppen ¥ valdsziniiséggel torténik. A teljes varhaté érték tételének egy folytonos valtozatat alkalmazhat-
juk:

! 3 1
P.(I) = / Py(I)m(9)dv :/ F-m(h)dd = = = -,
e 0 6 2

hiszen 7 éppen a Beta(3,3) eloszlds stirliségfiiggvénye, igy az integril ennek az eloszldsnak a varhatd
értéke lesz.

A posteriori eloszlés: feltéve, hogy n dobasbdl k irds lett, mi a ¢ paraméter eloszldsa a [0, 1] interval-
lumon? Hasznéljuk az a posteriori eloszlas definiciéjat, azt, hogy diszkrét esetben a likelihood-fiiggvény
a valdszinliség. Ezutdn azt hasznalhatjuk, hogy ha a paraméter ¢ rogzitett, akkor az irds dobasok szdma
binomidlis eloszldsi, ez adja meg Py(Y = k)-t. A m() a beta-eloszlés stirliségfiiggvénye az 1.1. definicié
alapjan. A nevezdében az a kérdés, hogy a prediktiv eloszlds szerint mennyi annak a valészintisége, hogy n
dobdsbodl k {ras lesz. Mér kiszdmoltuk, hogy ebben az esetben 1/2 az {rés valészintisége, igy az n rendd, 1/2
paramétert binomidlis eloszlassal szamolhatunk. Végiil a tortet egyszerisitjiik és dtcsoportosithatunk:

) o Ly, xn)m(0)  Py(Y = Ek)n(9)
i <19|Y_k) B Lﬂtxlﬂ"'ﬂxﬂ) B Pﬂ'(Y:k) B

(kA —0)mF 30 92(1 - 0)?

@) -9

=30 on . 19}€+2(1 o ﬂ)nfk+2.

Azt vehetjiik észre, hogy ez is Beta-eloszlds az 1.1. definici6é alapjén, a paraméterei a = k + 3 és b =
n—k+3. Ez lesz tehét az a posteriori eloszlas: a megfigyelések alapjan igy véltozik a 9 mint valésziniliségi
valtozé slirtiségfiiggvénye. Azt is észrevehetjiik, hogy ha k < n/2, vagyis a dobdsoknak kevesebb, mint
a fele lett {rds, akkor az a posteriori eloszlds (mint az 1. dbrdn ldthaté Beta(2,5) eloszlds, hiszen ekkor
k42 < n—k+2), az 1/2-nél kisebb értékeknek ad nagyobb valdsziniiséget, mig ha k > n /2, vagyis irdsbdl
volt tobb, akkor a p-nek az 1/2-nél nagyobb értékei valészinlibbek. Az a priori eloszlds szimmetrikus volt
az 1/2-re, ehhez képest valtozott a p-rol vald feltételezett eloszlas a megfeleld irdnyba.

1.2. Veszteségfiiggvény és Bayes-becslés

A Bayes-becslésnél is meg kell vélasztani, hogy milyen szempont szerint legyen optimaélis a becsiilt érték.
Ehhez a veszteségfiiggvény fogalmat hasznaljuk, és az a cél, hogy a veszteség varhatd értéke a lehetd
legkisebb legyen.

Veszteségfiiggvény: a veszteség, ha az igazi ¥ paraméter helyett annak U becslését hasznaljuk, ez
W (9,9). Ez nemnegativ, ¥ — 9 fiiggvénye, példaul (9 — 9)? vagy |9 — .

1.2. Definicié. A ¥ € © paraméter Bayes-becslése az a 9= T(Xy,...,X,) becslés, melyre az
Rq(T) = By (E(W(T(X1,...,X,),9))
a priori bayesi riziké minimdlis.

Itt X, Xo,..., X, a minta, és T(X1,...,X,) az a statisztika, amit ebbdl kiszdmolunk, ez lesz a becslés.
AW(T(Xq,...,Xn),9) érték tehdt a becslés hibdjabdl ad6dé veszteség, amit a veszteségfiiggvény mond
meg, ha a valédi 9-t a T(Xq,..., X, )-nel becsiiljik. Ezutdn vesszilkk ennek a vérhaté értékét: az
X1,Xo,..., X, aminta, {gy ezek valdszinliségi valtozok, a W (T(Xq,...,X,), ) is valészinliségi valtozo,
rogzitett ¢ mellett. Azonban a Bayes-becslés hozzdallasa szerint ¢ maga is valdsziniiségi valtozd, igy
végiil eszerint is varhaté értéket szamolunk. A cél az, hogy a becslésbdl adddéd veszteség ilyen médon
kapott varhato értéke a lehet6 legkisebb legyen.

Abban a specidlis esetben, amikor a négyzetes veszteségfiiggvényt hasznaljuk, dltaldnosan is megfogal-
mazhatd, hogy hogyan talalhatjuk meg az optimalis becslést. Errél szol az alabbi tétel.



1.1. Tétel. Ha a W(x,y) = (z — y)? négyzetes veszteségfiigguényt haszndljuk, akkor a paraméter g(1J)
figguényének Bayes-becslése az a g vdrhatd értéke az a posteriori eloszlds szerint:

4(0) = /@ g(9)7* (91X = z)do.

Bayes-becslés: példa. Egy érmével dobva n dobasbdl k irds lett. Az irdsok szdma legyen Y. Az irds
(I) val6szintisége 9. Az a priori eloszlas legyen Beta(3,3)-eloszldas a © = [0, 1] paramétertéren, mint
eddig. Stirfiségfiiggvénye 7(z) = 302?(1 — 2)%1(0 < = < 1). Azt lattuk kordbban, hogy az a posteriori
eloszlas beta-eloszlds a = k + 3 és b = n — k + 3 paraméterekkel.

W (z,y) = (x—y)? négyzetes veszteségfiiggvény esetén a 9 paraméter becslése a tétel szerint az a posteriori
eloszlas varhato értéke:

k+3 _k+3

1
9 = (91X = = 9 X = = =
v Léﬂ ™ WX = z)dv 1;07TWL* z)dy (k+3)+(n—k+3) n+6’

hiszen éppen az a = k+ 3 és b = n — k + 3 paraméterii beta-eloszlas varhaté értéke jelent meg, amire
pedig hasznéalhatjuk az 1.1. allitast.

Tehat példdul ha n = 10 dobédsbdl k = 0 {rds van, és Beta(3, 3) az a priori eloszlds, akkor

3

D= =18,8%.
16 8,8%
Ha n = 100 dobésbdl k = 0 iras van, akkor
- 3
¥=— =2,8%.
106 8%

Itt ¥ az {rds dobds valészinlisége volt. FErrdl eredetileg azt tételeztiik fel, hogy 1/2 vérhaté értékii
Beta(3, 3)-eloszldsti. Mivel nem voltak {rds dobdsok, az 1] becslés kevesebb, mint 1/2, és hogy mennyivel
kevesebb, abban az is szamit, hogy hanyelemi volt a minta. Frekventista hozzaallassal mindkét esetben
0 lett volna a becslés, nem lattuk volna a mintaelemszambdl adédé kiilonbséget.

Ugyanezen feltételek mellett, ha n = 100 dobasbdl k = 32 irds van, akkor

- 35
D=2 —33%.
106 33%

Vagyis ezzel is kevesebb, mint 1/2-nek becsiiljiik az {rds valészin{iségét, annak megfeleléen, hogy kevesebb
iras volt, mint fej. Ez nincs messze a relativ gyakorisagtél sem ebben az esetben.
Vegyiik észre, hogy a becslésiink fiigg az a priori eloszlastél. Ha ugyanezzel a szdmoldssal Beta(a, 8) a

priori eloszldst haszndlunk, akkor

k+a

1
V= [ 9 mWX=2)dd= [ 9 70X =z)d) = ————.
Lo m X =i = [ 0. 01X = o = S

Ez mas «, B-ra tipikusan kiilonb6zé eredményt ad. Ebbdl is lathatd, hogy a Bayes-becslés fligg az a priori
eloszlastol.

1.3. Bayes-becslés a normalis eloszlasra

Tegyiik fel, hogy az emberek testmagassdga normalis eloszldsu, varhaté értéke m ismeretlen paraméter,
szorasa s = 10. Az m paraméterrol tegyiik fel, hogy az a priori eloszldsa normélis, varhaté értéke p,
szordsa o. Célunk, hogy meghatdrozzuk az m paraméter Bayes-becslését egy valés mintabdl (ez p-nek és
o-nak egy fiiggvénye lesz).

Az eloszlas stirliségfliggvénye, ha a paraméter m:

fm(x)=¢2—ﬂ1_mexp(—(x2_ogl)2>-
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2. 4bra. Bayes-becslés a varhaté értékre u és o fiiggvényében, ahol az a priori eloszlds N (u,22) az elsd
esetben és N(175,02) a mdsodik esetben

A priori stiriségfiiggvény az m-re:

Az a posteriori eloszlas stirliségfiiggvénye (itt L,, a likelihood-fliggvény, és f. a prediktiv eloszlds siirliségfiiggvénye,
és az m-t6l nem fliggd részeket nem szémoljuk ki)

™ (m|X =) = Ly (z1,...,z,)7(m) _
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Tehat az a posteriori eloszlas egy olyan normaélis eloszlas, melynek varhaté értéke

> xjo? 4+ 100u
o?n+100

100/ o2n + 100.

Négyzetes veszteségfliggvény esetén a Bayes-becslés az a posteriori eloszlds véarhaté értéke, vagyis (az

szorasa

Z1, ..., 2, megfigyelt értékek helyére a mintdt visszairva)
Y Xe? 100 YT X 41004
m= =
on -+ 100 n+ ?20

A 2. dbran azt lathatjuk, hogy hogyan valtozik i, azaz a varhaté érték becslése, ha az a priori eloszlas
paramétereit, a p varhat6 értéket és a o szérast véltoztatjuk. Az adatsor n = 94 ember testmagassagdabdl
allt. A mintadtlag 174,77 cm.



Az &bra alapjan és a képletbdl is lathatd, hogy a becslés az m-nek pozitiv egytitthatés linedris fliggvénye.
Vagyis minél nagyobb u, vagyis el6zetesen minél nagyobbnak feltételezziik az m-et (ennek a pripri el-
oszlasa volt N (u,c?)), annél nagyobb lesz az m becslése is.

A szoérast véltoztatva, ha o — 0, akkor a tort els6 alakjdbol latszik, hogy 7 limesze p lesz, vagyis ilyenkor
a becslés a minta értékeitdl fiiggetleniil az a priori varhaté érték lesz lényegében. Ez figyelheté meg az
abran is. Ha o — oo, akkor pedig a tort masodik alakjabdl lithatd, hogy a limesz az 4dtlag lesz (a
szamlaloban és a nevezOben is a masodik tag hatarértéke 0, és csak az Osszeg, illetve a mintaelemszam
marad).

A frekventista hozzaélldssal a becslés (példdul a maximumlikelihood-becslés) az atlag lett volna. Ezt tehat
o — oo esetén kapnank meg, vagy akkor, ha ugyan u és o rogzitettek, de a mintaelemszam végtelenhez
tart, ilyenkor szintén a szdmléléban és a nevezdben is a mdsodik tag nem szdmit a limeszben (kivéve, ha
X, varhaté értéke 0).



