Matematikai statisztika el6adas, 12. hét, méajus 6.
Id6sorok elemzése

1. Autoregresszids (linearis) folyamatok

Emlékeztetdl:

1.1. Definicié. Az
XO7X17X27X37 s aXta' i

valdszintiségi valtozdk sorozata iddsor, ha az indexparaméter (sorszam) idépontként is értelmezhetd.

1.2. Definicié. Az Xy, X1, Xo, ... iddsor gyengén stacionérius, ha

e vdrhatd értéke dllandd: E(X;) = E(Xo) minden t-re;
e a kovariancia csak az idépontok tdvolsdgdtol figg:

R(s,t) = cov(Xs, Xt) = cov(Xp, Xi—s) = R(0,t — s).

Az Xo, X1, Xo, ... iddsor er6sen stacionarius, ha tetszéleges n,ty,ts,...,t, €s h nemnegativ egészek
esetén az

(Xt17Xt27 s »th) és (Xt1+ha Xt2+h7 s 7th+h)

valdszinidségi vektorvdltozok eloszlisa megegyezik.

Egy er0sen stacionarius idGsor gyengén stacionarius, forditva nem feltétleniil. Gyengén stacionarius eset-
ben is az autokorrelaciés fiiggvényt igy definidltuk:

cov(Xo, X¢)
0 = Y
D?(Xo)
Ez tetszOleges s-re megadja az X és X1, valoszinliségi valtozok korreldcids egyiitthatéjat.

Az id6sorok modellezésénél az egyes tagok kozotti Osszefiiggést akarjuk modellezni. Erre egy lehet6ség,
hogy az idében kovetkezd tagot az el6z6ek egy linedris kombindcidjaval, majd pedig egy véletlen hiba
hozzdadasaval képezziik. Példdul lehet X (0) és X (1) tetszOleges, majd pedig

X(t)=0,7-X(t—1)+0,3-X(t—2)+et) (t>2),

ahol e(t) az X(0),X(1),...,X(t — 1) valészintliségi véltozoktdl fiiggetlen standard normélis eloszlast
valésziniiségi valtoz6. Ennek egy megvaldsitasa lathatéd az 1. abran. Az ilyen folyamatokat autoregresszids
folyamatnak hivjuk.

Az egyenlet kis mdédositdsaval, a kettével korabbi tagtdl valé kisebb fliggéssel masképp viselkedik a fo-
lyamat, ez a 2. abran lathato.

Altaldban az autoregresszios folyamatok esetében a kordbbi tagoktdl valo fliggés idoben tavolabb is vissza-
mehet, és természetesen az egyiitthatok is szabadon valaszthatdk, hogy a modell kellen rugalmas legyen
(ez segit a valds idésorokra valé illesztésben). fgy kapjuk az alabbi definiciét. A hibatagnak pedig nem
kell feltétleniil normaélis eloszlastinak lennie, csak azt tessziik fel, hogy 0 varhaté értékii és o < oo szdrasu.

1.3. Definicié. Az X(t) folyamat p rendii autoregresszids folyamat, ha minden t > p-re
Xt)=anX(t—1)+wX{t—2)+...+0p,X(t—p)+0-e(t),

ahol (t) figgetlen 0 varhatd értékii 1 szdérdsi valdszinidségi valtozd t > 0-ra (példdul normdlis eloszldsiak),
és X(0),..., X(t —1)-tdl és €(0),...,e(t — 1)-tdl is figgetlen. Jelolés: AR(p).

Az el6z6 példdban tehat p = 2 a rend, a; = 0,7, ag = 0,1 és 0 = 1, valamint £(¢) minden ¢-re normalis
eloszlasu.



AR(2) folyamat
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1. dbra. Az X(¢t) =0,7-X(t—1)+0,3- X(t —2)+¢(t) egyenletli AR(2) folyamat harom trajektéridja —
ez nem stacionarius

Stacionarius AR(2) folyamat
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2. dbra. Az X(t) =0,7- X(t—1)+0,1- X(t — 2) + £(t) egyenletii AR(2) staciondrius folyamat

1.1. Allitas. Az elsérendi autoregresszids folyamatok pontosan akkor van erdsen staciondrius megolddsa,
ha loq| < 1.

Altaldban, egy AR(p) folyamatnak pontosan akkor van erésen staciondrius megolddsa, ha az xP+oy P~ +
P2 + ...+« egyenlet minden gyokének egynél kisebb az abszolit értéke.

A tagok kozotti Osszefiiggést tobbek kozott a korrelacios egyiitthatéval tudjuk mérni. Ha a folyamat
staciondrius (mint a 2. d4brén ldthaté esetben), akkor az egyiittes eloszlds is csak a két idépont tévolsdgatdl
figg, vagyis R(X(0), X (t)) ugyanannyi, mint R(X (s), X (s+1)) tetszdleges s egészre. Ezt a mennyiséget,
vagyis a t tdvolsdgra 1évé tagok korreldcids egylitthatéjit, amit most csak R(t)-vel jeloliink, az aldbbi
egyenletrendszer megoldasa.

1.2. Allitas. Ha egy p-rendid autoregresszids folyamat gyengén staciondrius, azaz varhato értéke dllando
és a kovariancia csak a tdvolsdgtdl fiigg, akkor az aldbbiak teljesiilnek az autokovariancia-figguényére:

R(0) = a1 R(1) + aoR(2) + ...+ o, R(p) + o
R(t)=a1R(t — 1)+ aaR(t —2) + ... + o, R(t — p),

ahol t > 1 tetszdleges egész. Itt o a hibatag szordsa. FEbbol az autokorreldcios fliggvényre az aldbbi
osszefiiggés adodik:
r(t) = a1r(t — 1) + agr(t —2) + ... + apr(t — p).

A staciondrius autoregresszids folyamatok dgynevezett rovid emlékezetd folyamatok: Ztoio R(t) < oo,
azaz Yy oo r(t) < oo.



Autokorrelacios fliggvény stacionarius AR(2) folyamatra
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3. dbra. Az X (t) = 0,7-X(t—1)40,1- X (t—2)+¢(¢) egyenletii staciondrius AR(2) folyamat autokorreldcids
fiiggvényének becslése

Ha a folyamatbdl van egy mintdnk, akkor a kordbban latott moédon az autokorrelacids fliggvényt az
adatokbdl is megbecsiilhetjiikk. A 2. dbra maésodrendii autoregresszids folyamata esetében ez a becslés
a 3. dbran lathaté. Ebben az esetben a korrelacids egyiitthato tehdt a tavolsig fiiggvényében fokozatosan
csOkken, 10 tdvolsdgra pedig mér csak minimalis az értéke, itt feltehetSen kicsi az Gsszefiiggés (bar tudjuk,
hogy a korrelacios egytitthaté nem minden Gsszefliggést mutat ki, de ebben az esetben, ha lenne, linearis
jellegli lenne, és az ldtszana).

2. Autoregressziés mozgdatlag-folyamatok (altalanosabb lineéris
folyamatok)

Stacionarius ARMA(2,2) folyamat
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4. dbra. Az X(t) = X(t) =0,7-X(t—1)+0,3- X(t—2)+0,7-¢(¢t)+0,2-e(t —1) +0,2-(t — 2) egyenletii
ARMA(2,2) stacionidrius folyamat

Az idésorok modellezésénél eddig azt tételeztiik fel, hogy a kévetkez6 tag az el6z6 néhanytdl, illetve egy,
a korabbiaktdl fiiggetlen hibatagtdl fiigg. Ez a modell gyakran még nem elég rugalmas ahhoz, hogy
valés adatokra jol illeszthet6 legyen, ezért tobbféle dltalanositasat szoktak vizsgalni. Ezek kozil az egyik
leggyakrabban haszndlt az a modell, amikor a hibatagok fiiggetlensége helyett azt tételezziik fel, hogy
egy hibatag (példdul valamilyen kiils6 hatds) tobb tagra is egyformén befolydssal van. Példdul ha X (t)
egy gazdasagi mutatd, akkor mondhatjuk, hogy egy, a ¢ évben bevezetett kormanyzati intézkedés az
X(t),X(t+1),...,X(t+ q) értékekre is hatdssal van, de természetesen, ahogy telik az id8, egyre kisebb
sullyal. Ez alapjan juthatunk el az aldbbi definiciéhoz (a korabbi tagoktdl valé linedris fiiggést megtartva,
és az egyes id6pontok kiils6 hatdsait fiiggetlennek feltételezve).



Autokorrelacios fliggvény stacionarius ARMA(2) folyamatra
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5. 4bra. Az X(t) = X(t)=0,7-X(t—1)+0,3- X(t—2)+0,7-¢(t)+0,2-¢(t —1)+0,2-¢(t — 2) egyenletli
ARMA(2,2) stacionidrius folyamat autokorreldcids fliggvényének becslése

2.1. Definicié. Legyenek e(t) figgetlen 0 wvdrhatd értékid 1 szdrdsi valdszindiségi valtozdk t > 0-ra
(példdul normdlis eloszldsiak). Az X (t) folyamat p, q-rendd autoregresszids mozgddtlag-folyamat, ha min-
den t > p-re

q
X)) = X(t—1)+0aX(t—2)+...+apX(t—p)+ Y Bmelt —m).
m=0
Jelolés: ARMA(p, q).
Példaul egy mdsodrendii autoregresszios ARMA(2,2) folyamat (an = 0,7,0 = 0,3,60 = 0,7, =
0,2, 85 = 0,2):
Xt)=0,7-Xt—-1)40,3-X(t—-2)+0,7-2(t)+0,2-e(t—1)+0,2-¢(t — 2).

Ennek egy megvaldsitasa lathaté a 4. dbran, az ehhez tartozd autokorrelacios fliggvény becslése pedig
az b. dbran.

A staciondrius ARMA-folyamatok rovid emlékezetiiek: Y ,° R(t) < oo, azaz y o, r(t) < oc.

3. Linearis folyamat illesztése és elorejelzés

Ebben a példdban Magyarorszig népességi adatait (2001-2018-ig) elemezziik (forrds: Kozponti Statisztikai
Hivatal). Ahogyan a 6. dbra sugallja, ez az id6sor nem staciondrius, ugy tilinik, hogy a védrhaté érték az
id6vel csokken. Ugyanakkor a linedris regresszidval kapott egyenes jol illeszkedik, szezondlis (periodikus)
komponens pedig nem varhat6. Ezért a kévetkezoképpen jarunk el:

o azt feltételezziik, hogy a népesség N (t) folyamata egy determinisztikus linedris fiiggvény és egy
staciondarius folyamat Osszege:
N(t)=at+b+ X (1),

ahol X (t) staciondrius (ebbél kovetkezik, hogy az eloszldsa minden ¢-re azonos);
e linedris regresszioval meghatarozzuk az a és b paraméterek becslését;

e az X(t) = N(t) —at — b folyamatra egy autoregressziés mozgéatlag-folyamatot illesztiink:

Xt)=mX(t—1)+dX(t—2)+...+a&X({t—p) + de(t);

e ebbél N(t)-re is megkapjuk az illesztett modellt, a linedris trend X (¢)-hez valé hozzdadaséval;



e elérejelzés: ha a folyamat t-ig valé megfigyelése alapjan ¢t + 1-re szeretnénk el6rejelezni, akkor
e(t + 1)-et nulldnak tekintve (hiszen a véarhaté értéke 0) az alabbi adddik:

X(t4+1) =@ X(t) +aX(t—1)+...+@X{t—p+1).

Ezt folytathatjuk is, a még nem megfigyelt idépontokban a becsiilt értéket beirva, akar tovabbi
lépéseket is tehetlink (természetesen a becslés szérdsa ilyenkor novekszik):

X(t4+2) =@ X(t+1) 4+ a@Xt—1)+...+a,X(t—p+1).

Ahhoz viszont, hogy az eredeti folyamatra vonatkozo elérejelzést megkapjuk, a linedris trendet tjra
figyelembe kell venni: A o
Nt+s)=at+s)+b+X(t+s).

Ez az eljaras ugyan hasznalja a linedris regressziot, de mivel a linearis trendhez képest szamolt hibatagok
Osszefliggéseit is modellezziik, amikor az X (t) részt becstiljiik, ez a modell rugalmasabb és jobb kézelitést
ad, mint a linearis modell 6nmagéban, ahol a hibakat egyméastdl fiiggetlennek tételeztiik fel.

Magyarorszag népessége
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6. dbra. Magyarorszdg népessége 2001-t61 2018-ig (forrds: Kozponti Statisztikai Hivatal) és a regresszids
egyenes

3.1. A linaris trend meghatarozasa és eltavolitasa

Magyarorszag népességét vizsgaljuk 2001-t81 2018-ig (forrds: Kozponti Statiszikai Hivatal). Az elsd 1épés
tehdt a regresszids egyenes meghatarozasa.
ev<-2001:2018

nep<-c(10200298, 10174853, 10142362, 10116742, 10097549, 10076581, 10066158, 10045401, 10030975,
10014324, 9985722, 9931925, 9908798, 9877365, 9855571, 9830485, 9797561, 9778371)

summary (1m(nep~ev))

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 59315833.4 1320991.3 44 .90 <2e-16 **x
ev -24543.3 657 .4 -37.34 <2e-16 *x*x

plot(nep~ev, 1lwd="5", col="blue", main="Magyarorszig népessége", xlab="év", ylab="népesség")

lines(abline(b=-24543.3, a=59315833.4, 1lwd="3", col="red"), x1im=c(2000, 2020))

A fenti gondolatmenet alapjan a folyamatbdl a becsiilt egytitthatokkal kapott linedris trendet eltavolitjuk,
és az 1gy kapott folyamatot vizsgaljuk majd tovabb. Vagyis a linerdis regressziéval kapott fliggvényt
kivonjuk az eredeti adatsorbdl:

X(t)=N(t)—a-t—b,

ahol N(t) a népesség a t id6pontban, a regresszids egyenes pedig ax + b egyenletli. A 7. 4bran a kivonds
utan kapott id6sort lathatjuk.
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7. dbra. Magyarorszag népessége 2001-t0l 2018-ig a linedris trend eltavolitasa utan

x<-nep+24543.3%ev-59315833.4

plot(x~ev, 1lwd="5", col="blue", main="Mdédositott adatok", xlab="év", ylab="érték")

3.2. Autoregresszioés modell illesztése

Tehat ha N(t) az eredeti iddsor, és &713 a linedris regresszidéval kapott becslések, akkor a linearis trend
elhagydsa utdn az aldbbi folyamatot kapjuk (7. dbra)

X(t)=N(t)—at —b.
Errdl feltételezziik, hogy staciondrius eloszldsu autoregresszids folyamat.
Xt)=aaX(t—1)+wX({t—2)+...+apX(t —p) + oe(t),

ahol aq,...,ap,0 és maga p is ismeretlenek, a () valdszintiségi valtozdk pedig fiiggetlenek, 0 varhato
értékiliek, 1 szérasuak.

A feltételezésbdl viszont a folyamat rendje, p nem deriil ki, és ezzel kapcsolatban a tobbvaltozos lineéris
modellhez hasonléan eléfordulhat a tultanulds (,overfitting”) jelensége. Ha p-t elég nagyra vélasztjuk,
akkor rengeteg szabad paramétert allithatunk be, igy konnyen taldlhatunk olyan aq,...,q, szdmokat,
amivel a fenti egyenlet jol illeszkedik a megfigyelt adatokra. Azonban ezzel nem a modell strukturalis
tulajdonsagait talaltuk meg, hanem, kis tilzassal, minden véletlen hibahoz bedllitottunk egy paramétert,
vagyis a paraméterek val6jdban a véletlen hibaktdl (az (t)-kt6l) fliggnek. Az e(t)-t viszont a fliggetlenség
miatt nem tudjuk elérejelezni, igy bar az illesztés jo, az elorejelzés nem lesz az.

Az autoregresszids folyamat illesztése ezért a kovetkezé médon miikddhet (ez az Akaike-féle informécids

kritérium elve, de lehetnek mds mddszerek is természetesen):

e t6bbféle kiillonboz6 p-t tekintiink kiilon-kiilon

o czekre a rogzitett p-re meghatdrozzuk, hogy melyik az o, ..., ap, 0 paraméterbedllitds, amire a
megfigyelt folyamat likelihood-fliggvénye a legnagyobb, vagyis maximumlikelihood-becslést végziink

e minden p-re az igy kapott maximalis likelihood értéket megszorozzuk egy p-tol fligg6d tényezdvel,
ami anndl kisebb, minél nagyobb p (ez a tag ,biinteti” a til sok paraméter vilasztdsét)

e végiil azt a p-t és azokat az egylitthatdkat vélasztjuk, ahol a szorzat a legnagyobb.

Tehat ha tul kevés paraméter van, akkor ugyan a biintetd tényez6 értéke nagy, de a kevés paraméter
miatt nem taldlunk olyan beallitast, ami jol illeszkedne, vagyis a likelihood lesz kicsi, ha pedig til sok
paraméter van, akkor a likelihood nagy, de a biintetd tényezd kicsi, a szorzat wjra kicsi lesz. Igy olyan
p-t valasztunk végiil, ami a két szempontbdl egytittesen a legmegfelel6bb.

A példdban a kivalasztott rend p = 2 lesz (itt n = 18, {gy a paraméterek szdma sem lehet 2-nél sokkal
nagyobb):




> ar(x) # autoregressziés modellt illesztiink
Call: ar(x = x)

Coefficients:

1 2
1.0115 -0.3336

Order selected 2 sigma’2 estimated as 84281456

Tehat az Akaike-féle informéacios kritérium szerint illesztett autoregressziés folyamat:

X(t) =1,01- X(t—1)—0,33- X(t — 2) + 9180 - £(t),

ahol e(t) korreldlatlan, 0 vérhaté értékii 1 szérési valdszinfiségi véltozok.

3.3. Elorejelzés

Ha kivélasztottuk p-t és az egyiitthaték becslését, akkor az el6rejelzés a kovetkezOk alapjan megy. Az
e(t) vérhat6 értéke 0, és ez a tag a kordbbiaktdl fiiggetlen, {gy semmilyen informéciéval nem rendelkeziink
réla, a legjobb eredményt akkor kapjuk, ha az elorejelzésnél a varhato értékének, azaz 0-nak tekintjik.

Elbrejelzés 2019-re a médositott idésorban az X (2019) vérhaté értéke (predict(ar(x), n.ahead=1):

X(2019) = 1,01 - X(2018) — 0,33 - X(2017) = 1,01 - (—9083) — 0,33 - (—14436) = —4409.95

Ahhoz, hogy az eredeti idGsorra vonatkozé elérejelzést megkapjuk, hozza kell adni a regresszids egyenesbdl
kapott értéket:

N(2019) = @- 2019 + b + X (2019) = —24543, 3 - 2019 + 59315833, 4 — 4409, 95 = 9758501.

A valés adat: N(2019) = 9772756. Ez 0, 15%-os relativ hibat jelent.

Ha az id6sorelemzést kihagyva, csak a linearis regresszioval szamoltunk volna:

—24543, 3 - 2019 + 59315833,4 = 9762911.

Ez a példdban még pontosabb, de hosszabb idGsorok esetén érdemes lehet ezt a moddszert is hasznalni
(ott lényegesen tobb informécié &1l rendelkezésre a paraméterek becslésére), f6leg olyan esetekben, ahol
a linedris trend koriili ingadozds nagyobb, vagy példdul a linedris trend nem is jelenik meg (0 a fegytitt-
hatd), ilyenkor ugyanis idésorelemzés nélkiil lényegében csak a kordbbiak dtlaga lenne az el6rejelzés, az
utébbi néhdny taggal valé Gsszefliggést a linedris regresszié nem tudja figyelembe venni.

Hazi feladat majus 13., 8:15-ig Valasszunk egy gazdasagi vagy tarsadalmi mutatot, melyrol a ksh.hu
oldalon taldlhaték éves adatok, legaldbb 15. A 2018-ig tarté adatok alapjan illessziink iddsort linedris
trend és egy autoregresszios folyamat komponensekkel, készitsiink elorejelzést a 2019-es évre, majd ha-
sonlitsuk Ossze az elOrejelzett és a valds értéket.

Hazi feladat méajus 6., 8:15-ig Az ismerdsoket osszuk harom csoportba a nézett sorozatok szdma
alapjan (pl. 0 — 2,3 — 5, legaldbb 6) ugy, hogy minden csoportba keriiljon legaldbb négy ismerés.
Szérasanalizis segitségével vizsgaljuk meg, hogy a nézett sorozatok széménak, mint faktornak (aminek
most csak azt a hdrom lehetséges értékét, szintjét tekintjitk, ami a csoportositdsndl létrejott), van-e
szignifikdns hatdsa az utazédsi idére. Az utazési idérél a feladat megoldédsa sordn feltételezhetjiik, hogy
normaélis eloszldsu (holott a kerekitések miatt pontosan biztosan nem az).

A harom csoport a sorozatok szama szerint: 0, 1 — 2, illetve legalabb 3. Ezeknek a kédjai 0, 1,2 lesznek.
Az alabbi kodolé fiiggvényt alkalmazzuk elemenként a sorozatok szamat tartalmazé vektorra, majd utana
lehet a szérasanalizist elvégezni.

> csoport <- function(x)if (x==0) 0 else if (x<3) 1 else 2
> szint = sapply(sorozat, csoport)
> szint

[1] 1021020100 ...



> summary (aov(utazas~szint))

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
szint 1 12697 12697 3.756 0.0566
Residuals 71 240040 3381

Signif. codes: O ‘**x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘*’ 0.056 ‘.” 0.1 ¢ > 1
A nullhipotézis az, hogy mindhdrom csoportban ugyanaz az utazasi id6 varhaté értéke. Az ellenhipotézis
az, hogy legalabb két csoport esetében eltér6 a varhato érték. Mivel a p-érték 0,0566 > 0,05, a nullhi-

potézist elfogadjuk, nincs szignifikdns eltérés a 0,1 — 2 illetve legaldbb 3 sorozatot nézék utazasi idejének
véarhato értéke kozott.



