Matematikai statisztika el6adas, 11. hét, aprilis 29.

Szdrasanalizis és id6sorok bevezetés

1. Szérasanalizis (analysis of variance, ANOVA)

A szérésanalizis olyan hipotézisvizsgalati eljaras, melynél ugyanazt a mennyiséget vizsgaljuk kiilonb6z6
csoportokba sorolt egyedek esetében, és azt szeretnénk eldonteni, hogy ennek a mennyiségnek az egyes
csoportokra jellemzd eloszldsanak ugyanaz-e a varhaté értéke. Mésképpen fogalmazva, igaz-e, hogy a
vizsgalt mennyiség varhato értékére nincs hatasa annak, hogy a megfigyelés melyik csoportbdl szarmazik.
Amint latni fogjuk, tobb csoport esetén ez a feladat a tobbvaltozos linearis modellhez is kapcsolédik. Ha
viszont csak két csoport van, és feltételezziik, hogy a megfigyelések normalis eloszlasuak, akkor a ¢-préba
feladatat kapjuk vissza.

Azt, hogy a megfigyelések kiillonb6z6 csoportokbdl szarmaznak, ugy is szoktak fogalmazni, hogy a mérés
egy faktor kiilonb6z6 szintjein torténik, és az a kérdés, hogy a faktornak van-e szignifikdns hatasa a
varhato értékre.

Példa. Az aldbbi tabldzat néhdny éves kozéphdmérséklet érték (forrds: Orszagos Meteoroldgiai Szolgdlat),
kiilonbo6z6 évekbél, kiilonbozé helyszinekrél. A kérdés: elfogadhatéd-e, hogy az egyes varosokban az évi
kozéphomeérséklet varhatéd értéke megegyezik, vagy szignifikans kiilonbség mutathaté ki? Az 1. abra az
adatokbol késziilt boxplot abrat mutatja. Ebben a példdban a , faktor” a helyszin, és ennek négy ,,szintje”
van.
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1. dbra. Boxplot abra az egyes varosok éves kozéphomérséklet adataibdl

1.1. Feltevések és kapcsolat a linearis modellel

Legyenek X;; fiiggetlen normalis eloszlasu valdszintiségi valtozdk, i = 1,...,k és j=1,...,n;. Az Xj
valdszintiségi valtoz6 varhato értéke p;, szoérasa o.

X"J ~ N(MUO—) (J = 1727"'7ni)~



Vagyis: k csoport van, és a k. csoportban u; a varhatoé érték. Masképpen: egy faktor kiilonb6z6 szintjein
torténik mérés, az i. csoportban a faktor 4. szintjének hatésa p;.

Hy:py =po=... = pg.
Hy gy = po = ... = pg nem teljesiil.
Masképpen:

Hy: a faktornak nincs szignifikans hatasa
H;: a faktornak szignifikdns hatasa van.

Osszefoglalva:

e normalis eloszlasok varhato értékére vonatkozo préba: feltettiik, hogy a megfigyelések normalis
eloszlasiak, és a hipotézisek a varhatd értékre vonatkoznak

o feltettiik, hogy a megfigyelések szérdsa minden esetben azonos, o

e a kétmintas parositatlan Student-féle ¢-préba altalanositasdnak is tekinthetd: most nem kettd,
hanem tobb csoport van, a szérasok mindenhol megegyeznek

Ezt a feladatot a linedris modell egy specialis esetének is tekinthetjiik. A linedris modell ez volt:
Y}' = alXjJ + GQX]"Q +...+ aka’;c + €5,

ahol €; ~ N(0,0?) fiiggetlen normélis eloszldst val6szintiségi véltozdk.

Most tegyiik fel, hogy az X ; valészinliségi valtozok értéke csak O vagy 1 lehet, s6t, hogy ezek koziil
mindig pontosan egy lesz 1, a t6bbi 0 (a linedris modellben a magyardzé véltozdk fliggetlenségét nem
kellett feltenni).

Ekkor ha a; = p; (minden i =1,2,...,k esetén), és az Y; esetében, vagyis a j. mérésnél a k;. val6szintiségi
valtozo 1, a tobbi 0, akkor Y; = ug, + €5, azaz Y; normalis eloszldsi py,; varhato értékkel és o szérdssal.
Vagyis az Y;-ket aszerint csoportositva, hogy melyik X 1, értéke 1, éppen a p csoporthoz tartozé méréseket
kapjuk vissza.

A t6bbvaltozés linearis modellben HB = 0 alakd nullhipotéziseket tudtunk tesztelni, ahol 8 az egyiitt-
hat6k vektora. Most tehdt S = (u1,. .., ug), és lehet

1 -1 0 0
H— 0 1 -1 0
0 0 1 -1

Ekkor HfB = (1 — fi2, ft2 — 13, - - fik—1 — fx)?, igy HB = 0 éppen azzal ekvivalens, hogy minden 1)
megegyezik, ami a szoérdsanalizis nullhipotézise volt.

A t6bbvaltozés linedris modell esetében a megadott prébastatisztika F-eloszldst volt a nullhipotézis
mellett és az F-préba kritikus értékeit hasznalhattuk. Mivel tehat a szordsanalizis egy specidlis eset,
most is hasonloképpen jarhatunk el, a probastatisztika pedig szintén megegyezik az ott latottal, bar most
mas alakban irjuk fel.

1.2. A szoérasanalizis eljarasa

Xij valészinliségi valtozdk, ¢ = 1,...,k, j = 1,...,n;. Vagyis k csoport van, és az i.-ben n; darab
megfigyelés van. A szérdsanalizis elvégzéséhez az alabbi mennyiségekre lesz sziikség.

Csoporton beliili 4tlagok: X ;. = i S X

Az Gsszes megfigyelés szama: n=n1 + ...+ ny.

Teljes 4tlag: X = 1 Sk >y Xig.
Csoportokon beliili szérédas (hiba): Sg = Zi;l Do (X — X2

Csoportok kozotti szérédds: Sy = Zle ni(X;. — ?)2



Teljes szorédds: S = Zle E?;l(Xij - ?)2 =5+ 5,

A proébastatisztika:
St (n — k‘)

eSS

Legyen ci,it az f1 = k — 1 és fo = n — k szabadsagi foku F-préba kritikus értéke a terjedelem mellett.

Ha F > ¢4, akkor elutasitjuk a nullhipotézist, a varhatd értékek kozott szignifikdns eltérés van
legaldbb egy par esetében.

Ha F < ¢y, akkor elfogadjuk a nullhipotézist, a varhaté értékek kozott nincs szignifikans eltérés.

1.3. Szdérasanalizis: példa

A korabbi példéara visszatérve kiszamithatjuk a csoporton beliili és csoportok kozotti szérodasokat. Most
feltételezziik, hogy a szdérasok az egyes varosok esetében megegyeznek, és hogy a kozéph&mérséklet
normaélis eloszldsy, az egyes helyszinek esetében egymdstdl fliggetlen (ez utébbi nagyjabdl helyes is, mert
az adatok mind kiilonb6z6 évekbél szarmaznak).
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10,8 8,8 11,1 8,9
10,1 9,9 10,8 9,4
11,4 10,0 10,1 8,9
11,3 10,2 10,0 9,3
11,0 10,4 10,4 9,7
10,1 10,8 10,3
10,3 _
atlag (X;.) 10,8 10,1 10,5 9,2 X =10,17
hiba 1,62 2,36 0,89 0,47 S, =5,34
A csoportokon beliili szérédés kiszamitasa:
n;
Z = ((10,8 — 10,8)* + (10,1 — 10,8)% +... + (10,1 — 10,8)%)+

8,8 —10,1)* 4 (9,9 —10,1)% +... + (10,3 — 10,1)%)+
(11,1 —10,5)% 4 (10,8 — 10,5)* + ... + (10,3 — 10,5)*+
((879—9, 2)2+(9,4—-9,2) +...4+(9,7-9,2)%) =5,34.
Itt az els6 sor Budapestnek (az i = 1 esetnek) felel meg, minden mérésnél a budapesti mérések atlagatdl

vett kiilonbség négyzetét szamitjuk ki, és ezeket adjuk Ossze. A maésodik sor, i = 2, Debrecen, ekkor az
itteni atlagtdl vett eltérések négyzetét adjuk Gssze, majd hasonléképpen az i = 3 és i = 4 esetekben is.

A csoportok kozotti szérédas kiszamitasa:
S = Zni(x.—?f = 6-(10,8—10,17)?47-(10,1-10,17)246-(10,5—10, 17)%+5-(9,2—10,17)% = 7, 15.

Itt minden csoportra az atlagnak a teljes atlagtdl vett eltérését emeljiik négyzetre, majd ezt a csoport
mintaelemszamaéval szorozzuk, és igy adjuk Ossze az egyes csoportokra.

Teljes szérédas = csoportokon beliili + csoportok kozotti:

S=S8,+8 =534+7,15=12,49.

Az el6z6 példaban: n = 24 a megfigyelések szama, k = 4 az osztilyok szama.
A proébastatisztika:
Si(n—k) 7,15-20

F: =
S,(k—1)  5,34-3

= 8,77,



AR(2) folyamat
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2. dbra. Példa id6sorra

ahol n a megfigyelések szdma, k a csoportok szdma, és a csoportokon belili szérédas (hiba): S, =
S M (X — X )2 = 5,43, a csoportok kozotti szérodas: Sy = Yo ni(X;. — X)? =17,15.

Az fi =k —1=3és fo = n — k = 20 szabadsagi foki F-préba kritikus értéke a = 0,05 terjedelem
mellett: cirir = 3, 86.

Mivel F' = 7,15 > ¢t = 3,86, akkor elutasitjuk a nullhipotézist, a varhaté értékek kozott szigni-
fikans eltérés van.

Vagyis a helynek mint faktornak (tényezének) szignifikdns hatdsa van az évi kozéph&mérsékletre.

2. Idosorok elemzése

Az idésorok fogalma minden olyan elemzésben el§johet, ahol egy mennyiség (pl. egy orszdg gdp-je vagy
népessége, munkanélkiiliségi rata, inflicié, mds pénziigyi vagy gazdasigi mutatdk) idébeli fliggését sze-
retnénk megérteni. A linedris modellben Y (¢) = at 4+ b + €(t) alaku idsorokat tudtunk vizsgalni, amik
egy linedris fiiggvénybdl és egy hozzaadott véletlen hibabdl dllnak, de természetesen a valds folyamatok
modellezésére ez a legtobb esetben nem elég rugalmas.

2.1. Definicié. Az
Xo, X1, X2, X5,..., X, ...

valdszintségi valtozdk sorozata iddsor, ha az indexparaméter (sorszam) idépontként is értelmezhetd.

Az idGsorok altaldban nem fliggetlen valdszintiségi valtozokbodl dllnak. S6t, a kovetkezd értéket gyakran
az el6z6ekbdl, egy véletlen hiba hozzdadédsival szamitjuk ki. Péld4ul lehet X (1) = 10, X (2) = 12, ezutdn
pedig

X(t)=0,7-X(t—1)+0,3- X(t—2)+¢(t) t=3,4,... (1)
ahol £(3),e(4), ... egymdstdl és az korabbi X-ektél fliggetlen standard normélis eloszldsi valészintiségi
valtozok. A 2. dbrdn ebbdl a modellbél sorsolt hdrom folyamatot lathatunk.

Az osszefiggbségeket jellemzi példdaul az autokovariancia-fliggvény. Ezt azt mondja meg, hogy az s és t
idépontokban mért értékek kozott mennyi a kovariancia, azaz nagyjabdl azt, hogy ezek kéz6tt mennyire
erds a linedris jellegli kapcsolat. A kovariancia fiigg példdul attél, hogy milyen mértékegységben tekintjiik
a mennyiségeket, viszont ha ezt az idésoron beliil mar nem valtoztatjuk, akkor az autokovarianca-fiiggvény
értékeit egymassal mar ossze tudjuk hasonlitani.

2.2. Definicié. Az X1, X, ... iddsor autokovariancia-fiigguénye:
R(s,t) = cov(X,, Xi) = E(X: X:) — E(X)E(Xq).

Itt R(t,t) = E(X?) — E(X;)? = D*(X;) a t idépontban vett szérdsnégyzet. Ha viszont s és t tdvolsigéat
noveljik, akkor az X, és X; egyre tavolabbi idépontokhoz tartoznak, igy sok esetben annal gyengébb
kozottiik az Osszefiiggés, annal kisebb a kovariancia értéke.



2.1. Stacionarius folyamatok

Nem stacionarius idésor
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3. dbra. Példa nem stacionérius iddsorra (egy linedris tag, egy periodikus tag és egy staciondrius id8sor
Osszege)

Az id6sorok elemzésénél gyakran a kovetkez6képpen jarunk el. Az id6sort az aldbbi hdrom komponens

7 s

Osszegére bontjuk (a 3. dbrdn egy olyan iddsor latszik, ami hérom ilyen tag Osszegeként lett elééllitva):

e linedris trend: at + b alaki determinisztikus linedris fiiggvény;

e szezonalis komponens: f(t) determinisztikus periodikus fiiggvény, melyre valamilyen h periédussal
az igaz, hogy f(t 4+ h) = f(t) teljestil minden ¢-re;

e egy olyan X, véletlen tag, melynek az eloszlasa mar ¢-t6l minél kevésbe fiigg, példaul a varhaté
értéke és a szdérasa idoben allando, sét példaul az X, X; egylittes eloszlasa is csak attdl fliigg, hogy
s és t egyméastol milyen messze vannak.

Példdul ha egy szélloda havi bevételeit szeretnénk elemezni tizéves megfigyelések alapjan, akkor abban
lehet egy novekvd trend (akér csak az inflicié miatt is), a szezondlis komponens adédhat abbdl, hogy
példéul februarban feltehetéen a legtobb esetben alacsonyabb a bevétel, mint jiliusban, és még ehhez
adhatunk hozzé egy véletlen hibat. Ilyenkor, ha ¢ a hénap sorszdmét jeloli (¢ = 1,2,...,120), akkor
a periodikus részben f(t) olyan érték, ami csak t tizenkettes maradékdtdl fiigg, vagyis attdl, hogy ez a
hénap januar, februar stb.

Az aldbbi definicidk arra vonatkoznak, hogy a harmadik komponense, vagyis az idében dllandé eloszlasi
véletlen részre pontosan milyen feltételeket irunk el6.

2.3. Definicié. Az Xy, X1, Xo,... idésor gyengén staciondarius, ha

e vdrhatd értéke dllandd: E(X;) = E(Xo) minden t-re;
e a kovariancia csak az idépontok tdvolsdgatdl fiigg:

R(s,t) = cov(Xy, Xt) = cov(Xp, Xi—s) = R(0,t — s).

Az Xo, X1, Xa,... iddsor er8sen staciondrius, ha tetszéleges n,ty,to, ..., t, és h nemnegativ egészek
esetén az

(titha cee 7th) és (Xt1+h; Xt2+h7 cee ,th+h)

valdszintségi vektorvdltozok eloszldsa megegyezik.

Egy er0sen stacionarius idOsor gyengén stacionarius, forditva nem feltétleniil. A gyengén stacionarius
esetben nem csak a kovariancia, hanem a korrelaciés egytitthaté is jol haszndlhaté az adott tavolsagra
1év6 tagok kozotti ,linearis jellegli” kapcsolat erdsségének mérésére, hiszen a széras is idében allandé.



2.4. Definicié. Egy gyengén stacionidrius idésor autokorrelacios fiiggvénye:

cov(Xg, Xore)  E((Xs — E(X)) (Kot — E(Xsre))

r(t) = = corr(Xs, Xs4t) = D(X,)2 D2%(X,) ’

ahol s > 0 tetszdlegesen vdlaszhato a gyenge stacionaritds tulajdonsdga miatt, és corr a két valdsziniségi
vdltozo korreldcios egyiitthatdjdt jeloli.

Stacionarius idésor
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4. dbra. Példa staciondrius idésorra: fiiggetlen standard normaélis eloszlasu valtozdk

2.2. Az autokorrelacios fiiggvény becslése

Altaldban az idésort lefré modellt nem ismerjiik, és ezért a varhaté értéket, szorast, korreldcidkat sem. A
varhato6 érték a staciondrius esetben allandé, igy az atlaggal torzitatlanul becsiilhetd. Az autokorrelacids
fiiggvény becslésére az aldbbi mddszerek szokdsosak.

Legyen X, X1,...,X,_1 staciondrius idésorbdl szdrmazé n elem@ minta. Az autokorreldcids fiiggvény
becslése: 1
n—t— — —
f(t) _ Zj:o (Xj B X) : (Xjth - X)'
(n—t)-sx2

Egy mésik lehetOség, hogy a tagok szama helyett n-nel osztunk:

Autokorrelacios fliggvény fiiggetlen esetben
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5. dbra. Fiiggetlen azonos eloszlasu valészintiségi valtozdk, mint idGsor becsiilt autokorreldcids fliggvénye



Autokorrelaciés fliggvény AR(2) folyamatra
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6. abra. Az X(t) =0,7- X(t —1)+0,3- X(t — 2) + ¢(¢) folyamat autokorrelaciés fiiggvényének becslése
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7. 4bra. Az X(t) =0,7- X(t —1)+0,1- X(t — 2) + &(t) staciondrius folyamat

Autokorrelacios fliggvény stacionarius AR(2) folyamatra

korrelacio
04 08 1.0

02
1

00
—
=
=

L ]
T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

tdvolsdg

8. dbra. Az X (t) = 0,7-X(t—1)40,1- X (t—2)+¢(¢) egyenletii staciondrius AR(2) folyamat autokorreldcids
fliggvényének becslése

Egyik becslés sem torzitatlan r(t)-re, azaz E(7(t)) eltér r(¢)-t6l. Ha x a megfigyelésekbdl 4ll6 vektor,
akkor az R-ben az acf (x) paranccsal abréazolhaté az autokorrelacids fliggvény becslése.

A 4. abran egy egyszer(, fiiggetlen, standard normalis eloszldsu valdszinliségi valtozokbdl allé idGsort
latunk. Itt valéjdban r(0) = 1ésr(1) = r(2) =...=0. Az 5. 4brén ennek az autokorreldcids fiiggvénynek
az adatokbdl kapott becslése lathaté, itt azonnal latszik, hogy a kiilonbdzé tagok korreldcidja nagyon kicsi.

A 6. dbran az (1) egyenlettel leirt modellnek (melynek folyamata a 2. dbrdn ldthatd) egy megvalésitasabol



szamolt autokorreldcié becslése. Itt a tavolsag novelésével csak lassan cstkken a korrelacid, tavoli tagok
kozott is erds Osszefliggés latszik. Ez a folyamat valdjaban nem is stacionidrius, a becslés itt nem is jél
alkalmazhaté. Ha a mésodik egytitthatét 0, 3-rél 0, 1-re csokkentjiik, akkor a folyamat stacionariussa valik
(a 7. dbra), és az autokorreldciés fliggvény becslésén is latszik, hogy a tdvolsidg novelésével a korreldcié
gyorsabban csokken (a 8. dbra).

Hazi feladat méajus 6., 8:15-ig. Az ismer6soket osszuk hdrom csoportba a nézett sorozatok szdma
alapjan (pl. 0 — 2,3 — 5, legaldbb 6) gy, hogy minden csoportba keriiljon legaldbb négy ismerds.
Szérasanalizis segitségével vizsgdljuk meg, hogy a nézett sorozatok szdménak, mint faktornak (aminek
most csak azt a hdrom lehetséges értékét, szintjét tekintjitk, ami a csoportositdsndl létrejott), van-e
szignifikdns hatdsa az utazasi idére. Az utazési idérdl a feladat megoldédsa sordn feltételezhetjiik, hogy
normdlis eloszldsi (holott a kerekitések miatt pontosan biztosan nem az).

Hazi feladat aprilis 29., 8:15-ig A KSH adatainak segitségével (http://www.ksh.hu/stadat) illessziink
linearis modellt a kormdanyzati alrendszerek vagy a haztartdsok egészségiigyi kiaddsainak alakuldsara
(2003-2017, éves adatok, 2.4.1. pont). A magyardzé véltozék széma legaldbb hdrom legyen (az egyik
lehet az évszam, a fenti példdhoz hasonldan), és ezeket is lehet példdul az dltaldnos gazdasdgi mutatok
vagy mas, az oldalon feldolgozott mérdszamok alapjan valasztani. Keressiink igy magyarazé véltozokat,
hogy az R? értéke legalédbb 0, 8 legyen. (A tdblak a honlaprél letolthetk excel-formatumban.)

Az adatokbdl az utolsé évet hagyjuk ki, igy becsiiljik meg a paramétereket, majd a magyardzé valtozdk
utolsé évben mért adatainak segitségével készitsiink elorejelzést az utolsé év egészségiigyi kiaddsaira. Ha-
sonlitsuk ezt Gssze a valédi adattal, szdmitsuk ki az abszolit és a relativ hibat is (a két érték kiilonbségét,
illetve ennek ardnyat a valédi értékhez képest).

Tekintsiik a héztartdsok egészségiigyi kiaddsait (millidrd forintban), valamint az évszdmot, a gdp-t és a
foglalkoztatottak szdmét mint magyarazo valtozdkat:

haztartas<-c(409.4, 423.1, 464.8, 473.6, 487, 509, 502.5, 561.3, 602.4, 631.1, 622.7, 655.1,
658.2, 701, 709.1)

ev<-2003:2017

gdp<-c(19134, 21078, 22549, 24316, 25701, 27217, 26458, 27269, 28371, 28848, 30290, 32694,
34785, 35896, 38835)

fogl<-c(3922, 3900, 3902, 3928, 3902, 3848, 3749, 3732, 3759, 3827, 3893, 4101, 4211, 4352,
4421)

> summary (lm(haztartas ev +gdp+fogl))

Call: 1lm(formula = haztartas ev + gdp + fogl)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-34.732 -5.928 1.087 5.207 18.670

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)

(Intercept) -5.971e+04 1.107e+04 -5.394 0.000218 *x*x

ev 3.003e+01 5.536e+00 5.424 0.000209 *x*x*

gdp -7.160e-03 5.036e-03 -1.422 0.182845

fogl 2.853e-02 3.435e-02 0.830 0.423918

Signif. codes: O ‘x*x*’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ ’ 1
Residual standard error: 15.3 on 11 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9817, Adjusted R-squared: 0.9767
F-statistic: 196.9 on 3 and 11 DF, p-value: 7.734e-10
Ezzel a R% = 0, 9767, megfelelden illeszkedik a modell.

Az utolsé évet kihagyva:



> summary (lm(haztartas[1:14] ev([1:14] +gdp[1:14]+fogl[1:14]))
Call: Im(formula = haztartas[1:14] ev[1:14] + gdp[1:14] + fogl[1:14])
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-34.832 -6.525 1.442 5.811 18.458

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)

(Intercept) -6.014e+04 1.245e+04 -4.829 0.000693 **x

ev[1:14] 3.025e+01 6.238e+00 4.848 0.000673 **x

gdp[1:14] -7.374e-03 5.738e-03 -1.285 0.227697

fogl[1:14] 2.815e-02 3.624e-02 0.777 0.455261

Signif. codes: O ‘x*x*x’ 0.001 ‘*x’> 0.01 ‘x> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢’ 1
Residual standard error: 16.03 on 10 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9781, Adjusted R-squared: 0.9715
F-statistic: 148.6 on 3 and 10 DF, p-value: 1.365e-08

Ebbdl a becslés az utolsé évre:

> 30.25%ev [15]-0.0073*gdp [15]+0.028*fogl [15]-60140

[1] 714.5425

> haztartas[15]/714.54

[1] 0.9923867

> haztartas[15]-714.54

[1] -5.44

Vagyis a relativ hiba kevesebb, mint 0,01, az abszoldt hiba pedig —5, 44.



