Matematikai statisztika el6adas, 10. hét, aprilis 22.
Linearis modell egy— és tobbvaltozés esetben

1. Linearis regresszio

A linedris regresszi6 sordn az a célunk, hogy egy f(y) = x fliggvényt, melynek értékét néhany x4, o, ..., x,
pontban ismerjik, a ,lehet6 legjobban” kozelitsiink egy egyenessel (1. dbra). Ehhez szorosan fog kap-
csolédni az egyiitthaték becslése az tigynevezett linearis modellben.
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1. dbra. A CFC-12 (freon) gdz koncentréicidja az Antarktiszon és az adatokra illesztett egyenes (forrds:
ESRL, USA)

Egyenes illesztése a legkisebb négyzetek mddszerével. Adottak tehit (x1,y1),..., (2n,y,) pontok.
A leggyakrabban haszndlt modszer esetén az illesztés hibaja az egyenes altal megadott ax; + b értékeknek
és a mért y; értékeknek a kiilonbségének négyzetosszege. Az, hogy ez milyen a, b szdmokra a legkisebb,
egy tobbvaltozds szélsGérték-keresési feladat, melynek megoldasat az alabbi allitas adja meg.

1.1. Allitis (Linedris regresszid). Legyenek (z1,y1), (22,12), . - ., (Zn, yn) adott szdmpdrok. Azokat az
a €s b egyitthatokat keressik, melyre a
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mennyiség minimdlis. Ennek megolddsa:

(@ —T)(yi — 7) .
Shoi(mk—3)2

Q= b=7—az.

A példdban: a = —2,63; b= 5807,7 (a b egylitthaté neve: intercept)

1.1. Linearis modell: példa R-ben

A reziduélisok az y; — (ax; + b) hibdk, ezekre vonatkozik egy sszefoglald statisztika.

> cfcl12<-c(540, 538, 537, 534, 533, 530, 527, 523, 522, 519, 515, 512, 511, 506)
> ev<-c(seq(from=2005, t0=2018, by=1))

> summary (lm(cfcl2 ev))

Call: 1m(formula = cfcil2 ev)



Min 1Q Median 3Q Max

Residuals:  _, go79  _0.8736 0.2088 0.8709 1.6483
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 5807.73626  159.19290 36.48  1.15e-13 *kx
ev -2.62637 0.07914 -33.19 3.55e-13 #*x*

Signif. codes: O ‘*¥x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘%’ 0.05 ‘.’ 0.1 ¢’ 1
Residual standard error: 1.194 on 12 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9892, Adjusted R-squared: 0.9883
F-statistic: 1101 on 1 and 12 DF, p-value: 3.554e-13

2. Linearis modell egyvaltozos esetben

A linearis modellben az az elképzelésiink, hogy az Y valdszinliségi valtoz6 az X-bol ugy kaphatd, hogy
vessziik X-nek egy linedris fliggvényét (a X +b), majd egy normélis eloszldst hibét hozzdadunk. Az (X,Y)
par eloszlasabdl vehetiink n elem®i mintat, itt a parok egymastol mar fliggetlenek. Ugyanakkor azért lesz
egy statisztikai feladat, mert sem az a, sem a b egyiitthatékat nem ismerjiik, sem pedig a hozzaadott
hiba szorasanak nagysagat. Az elsé feladat tehat ezen ismeretlen paraméterek becslése lesz a megfigyelt
minta alapjan.

2.1. Definicié (Linedris modell). Legyenek X1, Xo,..., X, Y1,..., Y, valdszindségi viltozdk, és tegyiik
fel, hogy valamely a,b valds szamokra
Yi=aX;+b+ei,

ahol €1, . ..,&y, figgetlen N(0,02) normdlis eloszldsi valdszintiségi vdltozok. Az igy kapott (X;,Y;) pdrok
egytittes eloszldsdt linedris modellnek nevezziik.

Az X; valdszintiségi véltozdkat magyardzé valtozéknak, az e; valdszinliségi valtozdkat hibdnak szoktdk
nevezni.

2.1. Becslések a linearis modellben

A maximumlikelihood-mddszer alkalmazhaté a linedris modell egyiitthatéinak becslésére. A kapott
eredmények megegyeznek a linearis regresszioban a legkisebb négyzetek mddszerével kapott egyenessel az
egyiitthatok esetében. A szérds is ismeretlen paraméter, erre is adhatunk becslést.

A becslések szérdsa is kiszamithat6: ez azt jelenti, hogy a kiszdmitott becslésnek (mely a minta fiiggvénye,
ezért véletlen), mint valdszinliségi véltozénak mennyi a szérdsa. Ez természetesen a o paramétertdl
fligg. Ha a becslések szérasanak nagysdgrendjére vagyunk kivancsiak, ebben a képletben o helyére a &
maximumlikelihood-becslést irhatjuk.

2.1. Allitas. A linedris modellben az a, b egytitthatok maximumlikelihood-becslése a kovetkezoképpen irhato:

S (X = X)(Yi -Y),
ZZ=1(Xk *Y)Q ’

Tovabbd, ezek a becslések torzitatlan becslései az a és b paramétereknek:
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E(d) = a; E(b) = b.

A hiba szordsanak becslése:




A becslések szdrdsa:

—2
D(a) = g . D) =0 rlﬁz"é—xy

S (X - X))

A linearis modell becslései érzékenyek a kiugrd értékekre, igy azokat a becslés el6tt érdemes lehet
eltavolitani.

2.2. Elorejelzés a linearis modellben

2.2. Allitas. Legyen z* adott szam. A linedris modellbdl kapott elbrejelzés az Y wéletlen folyamat x*

pontban felvett értékére: R
az* +b.

Az elérejelzés szordsa:

D(az* +b) = a\/i + m
j=1\Xj

Az elbrejelzés szérdsanak becslésekor a o értéket gyakran g-val helyettesitik, ez informéciét ad a becslés

pontossagarol. Minél tavolabbi pontra készitjilkk az elorejelzést, annal nagyobb lesz a szdrés.

A példaban: elérejelzés x* = 2019-re:
a-z* 4 b= —2,63-2019 + 5807,7 = 497,7.

Ugyanakkor, ahogy a 2. dbra is mutatja, az, hogy egy folyamat egy révidebb szakaszon jol kozelithetd
a linedris modellel, nem jelenti, hogy nagyobb skédlédn is érvényes a kozelités (az emelkedés az ipari
tevékenység kovetkezménye, a csckkenés az adott gazok gyartasanak tiltasanak kévetkezménye — bar a
tiltds ellenére a gyartds nem &llt le teljesen).
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2. dbra. A CFC-11 és CFC-12 (freon) gdz koncentracidja (forrds: elte.promt.hu)

2.3. Rezidudlisok és R?

A kiilonb6z6 adatsorokra a linearis modell természetesen kiilonb6z6 mértékben illeszkedik. Az illesz-
kedés pontossagat elsésorban a rezidudlisokon keresztiil, vagyis a kozelit egyenes és a megfigyelt érték
kiilonbségébdl érthetjiik meg.

Rezidualisok: Y; — aX; — b (ezeknek a négyzetisszege minimdlis)
A teljes ingadozds (total sum of squares): Y27, (V; —Y)?.
Ezt 6sszehasonlithatjuk a rezidudlis négyzetosszeggel (residual sum of squares):

n

S0, - X, b

j=1



A kett6é hanyadosat 1-bol levonva kapjuk az tgynevezett megmagyarazott ingadozds részaranyédt:
> (Y; —aX; —b)?

Y (Y =Y)?

Ugyanis a rezidualis négyzetosszeg és a teljes ingadozas hanyadosa azt mutatja, hogy az Y tapasztalati
szérasnégyzetébdl milyen rész adédik az illesztett érték és a megfigyelt érték kiilonbségébdl. Az egybdl
levont érték tehat azt mutatja, hogy a modell jé illeszkedése esetén milyen szérdsnégyzet adédna. A
rezidudlis négyzetosszeget egy mdsik alakba irva lathaté, hogy az igy kapott R? valéjaban a két minta
tapasztalati korrelaciés egytitthatéjanak négyzete, ezt hasznéaljuk definiciénak.

RP=1-

2.2. Definicié. A megmagyardzott ingadozds részardnya (coefficient of determination):

(S =X -7
[k (X = X2 [ (i = V)]

R? =

Az R? értéke 0 és 1 kozé esik.

Ertelmezés: minél kozelebb van 1-hez, anndal inkabb jé kozelitést ad a linearis modell. De ez nem
minden szempontnak megfelelé mérészam, és forditva nem is feltétleniil igaz a kovetkeztetés. Példaul az
R? érzékeny a kiugré értékekre, néhany kiugré esetén R? lecsokken. Vagyis az R?-bél nem tudjuk jol
eldonteni, hogy a ,tipikus” értékek sem illeszkednek jol, vagy esetleg néhany pont kivételével lényegében
jo az illeszkedés.

A példaban: R? = 0,98, vagyis jol illeszkedik a linearis modell.

Az R kédban megadott adjusted R?: nem csak a rezidudlisokat veszi figyelembe, hanem azt is, hogy hany
paramétert haszndltunk (ennek tobbvéaltozds esetben van nagyobb jelentdsége).

2.4. Konfidenciaintervallumok

Amikor az egylitthatékat megbecsiiljok, nem csak a becslést, hanem konfidenciaintervallumot is adhatunk.
Ugyanis a becslés eloszlasa t-eloszlas, és ez alapjan a t-proba kritikus értékeinek segitségével adhatunk
konfidenciaintervallumot.

1 — a megbizhatdsédgi szintli konfidenciaintervallum a-ra:

o o
a— t'rL—Q,a—fy a+ tn—Z,ay—f )
< Z?:1(Xi - X)? ZiL:1(Xi - X)2>
ahol t,,_2 o az f = n — 2 szabadsédgi fokd o szignifikanciaszintii kétoldali ¢-préba kritikus értéke.

Az z* pontban az elérejelzett érték becslése a - x* + b.

1 — a megbizhatdsagi szintli konfidenciaintervallum ax* + b-re, azaz az x*-ban felvett érték varhatd

értékére:
N 1 * ,Y 2
ST SIPRP Y E NI . Oy §
no i (X —X)?

Minél tavolabbi pontban készitjiik az elérejelzést, anndl hosszabb lesz a konfidenciaintervallum.

2.5. Az egyenes meredekségére vonatkozo probak

A linedris modell {6 egyenlete: Y; = a X;+b+¢;. Alh’thatjuk-e7 hogy az egyenes meredeksége szignifikdnsan
eltér 0-t617 A linedris modellen beliil ez a kérdés felel meg annak, hogy van-e egyaltalan Gsszefiiggés a
két vizsgalt mennyiség kozott.

H()Z a=0 H]Z a 75 0
A nullhipotézis teljesiilése esetén csak Y; = b+ ¢;, vagyis ez normaélis eloszlast, X; eloszlasardl azonban

nem volt feltételiink. Ezzel egyiitt, ha a nullhipotézis igaz, akkor az aldbbi mennyiség t-eloszlasu f = n—2
szabadsédgi fokkal, ezért erre t-probat végezhetiink.



Kétoldali t-prébat végezhetiink az alabbi préobastatisztikaval és f = n — 2 szabadsédgi fokkal:

Y- T (- X7
VI (- ax, - by

Ha [t| > t,,_2.q, azaz p < «, akkor elutasitjuk Ho-t, az egyenes meredeksége szignifikdnsan eltér 0-tdl (itt
tn—2,o az « szignifikanciaszint f = n — 2 szabadsagi fokd kétoldali t-préba kritikus értéke).

t=a

Ha |t| < t,—2.4, azaz p > «, akkor elfogadjuk Hy-t, az egyenes meredeksége nem tér el szignifikdnsan
0-t6l.

A korédbbi példédban (az 1. dbra):

t=-33,19; a=0,05, n=14; f=n—-2=12; ckit =2,19.

Mivel [t| = 33,19 > cipit = 2, 19, elutasitjuk a nullhipotézist, az egyenes meredeksége szignifikdnsan eltér
0-tél. A p-érték: p = 3,6-10"% < 0,05 = a.

A t és a p is kiolvashaté az R-kédbdl (1.1. példa).

Egy masik kérdés: éllithatjuk-e, hogy az egyenes meredeksége szignifikdnsan nagyobb 0-nél? A modellen
beliil ez jelenti azt, hogy a vizsgalt mennyiségek kozott pozitiv irdnyd Osszefliggés van, minél nagyobb az
X, annal nagyobb az Y értéke is (természetesen a forditott irdny dsszefiiggés is hasonl6képpen tesztelhetd
lenne).

Hy: a <0 Hi:a>0

Tovéabbra is hasznalhatjuk, hogy a = 0 esetén az aldbbi prébastatisztika t-eloszldst f = n — 2 szabadsagi
fokkal.

Egyoldali t-prébat végezhetiink az alabbi prébastatisztikaval és f = n — 2 szabadsagi fokkal:

V-2 S (- X
VI (Y - aX, - by

t=a

Ha t > ¢, 2.4, azaz p < a, akkor elutasitjuk Hy-t, az egyenes meredeksége szignifikdnsan tobb 0-nal (itt
t—2.q az « terjedelml f = n — 2 szabadsagi foka egyoldali t-préba kritikus értéke o szignifikanciaszint
mellett).

Ha t <t,_2,, azaz p > «, akkor elfogadjuk Hy-t, az egyenes meredeksége nem szignifikdnsan pozitiv.

3. Tobbvaltozds linearis regresszié (multiple linear regression)

Természetesen az is elképzelhet6, hogy az Y mennyiség nem egy, hanem tobb valtozénak a linedris
fliggvénye, valamilyen hiba hozzdadasaval.

Az Y valtozét fejezziik ki az X1, ..., X, valdszin(iségi valtozok linearis fliggvényeként, de az egyiitthatékat
ismeretlennek tekintjiik (X;, =1 lehet a konstans tag):

Yi=a1Xig+aaXso+ ... +apX;p+ e,

ahol ¢; fiiggetlen N(0,0?) normalis eloszldsi valészintiségi véltozok.

X1 az év, X; 2 a CFC-12 kibocsdtas az i. mérésnél, és X, 3 = b egy konstans tag (vagyis az
Xi1 évben Y a koncentracid, ami az id6ének és a kibocsatdsnak is a fiiggvénye). Ekkor a linedris modell:

Yi=a1Xi1+aXi2+b+e;
Yo =a1Xo1 +a2Xo9+b+e9;

Yn = aan,l + a2Xn,2 +b+ En-



Itt a1 az, hogy milyen egyiitthatéval szamit az év, as az, hogy milyen egyiitthatoval szamit a kibocsétas,
b a konstans tag, € pedig a véletlen hiba, amely évrél évre fiiggetlen, azonos eloszlas.

Vektoros forméban, visszatérve az dltalanos esetre: Y = X +¢, ahol X az X; ; megfigyelésekbdl készitett
métrix, és 8 = (a1, az,...,a,)T az egyiitthaték oszlopvektora.

Ezutén az aq,...,a, egylitthaték becslése (torzitatlan, és ugyanaz a legkisebb négyzetek médszerével és
maximumlikelihood-mddszerrel):

B=(XTX)"'XxTy.

Az egyvéltozds esethez képest most a konstans tagot masképpen vettiik figyelembe, ezt is egy valdsziniiségi
valtozénak tekintettiik, az X vektor része. Ennek kovetkezménye, hogy az egyiitthatok becslésében nem
kell levonni az atlagot. A konstans tag nélkil (vagyis ha b = 0 lenne) ugyanazt kapnank vissza, ha p = 1,
hiszen ekkor XTX = 37" | X7, 6 XTY =31 | X;Yj.

A megmagyarizott ingadozds részaranya:

pe = X707 XTY
Yy

Ez a mennyiség azonban nem csak példdul a kiugrd értékekre érzékeny, hanem nem veszi megfelelGen
figyelembe a p-t6l valo fliggést, vagyis a becsiilt paraméterek szamat. Ez azért okoz problémaét, mert
til sok becsiilt paraméter esetén gyakran megfigyelhet a tiltanulds (overfitting) jelensége, amikor a
paraméterek becslései jobban fiiggnek a megfigyelések véletlen hibabdl adédé komponensétol, mint a
megfigyelt rendszer valodi szerkezetétol, és ezért valdjaban nem lesz jé a modellillesztés és az elérejelzés
sem. Ezért az R?-nek az alabbi médositott (adjusted) valtozata is gyakran hasznélt:
Re1-(-m)—— Ll
n—p—1

Itt tehdt p = 0 (ez nem is egy valédi modell) esetén az eredeti R2-et kapjuk vissza, és ha a megfigyelések
szama nagy, p pedig kicsi, akkor szintén kozel van a mdédositott érték az eredetihez. Ha azonban példaul
n = 100-as mintaelemszdm mellett p = 10-et hasznalunk, akkor az R2-nek az 1-tSl valé eltérése, amit
figyelni szoktunk, nagyjdbol 10%-kal megnd, jelezve, hogy a mintaelemszamhoz képest til sok lehet a
paraméter.

3.1. Hipotézisvizsgalat a linearis modellben

Ekkor is megfelel§ prébastatisztikaval t-probaval tesztelheték az a; = 0 hipotézisek. Ennek jelentGsége a
kovetkezd. A modell eredeti felirasakor kivdlasztottunk p mennyiséget, melyrol feltételeztiik, hogy ezek
olyan értelemben meghatarozzak Y viselkedését, hogy egy linedris fliggvényiikh6z mar csak egy véletlen
hiba addédik hozza. Az a,; egyiitthaté mondja meg, hogy az i. mennyiség milyen sillyal szerepel, vagyis
ha példaul

ij = 5Xj,1 + 3Xj,2 + O,OQXJ"?, =+ €js

és az X;,; valészinliségi valtozdk vérhatéd értéke és szérdsa nagyjabdél megegyezik, akkor Yj-re az elsé
mennyiség hatasa a legjelentosebb, a masodik is ugyanennyire fontos, ugyanakkor a harmadik mennyiség
sokkal kisebb sillyal szerepel, felmeriilhet, hogy ezt ne is vegyiik figyelembe a modellezés soran. Vagyis
megtehetjiik, hogy az elséként felépitett linedris modellt lesziikitjiik csak azokra a valtozokra, amiknél az
egyiitthaté szignifikdnsan kiilonbozik 0-t6l, vagyis aminek jelent6s hatdsa van a megfigyelt Y mennyiségre,
ujra megbecsiiljiik a paramétereket, és csak ezzel a leszlikitett modellel szamolunk tovabb, feltéve, hogy
ott is még j6 illeszkedés kaphatd. Ennek az az elénye, hogy elkeriilhetjik az el6z6 részben emlitett
tultanulas jelenségét, amikor til sok a becsiilt paraméter, és nem az illesztés nem tiikrozi a megfigyelt
rendszer valédi szerkezetét.

A fent megfogalmazott hipotézisnél dltalanosabb feladatot oldunk meg, igy tobb egyiitthaté 0 volta is
egyszerre tesztelhet6é példaul.

Tébbvaltozés linedris modell (X, lehet a konstans tag):

le' = CL1X1'71 + GJQXLQ + ...+ apXm, +5i7 azaz X = X,B + €.



Legyen H olyan r X p méreti métrix, aminek a rangja r (itt » < p). Ekkor az aldbbi hipotézisvizsgalati
feladatot tekintjiik:
Hy: HB=0 H,:HB #0.

Ha példdul H egy sora a j. egységvektor, akkor BH egy eleme az a; egyiitthatd, a nullhipotézis az
aj = 0-t jelenti. Ha H-t kiilonboz6 egységvektrokbdl allitjuk ossze, akkor tudjuk tobb egyiitthaté O
voltat egyszerre tesztelni.

A valészinliséghdnyados préba (ami a Neyman—Pearson-lemmaban szerepelt) prébastatisztikdja:

Y - Xp)T(Y - XB*) — (Y - XB)T(Y. - XB)

F= ~ =
Y - XB)"(Y - Xp)

)

ahol 8* a f becslése a H = 0 feltétel mellett a redukélt lindris modellben (a fenti példdban ez annak
felel meg, amikor bizonyos magyarazé valtozokat nem haszndlhatunk).

Ha Hy igaz, akkor F' - (n — p)/r eloszlasa F-eloszlds (r,n — p) szabadsdgi fokkal. Ezért Ho-t elutasitjuk,
ha F' értéke nagyobb ennek az F-prébanak a kritikus értékénél, kiilénben elfogadjuk Hy-t.

3.2. Tobbvaltozoés linearis regresszié: példa
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3. dbra. A koltségvetés kultirdra széant kiaddsai és linedris modell a gdp, a foglalkoztatottsag és az
évszam figyelembevételével (az dbrdn minden mennyiség valamilyen konstansszorosa lathatd, a valédi
nagysagrendek eltéréek)

Az aldbbi adatsorok (forrds: KSH) Magyarorszag kulttirdra forditott koltségvetési Gsszegeit (millidrd
forintban), gdp-jét (millidrd forintban), illetve a Magyarorszdgon foglalkoztatottak szdmat (ezer £6) mu-
tatjak 2001-2018-ig. Olyan linearis modellt épitiink, ahol Y a kultdrara forditott éves kiadas, legyen X3
az évszam, Xo a gdp, X3 a foglalkoztatottak szama, X4 = 1 a konstans tag:

Y =a01X1 +asXo+a3X3+aq4 +¢,

ahol ¢ ~ N(0,02) normdlis eloszldsi hiba. A magyardzé valtozék nagysagrendje eltérd, de a becslés
szempontjabdl ez nem baj, ha valamelyik valtozét atskalazzuk, a becsiilt egytlitthaté is atskalazodik, de
a példaul R? véaltozatlan marad.

kultura<-c(132, 148, 163, 170, 170, 173, 173, 181, 179, 197, 217, 190, 213, 281, 355, 366,
384, 448)

ev<-2001:2018

gdp<-c(15399, 17434, 19134, 21078, 22549, 24316, 25701, 27217, 26458, 27269, 28371, 28848,
30290, 32694, 34785, 35896, 38835, 42662)



fogl<-c (3868, 3871, 3922, 3900, 3902, 3928, 3902, 3848, 3749, 3732, 3759, 3827, 3893, 4101,
4211, 4352, 4421, 4470)

summary (Im(kultura ev + gdp + fogl))

Call: 1m(formula = kultura ev + gdp + fogl)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-22.1858 -14.4101 0.9424 10.3284 27.5662

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)

(Intercept) -8.394e+03 9.580e+03 -0.876 0.396

ev 3.801e+00 4.788e+00 0.794 0.441

gdp 3.939e-03 3.896e-03 1.011 0.329

fogl 2.201e-01 3.351e-02 6.568 1.25e-05 ***

Signif. codes: O ‘x*x*x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘%’ 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ ’ 1
Residual standard error: 18.46 on 14 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9683, Adjusted R-squared: 0.9615
F-statistic: 142.6 on 3 and 14 DF, p-value: 9.94e-11

A becslések alapjan az illesztett modell (ez lathaté a 3. dbrdn):

Y = 3,8X; + 0,0039X5 + 0,22X5 — 8394 + ¢.

Az R? értéke 1-hez viszonylag kozeli, mondhatjuk, hogy jol illeszkedik a modell. A t-préba egyediil a
foglalkoztatottak szamanal mutat 0-tol vald szignifikans eltérést. Ha most csak ezt a valtozot tartjuk
meg, és igy illesztiink modellt:

> summary (1m(kultura fogl))

Ekkor az illesztett modell ez lenne: Y = 0,37X5 — 1261, és R? = 0,83, ez tehat kevésbé j6 illeszkedést
jelent az el6z6hoz képest.

Hazi feladat aprilis 29., 8:15-ig A KSH adatainak segitségével (http://www.ksh.hu/stadat) illessziink
linearis modellt a kormanyzati alrendszerek vagy a haztartdsok egészségiigyi kiaddsainak alakuldsara
(2003-2017, éves adatok, 2.4.1. pont). A magyarazé véltozdk széma legaldbb hirom legyen (az egyik
lehet az évszam, a fenti példdhoz hasonléan), és ezeket is lehet példdul az dltaldanos gazdasigi mutaték
vagy mads, az oldalon feldolgozott mérdszamok alapjan valasztani. Keressiink gy magyarazé véltozokat,
hogy az R? értéke legalabb 0,8 legyen. (A tabldk a honlaprdl letoltheték excel-formdtumban.)

Az adatokbdl az utolsé évet hagyjuk ki, igy becsiiljiik meg a paramétereket, majd a magyarazd valtozok
utolsé évben mért adatainak segitségével készitsiink el6rejelzést az utolso év egészségiigyi kiadasaira. Ha-
sonlitsuk ezt 6ssze a valédi adattal, szamitsuk ki az abszolit és a relativ hibat is (a két érték kiilonbségét,
illetve ennek ardnyét a valédi értékhez képest).



