Likelihood-fiigvvény (5. el6adas)

Definicié (Likelihood-fiiggvény)

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta diszkrét (a lehetséges értékeinek szama véges
vagy megszamlilhaté sok), akkor a likelihood-fiiggvénye:

Loo(ke,- o kn) = [[Pio(Yi=k)  ((ki,... ki) € H).

Jj=1




Likelihood-fiigvvény (5. el6adas)

Definicié (Likelihood-fiiggvény)

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta diszkrét (a lehetséges értékeinek szama véges
vagy megszamlilhaté sok), akkor a likelihood-fiiggvénye:

Loo(ki,. .., kn H oY =k) (K, ..., ko) € H).

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta abszolit folytonos, és Y; siiriiségfiiggvénye (a

Py valoszmuseg mellett) f; y, akkor a minta likelihood- fuggvenye

Loo(te, - ta) =[] fio(t)  (tr,....tn €R).




ML-becslés: Poisson-eloszlas

Xi,..., X, fuggetlenek, Poisson-eloszlasiiak A > 0 ismeretlen paraméterrel, azaz

P(Xj:k)zﬂe (k=0,1,2,...,n).

A likelihood-fiiggvény:

n X; X Xa X»
Loa(Xi,.., Xa) :H (/\e_’\> = A e . A e N A e M=

Kérdés: milyen A-ra lesz ez a fiiggvény maximalis (A = X).
Ln,)\(X17 cee 7Xn) = 8x (Z%) . h(XlaXQ» cee aXn)
j=1

alaka. A masodik tényez6 nem fligg A\-t6l, ezért a maximume-likelihood becsléshez
elég az els6 tényez6 maximumbhelyét keresni, ehhez pedig elég az dsszeget ismerni.



ML-becslés: normalis eloszlas

Xi,..., X, figgetlenek, normalis eloszlasiak m, o > 0 paraméterekkel. Ekkor
n n 1 ()(J B m)2
Jj=1 j=1
1 n n (X — m)2)
= exp[ =) L —2 | =
() o (-2 %
n 2 n
= 1 ) exp (- 21 | gt
2o 202 202 2052
— o (022 %)
Jj=1 j=1

Vagyis a likelihood-fiiggvény felirdsdhoz és a maximumlikelihood-becslés meghata-
rozasdhoz elég az Gsszeget és a négyzetdsszeget ismerni. Lattuk, hogy

(”hv 6') = (Y, Sn)a

ez valéban kiszamithat6 az Osszeg és a négyzetdsszeg segitségével.



Elégséges statisztika

Definicié
Legyen X, ..., X, figgetlen minta O paraméterii eloszlasbol. A T statisztika elég-

séges, ha a likelihood-fiiggvény felirhaté a kovetkezé alakban megfelels h és g
fliggvényekkel:

Lno(Xa,..., Xa) = h(Xq,..., X)) - go(T(X,..., Xn)).




Elégséges statisztika

Definicié
Legyen X, ..., X, fliggetlen minta ¢ paraméterii eloszldsb6l. A T statisztika elég-

séges, ha a likelihood-fiiggvény felirhaté a kovetkezé alakban megfelels h és g
fliggvényekkel:

Lno(Xa,..., Xa) = h(Xq,..., X)) - go(T(X,..., Xn)).

@ Poisson-eloszlas esetén az Gsszeg és az atlag is elégséges statisztika.
o Normalis eloszlasnal elégséges statisztika: (X, s,), vagy (D7_; X7, 274 X;).
@ Az elégséges statisztika nem egyértelmdi.

@ Ha létezik maximumlikelihood-becslés, T pedig elégséges statisztika, akkor az
ML-becslés felirhaté u(T(X,...,X,)) alakban valamely v fiiggvényre.



Rao—Blackwell-tétel
Tétel (Rao—-Blackwell)

Tegyiik fel, hogy a T statisztika torzitatlan becslés a ) paraméterre, valamint S
elégséges statisztika 19-ra. Ekkor megadhato olyan T* becslés, melyre

@ T* = h(S) megfelelé h fiiggvénnyel;
@ T* torzitatlan ¥-ra: Ey(T*) = ¢ minden ¥ € ©-ra;
@ T* hatasosabb, mint T: Dy(T*) < Dy(T) minden ¥ € O-ra.

Ha az S statisztika teljes is (azaz minden olyan f fiiggvény, melyre Ey(f(S)) =0
minden 9-ra, ,majdnem mindeniitt” nulla), akkor T* hatasos, azaz minden torzi-
tatlan becslésnél hatdsosabb.

A megoldas az E(T|S) feltételes varhat6 érték lesz. Példaul Poisson-eloszlasnal
E(X1]>57-; Xj) = X hatésos.

Allitas

Poisson-eloszlasnal normalis eloszlasoknal (m-re) a mintaelemek dsszege teljes elég-
séges statisztika, a mintaatlag pedig hatdsos becslése a paraméternek.




Fisher-informacio
Egy mintaelem Fisher-informaciéja:

h(9) =Ey <<8819 log fﬂ(Xl))2>,

ahol fy a likelihoodfiiggvény Py mellett.



Fisher-informacio
Egy mintaelem Fisher-informaciéja:

h(9) =Ey (<8819 log flg(Xl))2>,

ahol fy a likelihoodfiiggvény Py mellett.

o Megfelel§ (regularitasi) feltételek mellett a fiiggetlen azonos eloszlasa, n elemdi
minta Fisher-informéacidja: 1,(9) = n- L(9).

@ Ha T elégséges statisztika, akkor T(Xy, ..., X,) Fisher-informaciéja ugyanaz,
mint (Xi,...,X,) Fisher-informaciéja (példaul Poisson-eloszlasnal az atlag
Fisher-informaci6ja ugyanaz, mint a teljes mintaé).

@ Cramér—Rao-egyenlGtlenség: megfelels (regularitasi) feltételek mellett, ha
T torzitatlan becslés J-ra, akkor
1 1

DTN = 16y = w0y

(Ebben az értelemben feleakkora szérashoz négyszer annyi mintaelem kell.)



Fisher-informacié

Egy mintaelem Fisher-informaciéja:

L(9) = E, ((;9 log fﬁ(x1)>2),

ahol fy a likelihoodfiiggvény Py mellett.

Néhany nevezetes eloszlas Fisher-informaciéja egy mintaelembél:

@ binomiélis eloszlas n renddel és p paraméterrel:
n
p(1—p)
@ Poisson-eloszlas A paraméterrel: 1/\

@ normalis eloszlas, ha ¥ = (m, o):

(

th,‘v—l

QN‘I\J o
N———



Fisher-informéacié: Poisson-eloszlas

Egy mintaelem Fisher-informaciéja (az f, likelihood-fiiggvény most a valészindi-
ség):

) = Ea (55 o Wl)f) =5 (g3 e (AXI! A)>2> -
(Bl )23

X2 X At A2

>/\'—‘

Felhasznaltuk, hogy Poisson-eloszlasnal Ey(X1) = DA(X1) = A, igy
Ex(X?) = D3(X) + B3 (X1) = A+ A%,

Kovetkezmény a Cramér—Rao-egyenlétlenség alapjan: ha T torzitatlan becslése
A-nak n elemii fiiggetlen mintabdl, akkor

D*(T(Xy,...,Xn)) >

S| >



Hazi feladat marcius 11., 8:15-ig: megoldas

Tekintsiink a (9, 9?) intervallumon egyenletes eloszlast mintat: X, Xa,..., X,. Itt
¥ > 0 ismeretlen paraméter. Adjuk meg ¥ momentummédszerrel és maximum-
likelihood-mddszerrel kapott becslését.

A likelihood-fiiggvény: Ly(X1, Xa,...,X,) = ﬁﬂ(ﬂ < XP X< 9).

A feltétel igy fogalmazhaté at: /X7 < 9 < X;. Ha 0 <9 < 1: a [¢92 — 9|
fliggvény ¥ = 1/2-re a legnagyobb, és konvex. Ezért a legnagyobb likelihood-érték
ezek kdziil valamelyik értékre kaphaté meg: X; és \/Xi. Ha ¥ > 1, akkor a
fiiggvény monoton névé, és /X lesz a maximumlikelihood-becslés.

- 2
Momentummédszerrel: az els6 egyenlet X = %. Ebbsl

A 1 —_
J=—3+/1/4+2X.



Hazi feladat marcius 11., 8:15-ig

x=c(1.8, 2.5, 3.5, 4.3, 5.8, 6.3, 8, 10, 12, 15)
ML=1:10

momentum=1:10

for (j in 1:10)

{

minta=runif (100, min=x[j], max=x[j]"2)
ML[j]=sqrt(max(minta))

momentum[j]=-0.5+sqrt (0.25+2*mean (minta))

3



Hazi feladat marcius 11., 8:15-ig: megoldas

valédi paraméter ML momentum

1,8 1,799 1,808

25 2,462 2,455

35 3,497 3,583

43 4,271 4,405

58 5,79 5,725

6,3 6,297 6,406

8 7,983 8,108

10 9,86 10,048

12 11,997 11,955

15 14,99 15,173

relativ hibak Gsszege 0,042 0,134
relativ hibAk maximuma 0,015 0,024

Tiz ¥ értékre 100 elemi mintabdl valé becslés a kétféle modszerrel



Konfidenciaintervallum

Példa: megmérték hatvan ember vércukorszintjét, egymastdl fiiggetleniil.

A minta egy részlete (mmol/| mértékegységben):

5,98 61 599 6,21 5,97 6,23 5,85

Alapstatisztikak: n = 60 (méret), X = 5,99 (atlag), si = 0,18 (korrigalt tapasz-
talati széras)



Konfidenciaintervallum

Példa: megmérték hatvan ember vércukorszintjét, egymastdl fiiggetleniil.

A minta egy részlete (mmol/| mértékegységben):

5,98 61 599 6,21 5,97 6,23 5,85

Alapstatisztikdk: n = 60 (méret), X = 5,99 (atlag), s; = 0,18 (korrigalt tapasz-
talati széras)

Cél: a varhato érték becslése az adatok alapjan

pontosabban: adjunk meg egy olyan intervallumot, ami legalabb 95% valészini-
séggel tartalmazza az "igazi" varhat6 értéket — ezt fogjuk 95 % megbizhatésagi
szintii konfidenciaintervallumnak hivni



A kétoldali z-préba kritikus értéke

Standard normalis eloszlas

0.3 04

sUrségfuggveény
02

0.1

0.0

T T T T T T T
-3 2 -1 0 1 2 3

értekek

Az a = 0,05 terjedelm( kétoldali z-préba (u-préba) kritikus értéke:
o1(1 - a/2) = ©1(0,975) = 1,96. Vagyis ha Z ~ N(0,1), akkor
P(—1,96 < Z < 1,96) = 95%.



Konfidenciaintervallum a varhatd értékre

rem)= (3o (- )5 R e (- 5) )

ahol felhasznaltuk, hogy mivel Xy, ..., X, fiiggetlen N(m, 0?) eloszlasuak, igy X ~
N(m,o?/n) eloszlasi. Ezért Z = (X — m)/(o/+/n) standard normalis eloszlasa,
vagyis

P(—a< Z <a)=d(a) — P(—a) = P(a) — (1 — P(a) =2¢(a) — 1.



Példa konfidenciaintervallumra

Minta: megmeértiik hatvan ember vércukorszintjét, tegyiik fel, hogy ez normalis
eloszlasa, valodi szérasa 0, 2.

n =60 (méret), X = 5,99 (4tlag), s = 0,18 (korrigélt tapasztalati sz6ras)

Adjunk meg olyan intervallumot, ami legalabb 95% valdszintiséggel tartalmazza a
vércukorszint val6di varhaté értékét.

megbizhatésagi szint: 1 — o = 95%, azaz o = 0,05. Ebbsl ®~1(1 — a/2) =
®-1(0,975) = 1, 96.

95 %-o0s megbizhatésagi szintii konfidenciaintervallum a varhaté értékre:

0,2 0,2
5,00 —1,96- ——, 5,99+1,96  —— | = (5,94:6,04).
( V60 \/60) ( )

Kisebb mintaelemszamhoz hosszabb, nagyobb megbizhatésaghoz szintén hosszabb
konfidenciaintervallum tartozik.



Konfidenciaintervallumok

Legyen (2, A, P) statisztikai mez6, P = {Py : ¥ € O} és X = (Xq,...,Xy)
fiiggetlen azonos eloszlasi minta. Tegyiik fel, hogy ¥ valés paraméter, vagyis
O CR.

Definicié
Azt mondjuk, hogy a (T1(X), To(X)) intervallum legalabb 1 — o« megbizhatésagi

szintd konfidenciaintervallum ¥-ra, ha minden 9 € R esetén teljesiil, hogy

IP@(T]_(K) <Y< Tg(&)) >1—a.

A konfidenciaintervallum megbizhatdsagi szintje: infyco{Py(V € (T1, T2))}.



Konfidenciaintervallum a varhatd értékre

A ® a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye, azaz ha Z ~ N(0,1):

t
O(t) =P(Z < t) = \/% / /245,

Allitas (Konfidenciaintervallum a varhaté értékre, ismert szoras)

Tegyiik fel, hogy Xi,...,X, fiiggetlen azonos eloszlasi normalis eloszlasa valo-
sziniiségi valtozok, melyek szorasa, o ismert.
Ekkor a

T m = (g X ) )

intervallum 1 — « megbizhatdsagi szintii kétoldali konfidenciaintervallum az el-
oszlds varhato értékére.

v




t-eloszlas kritikus értékei

t-eloszlas
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Az f = 59 szabadsagi fokii & = 0,05 terjedelm( kétoldali t-préba kritikus értéke:
t5g70705 = 2, 001.



Konfidenciaintervallum a véarhaté értékre
Legyenek Zy, Z1, .. ., Z, figgetlen N(0,1) eloszlastak, és tr , az f szabadsagi foku

« terjedelmii kétoldali t-préba kritikus értéke, azaz az f szabadsagi foki t-eloszlas
1 — a/2-kvantilise:

V4
1—a2=P(Y <tr,) =P ——=—— < t,|.
/ (V< tra) ( ZZ+...+ Z; f’)

Az Y = ﬁ valészinliségi valtozé eloszlasa f szabadsagi foki t-eloszlas.
it T4f



Konfidenciaintervallum a varhatd értékre

Legyenek Zy, Z1, .. ., Z, figgetlen N(0,1) eloszlastak, és tr , az f szabadsagi foku
« terjedelmii kétoldali t-préba kritikus értéke, azaz az f szabadsagi foki t-eloszlas
1 — a/2-kvantilise:

V4
1—a/2=P(Y <trq)=P| ————= < tra |-
/ (V< tra) ( Z2+...+2¢ f’)
Az Y = ——%____ valésziniiségi valtozé eloszlasa f szabadsagi foka t-eloszlas.

Z2+..+2?

Allitas (Konfidenciaintervallum a varhaté értékre, ismeretlen sz6ras)

Tegyiik fel, hogy Xi,...,X, fiiggetlen N(m,c?) normélis eloszldsi valosziniiségi
véltozék (m, o ismeretlenek). Ekkor a

= g = sk
T, )= (X —th1ia —=, X+ th-10 —
(T1, To) ( 1,a NE + th—1,a \/ﬁ>

intervallum 1 — « megbizhatdsagi szintii kétoldali konfidenciaintervallum az el-
oszlas varhato értékére.

o




Példa konfidenciaintervallumra

Minta: vércukorszint-értékek, tegyiik fel, hogy ez normalis eloszlasi, sz6rdsa nem
ismert.

n =60 (méret), X = 5,99 (atlag), s; = 0,18 (korrigalt tapasztalati sz6ras)

Adjunk meg olyan intervallumot, ami legalabb 95% valdszin(iséggel tartalmazza a
vércukorszint val6di varhaté értékét.

megbizhat6sagi szint: 1 — a = 95%, azaz a = 0,05. Az f = 59 szabadsagi foka
o = 0,05 terjedelmii kétoldali t-préba kritikus értéke: tsg o975 = 2.

95 %-0s megbizhatdsagi szintii konfidenciaintervallum a varhaté értékre:

0,18 0,18
5,99 -2 =, 59942 - = (5,94;6,04).
( V60 \/60> ( )

Hosszabb intervallumot kaptunk, mint ismert szoras esetén.



Konfidenciaintervallum a valésziniiségre

Az A esemény valdsziniisége p € [0, 1] ismeretlen paraméter. Ezt szeretnénk meg-
becsiilni. Ha n kisérletbsl az A esemény X-szer kovetkezett be:

Ep(X) = np; Dp(X) = v/np(1 = p); E"(f>:p; D”(X):p(\%_p)'

X ~ Bin(n, p) binomialis eloszlast, viszont a relativ gyakorisagot, X/n-t nem
tudjuk egyetlen eloszldssal kozeliteni.
Ezért X/n eloszlasat p varhato értékd, ff”) szérast normalis eloszlassal kozelit-

juk, ahol p az esemény relativ gyakorisiga a mintaban.
1 — o megbizhatésagi szintii konfidenciaintervallum p-re:

R )



Hazi feladat marcius 18., 8:15-ig

A hazi feladathoz begyiijtott adatok alapjan
@ adjunk konfidenciaintervallumot az utazasi id6k varhaté értékére kiilén a fér-
fiak, kilén a n8k esetében, illetve &sszesen;
@ adjunk konfidenciaintervallumot annak val6sziniiségére, hogy egy véletlensze-

riien kivalasztott ismerss legaldbb 5 sorozatot nézett az utébbi egy hénapban.

Az utazési id6krol tételezziik fel, hogy normaélis eloszlastak (noha valéjaban a ke-
rekitések miatt ez nem igazan teljesiil).



