Poisson-eloszlas paraméterének becslése (4. el6adas)

Golok szamanak hisztogramja

= megfigyelések
=—— Poisson(1,375)
— Poisson(1)
— Poisson(2)

Relativ gyakorisagok
0.2

Megfigyelt értékek

A golok szamanak hisztogramja n = 95 mérkézésen, és kiilonb6zé paraméter(
Poisson-eloszlasok (Py(X = k) = A< /k! - e™?)
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Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Tegyiik fel, hogy Xi, Xa, ..., X, flggetlen, azonos A\ paraméter(i Poisson-eloszlasa
minta, ahol A > 0 ismeretlen paraméter, n = 95, és X = 1, 379.

Poisson-eloszlasnal:

)\k 7)\

PAXj=k)="7¢"  E(X) =X D(X) =V

A megfigyelések az aldbbiak (a gélok szama Gsszesen Z}’Il X; = 131):

Annak valésziniisége \ paraméter mellett, hogy éppen ezt a sorozatot kaptuk:

DS END LD G A2
Los 2(3,0,2,...,2) = 3|eA Ole)‘ 2|e)‘-...-§e)‘—
ABHOFHZAZ \131 esn

T3.0.20... 25 T30 2°



Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Likelihood-fiiggvény

g ' '
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
lambda
131 . . . 4 . . , A
A s5ts—ie 2> likelihoodfiiggvény a A > 0 paraméter fiiggvényében;

a3 131 _
mintaatlag: X = 3¢ = 1,379



Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Loglikelihood-figgvény

log likelihood
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A log Whe‘%')‘ loglikelihoodfiiggvény a A > 0 paraméter fiiggvényében;

a3 131 _
mintaatlag: X = 3¢ = 1,379



ML-becslés: Poisson-eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, Poisson-eloszlas A > 0 ismeretlen paraméterrel, azaz
G
P(X; = k) = He_)‘ (k=0,1,2,...).
Ekkor




ML-becslés: Poisson-eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, Poisson-eloszlas A > 0 ismeretlen paraméterrel, azaz
G
P(X; = k) = He_)‘ (k=0,1,2,...).
Ekkor




ML-becslés: Poisson-eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, Poisson-eloszlas A > 0 ismeretlen paraméterrel, azaz
)\k
P(X; = k) = e e (k=0,1,2,...).
Ekkor

n
Loa(X1, ..o Xa) = A= Xem™ T X
j=1

n

log LpA(X1,...,X,) =logA- (Z)@)—n/\+logHX|

) STX _
oy 108 Loa(Xa, . Xs) = %—n>0<:m<x.
Ezért az ML-becslés: A = X. A log monoton névekedését hasznaltuk.



Maximumlikelihood-mddszer

Definicié (Likelihood-fiiggvény)

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta diszkrét (a lehetséges értékeinek szama véges
vagy megszamlilhaté sok), akkor a likelihood-fiiggvénye:

Loo(ke,- o kn) = [[Pio(Yi=k)  ((ki,... ki) € H).

Jj=1




Maximumlikelihood-mddszer

Definicié (Likelihood-fiiggvény)

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta diszkrét (a lehetséges értékeinek szama véges
vagy megszamlilhaté sok), akkor a likelihood-fiiggvénye:

Loo(ki,. .., kn H oY =k) (K, ..., ko) € H).

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta abszolit folytonos, és Y; siiriiségfiiggvénye (a

Py valoszmuseg mellett) f; y, akkor a minta likelihood- fuggvenye

Loo(te, - ta) =[] fio(t)  (tr,....tn €R).




Maximumlikelihood-mddszer

Legyen (£, A, P) statisztikai mez8, ahol P = {Py : ¥ € O}, vagyis az ismeretlen
eloszlas a ¥ paraméterrel jellemezhet6.

Definicié (Maximum-likelihood becslés)

A 9 maximumlikelihood-becslése (ML-becslése) az Xy, ..., X, mintabdl U, ha U
maximalizalja a 0 — L, 5(X1,...,X,) fiiggvényt, ahol L,y a minta likelihood-
fliggvénye. Azaz, ha

L,,,@(Xh ooy Xn) 2 Ly w(Xq, ..., X,) minden 9 € O-ra.




Hazi feladat marcius 4., 8:15-ig: megoldas

Tegyiik fel, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott ismerds altal az utébbi egy honap-
ban nézett sorozatok szima geometriai eloszlasi, a paraméter, p > 0 ismeretlen.

A rendelkezésre 4ll6 25 elem(i mintara vonatkozéan irjuk fel a likelihood-fiiggvény
képletét, és abrazoljuk is ezt a fliggvényt.

Hatérozzuk meg a p paraméter maximumlikelihood-becslését (a konkrét adatok-
bol), azaz azt a p-t, amire a likelihoodfiiggvény a legnagyobb (elég az abra alap-
jan).



Hazi feladat marcius 4., 8:15-ig: megoldas

A minta: Xi, Xa,...,X,. Geometriai eloszlas: P(Y = k) = (1 — p)<~1p.
likelihood-fiiggvény:

n

Lnp(Xt,- -, X0) = [[ (1= p) 7 p) = (1 — p)=in i~ Vpn.
j=1

Loglikelihood-fiiggvény:
log L, , = (nX — n)log(1 — p) + nlog p.
Ennek derivaltja:

n(X —1)

0
—loglpp,=— 1= p

n — 1
+-=>0&1-p)>p(X-1)ep<=.
o ) (1=p)>p( Jeop<g

Ebbdl kovetkezik, hogy a maximumlikelihood-becslés az atlag reciproka:

p=

X[ =

Emlékeztets: a geometriai eloszlas varhaté értéke 1/p.



Hazi feladat marcius 4., 8:15-ig: megoldas

Geometriai eloszlas likelihood-figgvénye

1.2e-68
I

8.0e-69
1

likelihood

4.0e-63
1

0.0e+00
1

p paraméter

A geometriai eloszlas likelihood-fliggvénye, ha n = 73 ember Gsszesen 2}1:1 X =
266 sorozatot nézett, akkor
1 73

p= ? = % =0,27; Ln,p _ (1 _ p)266773p73 _ (1 o p)193p73.



Hazi feladat marcius 4., 8:15-ig: megoldas

Sorozatok szama és geometriai eloszlas

04

valoszinlségek
02
|

0.1

0.0

értekek

A sorozatok szamanak hisztogramja és a geometriai eloszlas p = 1/X = 0,27
paraméterrel (n = 73 ember, Gsszesen ZJ"’:1 Xj = 266 sorozatot néztek)

[m] = = =




Normalis eloszlas siirliségfiiggvénye

Normalis eloszlasok siriiségfiiggvényei

04 0.6 08

sUrségfluggveny, f{x)

0.2

0.0

Kiilonb6z6 varhaté értékii és szérasi normalis eloszlasok siirliségfiiggvénye



Testmagassag hisztogramja

Testmagassag hisztogramja

n: 96
dflag: 174,3
szoras: 11,5

oyakorisag

140 160 180 200

cm

A testmagassag hisztogramja n = 96 elemii mintabdl és az X = 174,3 varhaté
értékii és st =1 Gri

1,5 sz6rast normalis eloszlas siiriiségfiiggvénye (pirossal).
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Likelihoodfliggvény
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n = 94 elem(i minta testmagassag-adatok alapjan, normilis eloszlast feltételezve.

Az atlag: X = 174, 8, a tapasztalati szoras s, = 10, 5.



Log-likelihoodfiiggvény
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n = 94 elem(i minta testmagassag-adatok alapjan, normilis eloszlast feltételezve.
Az atlag: X = 174, 8, a tapasztalati szoras s, = 10, 5.



ML-becslés: normalis eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, eloszlasuk normalis eloszlas m, o > 0 paraméterekkel.

kor

n n ‘7m2
Loma(a:- - Xn) = [[ £006) = T l 21m exp < - (X1202)>]

Ek-



ML-becslés: normalis eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, eloszlasuk normalis eloszlas m, o > 0 paraméterekkel. Ek-
kor

n n ‘7m2
Loma(a:- - Xn) = [[ £006) = T l 21m exp < - (X1202)>]

Ln,m,g(xl,...,xn):< ! )"exp<_ - (XJ—’")2>



ML-becslés: normalis eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, eloszlasuk normalis eloszlas m, o > 0 paraméterekkel. Ek-
kor

n n ‘7m2
Loma(a:- - Xn) = [[ £006) = T l 21770 exp < - (X1202)>]

Ln,m,g(xl,...,xn):< ! )"exp<_ - (XJ—’")2>

n

(X; —m)?
log Lnm,o(X1,...,Xs) = —nlog(vV2m) — nlogo — E o
o
j=1

Rogzitett o mellett ez akkor maximalis, ha a harmadik tagban 377, (X; — m)? =
Yo XP =270 Xym + nm® minimalis = M = X.



ML-becslés: normalis eloszlas

log L+ (X1 X):—nlog(\/271')—n|oga—zn:M
n,o s+ /\n = 202 .
A o szerinti parcialis derivalt:
0 noe= (X —X)?
—log Lpo(Xy,..., Xp) = —— A A A
da_ og n, ( 1, bl n) o + j:1 0_3

Ez pontosan akkor pozitiv, ha 0% < 2 Y77 | (X; — X)? = s3.

Tehat az ML-becslés:

m=X;

Tehat normalis eloszlasnal az m paraméter becslése a mintaatlag, a szdérasé a ta-
pasztalati szoréas.



Az ML-becslés tulajdonsagai

@ Nem minden statisztikai mezén létezik ML-becslés.

@ Az ML-becslés nem feltétleniil egyértelm.

@ Az ML-becslés nem feltétleniil torzitatlan.

o A (V) fiiggvény ML-becslése (1), ahol I ML-becslés ¥-ra.

o Megfeleld feltételek (erds regularitasi feltételek mellett) az ML-becslés aszim-
potikusan torzitatlan, aszimptotikusan hatasos (vagyis minimalis sz6rasa) és
aszimptotikusan normalis eloszlasi, azaz v/n(1), — 9) normalis eloszlashoz
konvergal eloszlasban n — oo esetén (a Py val6sziniiségre vonatkozoan).

@ Az alabbi egyenlet a maximumlikelihood-egyenlet:

0

—log Lp.9(X1,...,X,) =0.

99 og Lns(Xa )

Megfelelg feltételek mellett az ML-becslés a maximumlikelihood-egyenlet meg-
oldasa (ha az ML-becslés nem szamithat6 ki, de az egyenlet megoldhato,
gyakran az egyenlet megoldasaval helyettesitik az ML-becslést).



ML-becslés: egyenletes eloszlas

Ebben az esetben az ML-becslés nem szamithaté ki az ML-egyenlet gyokeként,
vagyis nem kaphaté meg derivalassal.

X1, ..., X, flggetlenek, eloszlasuk egyenletes eloszlas az [a, b] intervallumon. Ekkor

n

‘ 1
Lnab(X1, .. Xn) :1_1:[1&,19(&-) :Eﬂ(a <X <b) g

Loab(Xi, ... Xn) = (bi a) I(a < min X; és maxX; < b).



ML-becslés: egyenletes eloszlas

Ebben az esetben az ML-becslés nem szamithaté ki az ML-egyenlet gyokeként,
vagyis nem kaphaté meg derivalassal.

X1, ..., X, flggetlenek, eloszlasuk egyenletes eloszlas az [a, b] intervallumon. Ekkor

n

. 1
Ln,ab(X1,. ., Xn) :J];[lf;ﬁ(xj) :Eﬂ(a < Xj<b)- b—a

]_ n
Loab(Xi, ... Xn) = (E) I(a < min X; és maxX; < b).

Az els6 tényez6 legyen minél nagyobb (vagyis b — a minél kisebb) agy, hogy a
masodik tényez6 nem nulla. Ebb4l:

a=minXj; b = max X;.
J J



Maximum-likelihood becslések

@ binomiilis eloszlas ismert k renddel: p = X/k

~

@ Poisson-eloszlas: A = X
@ geometriai eloszlas: p=1/X
@ normdlis eloszlas: m = X,6 = s,

~

@ exponenciélis eloszlas: A\ = 1/X

o>
I

@ egyenletes eloszlas: 4 = min; X; max; X;



ML-becslés: exponencialis eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, eloszlasuk exponencialis eloszlas \ > 0 paraméterrel. Ekkor
n n
Loa(Xas - X0) = [T £a06) = [T [exp(=2x)10% > 0)].
j=1 j=1

Loa(X1,..., X)) = exp( AZX)



ML-becslés: exponencialis eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, eloszlasuk exponencialis eloszlas \ > 0 paraméterrel. Ekkor
n n
Loa(Xas - X0) = [T £a06) = [T [exp(=2x)10% > 0)].
j=1 j=1

Loa(X1,..., X)) = exp( AZX)

n
log Ly A(X1, ..., Xa) = nlog A =AY X;
j=1



ML-becslés: exponencialis eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, eloszlasuk exponencialis eloszlas \ > 0 paraméterrel. Ekkor
n n
Loa(Xas - X0) = [T £a06) = [T [exp(=2x)10% > 0)].
j=1 j=1

Loa(X1,..., X)) = exp( AZX)

n
log Ly A(X1, ..., Xa) = nlog A =AY X;
j=1

aaAlogLM(Xl,...,X):g—nY>O<:>/\<1/7:>f\:1/?.



Momentummdadszer

Legyen Xi,..., X, fiiggetlen azonos eloszlasi minta.

@ Az eloszlas k. momentuma, ha ¥ az ismeretlen paraméter: iy = Ey(X]).

Q Legyen fix = %Z};l Xjk az eloszlas k. tapasztalati momentuma.

© Irjuk fel az alabbi egyenleteket a legkisebb olyan k-ig, amire az egyenletrend-
szer egyértelmiien meghatarozza ¥-t (bar nincs mindig ilyen k):

1 n
Ey(X) = > X
=t

1 n
Eo(X}) = - X2
j=1

1 n
By (X)) = n ZXJk
=1

Q@ A ¥ momentummodszerrel kapott becslése az a 9, ami megoldasa a fenti

egyenletrendszernek. Nem mindig létezik, nem mindig egyértelmii, nem
feltétlenil hatasos.



Momentummddszer: Poisson— és exponencialis eloszlas

Xi,..., X, fliggetlen Poisson-eloszlasiiak ismeretlen A\ > 0 paraméterrel. A k =
1-hez tartozé egyenlet:

Ex(X) = X.

Mivel a A paraméterii Poisson-eloszlas varhaté értéke A:

A=X.



Momentummddszer: Poisson— és exponencialis eloszlas

Xi,..., X, fliggetlen Poisson-eloszlasiiak ismeretlen A\ > 0 paraméterrel. A k =
1-hez tartozé egyenlet: -
Ex(Xy) = X.
Mivel a A paraméterii Poisson-eloszlas varhaté értéke A:
A=X.
Xi, ..., X, figgetlen exponencialis eloszlasiak ismeretlen A\ > 0 paraméterrel. A

k = 1-hez tartozé egyenlet:
11 -
Ex(X1) = N EZXJ =X.
j=1
Ez egyértelmiien oldhaté meg \-ra:

- L
X



Momentummaddszer: normalis eloszlas

Xi,..., X, fiiggetlen N(m, 0?) eloszlast minta (azaz normalis eloszlast m varhaté
értékkel és o szorassal).

A k = 1-hez és k = 2-hoz tartozd egyenletek:
Emo(X1)=m= X:

1 n
Em,U(XIQ) =0’ + m? = E ZXJQ
j=1

. . ~ 2 . -
A masodikba beirva az els6t: 0® = =37 | X? — X" = s} (a tapasztalati széras-
négyzet). Tehat az els6 két egyenlet egylitt egyértelmiien oldhaté meg, a momen-
tummodszerrel kapott becslés:

m=X;

Q>
Il
[0)
3



Momentummddszer: egyenletes eloszlas

Legyen Xi,..., X, fliggetlen minta az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlasbdl

Ennek varhaté értéke (a + b)/2, szérasa (b — a)/v/12. Ezek alapjan a k = 1-hez
és k = 2-hoz tartozé egyenlet:

: ) . (b—a)? -2 4
A masodikba beirva az elsgt: (2x2 — Y XP = X" =57, amibs|

§:Y—\/§sn; B:Y—i—\/gs,,.

Hatranya: el6fordulhat, hogy ezek nem is lehetséges értékek: ha 4 nagyobb a

legkisebb megfigyelésnél, vagy b kisebb a legnagyobb megfigyelésnél.



Hazi feladat marcius 11., 8:15-ig

Tekintsiink a (1, 9?) intervallumon egyenletes eloszlast mintat: X, X, ..., X,. Itt
¥ > 0 ismeretlen paraméter. Adjuk meg ¥ momentummodszerrel és maximum-
likelihood-mddszerrel kapott becslését.

Valasszunk kiilonb6z6 9 értékeket (legalabb 10-et), és sorsoljunk mindegyikbd!
100 elemi mintat. Készitsiink tablazatot a ¢ igazi értékével, illetve a mintabdl
kapott két becsléssel az ML, illetve momentummddszer alapjan. A tablazat (és
esetleg tovabbi, ebbdl szamitott értékek) alapjan hasonlitsuk Gssze a két médszert

(fogalmazzunk meg tobbféle lehetséges szempontot, ami alapjan a két médszer
dsszehasonlithatd).



