Statisztikai mezé (3. el6adas)

Definicié
Az (Q, A,P) hirmast statisztikai mezének nevezziik, ha minden P € P-re
(22, A,P) Kolmogorov-féle valdsziniiségi mezd.

Paraméteres statisztika mezé: P = {Py : ¢ € ©}. Ekkor ¥ az ismeretlen paramé-
ter, mely egy © C R9 ismert halmaz eleme.

Példaul: P lehet példaul

@ a )\ paraméterii Poisson-eloszlasok halmaza;
@ a normilis eloszlasok halmaza (ekkor ¥ = (m, o) az ismeretlen paraméter);

@ az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlasok halmaza (ekkor ¥ = (a, b) az
ismeretlen paraméter).



Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Golok szaméanak hisztogramja
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A gélok szamanak hisztogramja n = 95 mérkézésen, és kiilonb6zé paraméterd
Poisson-eloszlasok. Ekkor
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Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Golok szaméanak hisztogramja

— megfigyelések
=—— Poisson(1,375)
—— Poisson(1)
= Poisson(2)

03
|

Relativ gyakorisagok

0.1

0.0

Medfigyelt értékek

A gélok szamanak hisztogramja n = 95 mérkézésen, és kiilonb6zé paraméterd
Poisson-eloszlasok. Ekkor

E(X) =E(X1) = A minden A-ra.

Ha az atlaggal becsiiljiik a paramétert, akkor a becslésiink varhaté értéke A.




Egyenletes eloszlas paraméterének becslése

A fels6 végpont becslése az atlag alapjan

gyakorisagok

T T
47 48 49 50 51 52

becslés

A [0, 9] intervallumon egyenletes eloszlas paraméterének becslése T(X) = 2X-szel,
n = 1000 elem( mintadbdl. Az igazi paraméter 9 = 5. Szaz ismétlésbdl a becslések
atlaga: 5,015, korrigalt tapasztalati szérasa: 0,086.
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Egyenletes eloszlas paraméterének becslése

A felsd végpont becslése a maximum alapjan

gyakorisagok
20 20 40 g0 60
| | |

10

4980 4985 4.990 4995 5.000 5.005

becslés

A [0, 9] intervallumon egyenletes eloszlas paraméterének becslése a maximum alap-
jan T(X) = L max(Xy, ..., X,)-nel, n = 1000 elem mintabdl. Az igazi para-
méter ¥ = 5. Szaz ismétlésbdl a becslések atlaga: 4,9999, korrigalt tapasztalati
szérasa: 0.0049 < 0,086.
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Egyenletes eloszlas paraméterének becslése

X1, Xz, ..., X, fliggetlen azonos eloszlas, a [0, 4] intervallumon egyenletes elosz-

last val6sziniiségi valtozék. Itt ¢ > 0 ismeretlen paraméter. Tekintsiik a ¥ két
kiilonb6z6 becslését:

- 9 9
Ti(X1,..., X,) =2X; Ey(T1)=2-— =1 Dy(T1) = .
(X0 X) aTy=2-1 o) = o=
Masrészt, felhasznalva, hogy X = max(Xi,..., X,) slriiségfiiggvénye:
fo(t) = (nt""1/9")I(0 < t < ), egy masik becslést is talalhatunk:
n+1 n+1 nd
o Xn) = - X = . = 4.
T2(X1, aX) n Xn Eﬂ(T2) n n+1
n- 92 9 9
Dﬁ(Tz) = <

n+2)(n+12 - n+l " Van



Egyenletes eloszlas paraméterének becslése

X1, Xz, ..., X, fliggetlen azonos eloszlas, a [0, 4] intervallumon egyenletes elosz-

last val6sziniiségi valtozék. Itt ¢ > 0 ismeretlen paraméter. Tekintsiik a ¥ két
kiilonb6z6 becslését:

- 9 9
Ti(X1,..., X,) =2X; Ey(T1)=2-— =1 Dy(T1) = .
(X0 X) aTy=2-1 o) = o=
Masrészt, felhasznalva, hogy X = max(Xi,..., X,) slriiségfiiggvénye:
fo(t) = (nt""1/9")I(0 < t < ), egy masik becslést is talalhatunk:
n+1 n+1 nd
o Xn) = - X = . = 4.
T2(X1, aX) n Xn Eﬂ(T2) n n+1
n- 92 9 9
Dﬁ(Tz) = <

n+2)(n+12 - n+l " Van

Mindkét becslés torzitatlan ¥-ra, és a masodik hatasosabb.



Becslések és tulajdonsagaik

o (Q,A,P) statisztikai mez6;
o P ={Py: 9 € ©) valamely © halmazzal (© a paramétertér);
@ g: 0 — R fiiggvény.

o Cél: olyan T statisztika keresése, amire a T(X) valosziniségi valtozé és a
g(19) érték valamilyen értelemben kozel esnek egymashoz.



Becslések és tulajdonsagaik

o (Q,A,P) statisztikai mez6;
o P ={Py: 9 € ©) valamely © halmazzal (© a paramétertér);
@ g: 0 — R fiiggvény.

o Cél: olyan T statisztika keresése, amire a T(X) valosziniségi valtozé és a
g(19) érték valamilyen értelemben kozel esnek egymashoz.

Definici6 (Torzitatlansag)

A T statisztika torzitatlan becslés 1-re, ha minden ¥ € ©-ra
Eo(T(X1,..., X)) = g(9).

A T statisztika torzitdsa a bt (9) = Ey(T(X1,...,Xn)) — g(¥9) fiiggvény.

X1, X2, ..., X, fliggetlen minta a [0, J] intervallumon egyenletes eloszlasbol.



Becslések és tulajdonsagaik

o (Q,A,P) statisztikai mez6;
o P ={Py: 9 € ©) valamely © halmazzal (© a paramétertér);
@ g: 0 — R fiiggvény.

o Cél: olyan T statisztika keresése, amire a T(X) valosziniségi valtozé és a
g(19) érték valamilyen értelemben kozel esnek egymashoz.

Definici6 (Torzitatlansag)

A T statisztika torzitatlan becslés 1-re, ha minden ¥ € ©-ra
Eo(T(X1,..., X)) = g(9).

A T statisztika torzitdsa a bt (9) = Ey(T(X1,...,Xn)) — g(¥9) fiiggvény.

X1, X2, ..., X, fiiggetlen minta a [0, 9] intervallumon egyenletes eloszlasbol.
Ekkor 2X torzitatlan becslés g(¢) = ¥-ra: E(2X) = ¢.



Torzitatlan becslések

Allitas (A varhaté érték torzitatlan becslése)

Legyen Xi, ..., X, fiiggetlen azonos eloszldsii véges varhaté értéki minta. Ekkor

Ey(X) =Ey(X1) minden ¥ € ©-ra,

vagyis a mintaatlag torzitatlan becslés 1)-re.

Allitas (A szérasnégyzet torzitatlan becslése)

X, ..., X, figgetlen azonos eloszlasi véges szordsi minta. Ekkor Ekkor
Eg(s:?) = D3(X1) minden ¥ € ©-ra,

vagyis a korrigalt tapasztalati szérasnégyzet torzitatlan becslés a sz6rdsnégyzet-
re.

4




Az atlag varhaté értéke
Allitas
Legyen Xy, ..., X, figgetlen azonos eloszlasi minta, és m = E(X;) < co. Ekkor

E(X) = m.




Az atlag varhaté értéke

Allitas
Legyen Xy, ..., X, figgetlen azonos eloszlasi minta, és m = E(X;) < co. Ekkor
E(X) = m.
Bizonyitas.
- Xi+...+ X, 1 1
E(X) —E<1+n+) = SE(G 4+ X) = m = m.

Felhasznaltuk a varhaté érték linearitasat, és hogy csak eloszlastdl fiigg:
o E(cX) = cE(X), ha c e R;
e E(Y +2Z)=E(Y)+E(2);
@ ha Y és Z eloszlasa megegyezik, akkor E(Y) = E(2)

Tehat a mintaatlag torzitatlan becslés a varhaté értékre.

Specialisan: a relativ gyakorisag torzitatlan becslés egy esemény valdsziniiségére.



Az atlag szoérasa

Allitas
Legyen Xi, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlasi minta, és E(X!') < co. Ekkor

D(X) = D(X)




Az atlag szoérasa
Allitas
Legyen Xi, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlasi minta, és E(X}) < oo. Ekkor

D(X) = D(X)

Bizonyitas.

D(X) = D(Xl +.’.7.+Xn> _ DX +,.7..+Xn) nD;(Xl) _ D\(/)g).

Felhasznéltuk a sz6ras alabbi tulajdonsagait:

@ D(cX) = |c|D(X), ha ¢ € R valds szam;

@ D(Y+Z)=+/D2(Y)+ D2(Z), ha Y és Z fiiggetlenek;

@ ha Y és Z eloszlasa megegyemk, akkor D(Y) = D(Z)



Tapasztalati szérasnégyzet
Allitas (A tapasztalati szérasnégyzet masik alakja)

1 n 2
2 2
Sn——n[kglxk] - X

Bizonyitas. Atrendezéssel kapjuk, hogy

Y- X2 =3 [XF-2X- X+ X ] =Y X2 20X X +0n- X =
k=1 k=1 k=1
n
=3 X —n-X°
k=1

Ebbél adédik, hogy

2= ,l,[znj(ka)ﬂ —I[Zx] X

k=1 k=1

a tapasztalati szorasnégyzet definicidja alapjan.



Korrigalt tapasztalati szérasnégyzet

n n
2 n n |1 2| 2 1 2 n -2
n n_1>" nl{n[Z k} } nl{; k} n—1

k=1

Az els6 tag varhat6 értéke a szérasnégyzet definicija alapjan:

Eo((3238) =3B = n-E09) = - (0500 + EoG)

k=1
A masodik tag varhato értéke az atlag szorasnégyzete alapjan:
=2 - - 1
Ey(X") = Dj(X) +Es(X)> = ;D§(X1) +Eg(X1)>.

Vagyis valéban s;2 torzitatlan becslés a szérasnégyzetre:

n
n—1

[D5(X1) + Eg(X1)°] — niﬁl

Ey(s;%) =

1
;D§(X1) +Eo(X1)?| = D3(X1).



Becslések 6sszehasonlitasa
Definicié (Hatasossag)

Legyenek Ty, T, torzitatlan becslései a paraméter i)(1)) fiiggvényének. T, hata-
sosabb T,-nél, ha

D3(T1) < D3(T»)
teljesiil minden ¥ € ©-ra.

A T, becslés hatasos ) (1})-ra, ha () minden torzitatlan becslésénél hatidsosabb
(és 6 maga is torzitatlan).

v



Becslések 6sszehasonlitasa
Definicié (Hatasossag)

Legyenek Ty, T, torzitatlan becslései a paraméter i)(1)) fiiggvényének. T, hata-
sosabb T,-nél, ha
D3(T1) < D3(T»)

teljesiil minden ¥ € ©-ra.

A T, becslés hatasos ) (1})-ra, ha () minden torzitatlan becslésénél hatidsosabb
(és 6 maga is torzitatlan).

@ Nem mindig létezik hatasos becslés, és lehetséges, hogy T; és T, koziil egyik
sem hatasosabb a masiknal.

@ A varhaté értékre nézve a mintaatlag hatasosabb minden Z}’Zl ¢ X; alaka
, 4 n
becslésnél (ahol Zj:1 ¢ =1).

v



Becslések 6sszehasonlitasa
Definicié (Hatasossag)

Legyenek Ty, T, torzitatlan becslései a paraméter i)(1)) fiiggvényének. T, hata-
sosabb T,-nél, ha
D3(T1) < D3(T»)

teljesiil minden ¥ € ©-ra.

A T, becslés hatasos ) (1})-ra, ha () minden torzitatlan becslésénél hatidsosabb
(és 6 maga is torzitatlan).

v

@ Nem mindig létezik hatasos becslés, és lehetséges, hogy T; és T, koziil egyik
sem hatasosabb a masiknal.

@ A varhaté értékre nézve a mintaatlag hatasosabb minden Z}’Zl ¢ X; alaka
, 4 n
becslésnél (ahol 2121 ¢ =1).

@ Bizonyos feladatokban lehet a mintaatlagnal hatasosabb becslés a var-

hato értékre: A [0, b] intervallumon egyenletes eloszlas esetén b-re
ﬂnl max(Xi, ..., X,) hatdsosabb a mintaatlag kétszeresénél.



Exponencialis eloszlas

Exponencialis minta atlaganak reciproka
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A = 0,5 paraméterii exponencialis eloszlast generdlva a mintaatlag reciproka 0, 5-
hoz tart, azaz konzisztens becslés, hiszen ez minden A-ra teljesiil.



Exponencialis eloszlas

Exponencialis minta atlaganak reciproka

atlag reciproka
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mintaelemszam

A = 1 paraméterii exponencialis eloszlast generalva a mintaatlag reciproka 1-hez
tart, azaz konzisztens becslés, hiszen ez minden A-ra teljesiil.



Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlas paraméterének becslése

15

gyakerisag
10

értékek

A = 0,5 paraméterii exponencialis eloszlasbél 100000 elem(i mintat generaltunk, és
ezresével csoportositottuk a megfigyeléseket. Az ezres csoportokhoz hozzarendeltiik
az atlag reciprokat. Ennek hisztogramja lathat6. Az atlagok atlaga: 0,5031. Az
atlagok szérasa: 0,0168.

o 5 = = £ DA



Konzisztencia

Definicié

A T, = Ty(X,...,X,) konzisztens becsléssorozat )(})-ra, ha minden ¥ € ©-ra
(Ta(X1, -5 Xa)) = ¥(9)

n — oo esetén sztochasztikusan, azaz minden ¥ € © és ¢ > 0-ra teljesiil, hogy

Py(|To —9(9)] >€) 0  (n— 00).




Konzisztencia

Definicié

A T, = Ty(X,...,X,) konzisztens becsléssorozat )(})-ra, ha minden ¥ € ©-ra
(Ta(X1, -5 Xa)) = ¥(9)

n — oo esetén sztochasztikusan, azaz minden ¥ € © és ¢ > 0-ra teljesiil, hogy

Py(|To —9(9)] >€) 0  (n— 00).

Elégséges feltétel:

Ey(Th(X)) — 0 és Dy(Ta(X)) —0

minden 9 € O-ra.




Példak torzitatlan, konzisztens becslésekre

Xy, Xa, ... fuggetlen azonos eloszlast minta. Ekkor

_X1+X2+...+Xn
n

T, — Ey(X1)

teljesiil n — oo esetén sztochasztikusan a nagy szamok gyenge torvénye szerint,
vagyis az atlag konzisztens becslés a varhaté értékre.

Speciilis eset: a relativ gyakorisag konzisztens becslés a valésziniiségre.



Példak torzitatlan, konzisztens becslésekre
X1, Xa, ... fliggetlen azonos eloszlast minta. Ekkor

_X1+X2+...+X,,
n

T, — Ey(X1)

teljesiil n — oo esetén sztochasztikusan a nagy szamok gyenge torvénye szerint,
vagyis az atlag konzisztens becslés a varhaté értékre.
Speciilis eset: a relativ gyakorisag konzisztens becslés a valésziniiségre.

Nevezetes eloszlasok:

@ Poisson-eloszlas A paraméterére az atlag torzitatlan, konzisztens

@ a normilis eloszlds m paraméterére az atlag torzitatlan és konzisztens; a o pa-
raméterre a tapasztalati szoras és a korrigalt tapasztalati széras konzisztensek,
de nem torzitatlanok; o?-re s'? torzitatlan

@ exponencialis eloszlas: 1/X konzisztens A-ra, de nem torzitatlan a paraméterre

@ exponencilis eloszlas: (n+1)-min(Xy, ..., X,) torzitatlan, de nem konzisztens
a vérhato értékre (vagyis 1/)\-ra).



Hazi feladat februar 26., 8:15-ig: megoldas

Tekintsiik az utazassal toltott idékbdl gydjtott 25 elemii mintat. Készitsiik el a
siirliségfiiggvény becslését agy, hogy

@ csak az elsé 5 megfigyelést hasznaljuk, és a magfiiggvény az Epanechnikov-
magfiiggvény;
@ csak a n6k adatait hasznéljuk, és a magfiiggvény az Epanechnikov-magfiiggvény;

@ csak a férfiak adatait hasznaljuk, és a magfiiggvény az Epanechnikov-mag-
fliggvény;

@ az Osszes megfigyelést hasznaljuk, és a magfiiggvény az Epanechnikov-mag-
figgveny;

@ az osszes megfigyelést hasznaljuk, és a magfiiggvény a Gauss-magfiiggvény.

Nem kell mindegyikhez kiilon abra, az 6sszehasonlitas kedvéért lehet egy abran tobb
gorbe is.



Hazi feladat februar 26., 8:15-ig: megoldas

plot(density(no_utazas, kernel="epanechnikov'), col="red’, Iwd="3", main="Utazasi
id6 striiségfiiggvényének becslése", xlab="id6 (perc)", ylab="f(x)")

lines(density(ferfiutazas, kernel="epanechnikov'), col="blue’, lwd="3")
lines(density(utazas, kernel="epanechnikov’), col="black’, lwd="3")

legend("topright", c("nok (17)", "férfiak (11)", "Osszesen (28)"), col=c("red",
"blue", "black"), lwd="3")

plot(density(ot, kernel='epanechnikov’), col="blue’, lwd="3", main="Utazési id§
striségfiiggvényének becslése", xlab="id6 (perc)", ylab="f(x)")

lines(density(utazas, kernel='gauss’), col="4#1f613d", lwd="3")

legend("topright", c("epanechnikov (5)", "gauss (28)"), col=c("blue", "#1f613d"),
lwd="3")

excel: descriptive statistics — kernel density estimation (magfiiggvény: options)



Hazi feladat februar 26., 8:15-ig: megoldas

Utazasi id6 siirliségfliggvényének becslése

= epanechnikov (5)
=—— gauss (28)

(x
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-50 0 50 100 150

id6 (perc)

Az utazasi id6 siiriiségfiiggvényének becslése az elsé 6t mintaelem alapjan Epa-
nechnikov-magfiiggvénnyel és az Gsszes mintaelem alapjan Gauss-magfiiggvénnyel



Hazi feladat februar 26., 8:15-ig: megoldas

Utazasi id6 siirliségfliggvényének becslése

o
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Az utazasi idé siiriiségfiiggvényének becslése Epanechnikov-magfiiggvénnyel kiilon
a nék és a férfiak esetében, illetve Gsszesen



Maximumlikelihood-mddszer

Van két telefontdlténk, melyek ranézésre megkiilonboztethetlenek. A jé6 minden
kiprobalasnal a tobbitdl fiiggetleniil 90%, a rossz 20% valésziniiséggel miikddik.

Az egyik kabelt kivalasztottuk, 10 kiprébalasbdl pontosan 8-szor miikodott. Ez
melyik kabel lehetett?



Maximumlikelihood-mddszer

Van két telefontdlténk, melyek ranézésre megkiilonboztethetlenek. A jé6 minden
kiprobalasnal a tobbitdl fiiggetleniil 90%, a rossz 20% valésziniiséggel miikddik.

Az egyik kabelt kivalasztottuk, 10 kiprébalasbdl pontosan 8-szor miikodott. Ez
melyik kabel lehetett?

1
PP(a j6 kabel 8-szor miikddik) = <8O> 0,9%0,1%2 = 19, 8%.

IP(a rossz kabel 8-szor miikddik) = (180> 0,280,827 = 0,00007%.

Inkabb a j6 kabel lehetett, amit kivalasztottunk.



Maximumlikelihood-mddszer

Van egy telefontolténk, mely minden kiprébélasnal a tobbitsl fiiggetleniil p valé-
szintiséggel miikodik.

Itt az ismeretlen paraméter: p € [0, 1].

A kabel 10 kiprébalasbol pontosan 8-szor miikédott. Mennyi lehet p értéke?



Maximumlikelihood-mddszer

Van egy telefontolténk, mely minden kiprébélasnal a tobbitsl fiiggetleniil p valé-
szintiséggel miikodik.

Itt az ismeretlen paraméter: p € [0, 1].

A kabel 10 kiprébalasbol pontosan 8-szor miikédott. Mennyi lehet p értéke?

Py(a kabel 8-szor miikédik) = <180> p8(1 — p)°.

Kérdés: ez milyen p € [0, 1]-re lesz a legnagyobb?



Maximumlikelihood-mddszer

Binomialis eloszlas likelihood-fiiggvénye

likelihood
000 005 010 015 020 025 0320

A likelihood-fiiggveny: P,(a kabel 8-szor miikddik) = (%) p®(1—p)? a p ismeretlen
paraméter fliggvényében. A maximumhelye: p = 0,8.



Maximumlikelihood-mddszer

Definicié (Likelihood-fiiggvény)

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta diszkrét (a lehetséges értékeinek szama véges
vagy megszamlilhaté sok), akkor a likelihood-fiiggvénye:

Loo(ke,- o kn) = [[Pio(Yi=k)  ((ki,... ki) € H).

Jj=1




Maximumlikelihood-mddszer

Definicié (Likelihood-fiiggvény)

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta diszkrét (a lehetséges értékeinek szama véges
vagy megszamlilhaté sok), akkor a likelihood-fiiggvénye:

Loo(ki,. .., kn H oY =k) (K, ..., ko) € H).

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta abszolit folytonos, és Y; siiriiségfiiggvénye (a

Py valoszmuseg mellett) f; y, akkor a minta likelihood- fuggvenye

Loo(te, - ta) =[] fio(t)  (tr,....tn €R).




Maximumlikelihood-mddszer

Legyen (£, A, P) statisztikai mez8, ahol P = {Py : ¥ € O}, vagyis az ismeretlen
eloszlas a ¥ paraméterrel jellemezhet6.

Definicié (Maximum-likelihood becslés)

A 9 maximumlikelihood-becslése (ML-becslése) az Xy, ..., X, mintabdl U, ha U
maximalizalja a 0 — L, 5(X1,...,X,) fiiggvényt, ahol L,y a minta likelihood-
fliggvénye. Azaz, ha

L,,,@(Xh ooy Xn) 2 Ly w(Xq, ..., X,) minden 9 € O-ra.




Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Golok szamanak hisztogramja

Relativ gyakorisagok
0.2 03

01

00
L

Megfigyelt értékek

megfigyelések

Poisson(1,375)
Poisson(1)
Poisson(2)

A golok szamanak hisztogramja n = 95 mérkézésen, és kiilonb6zé paraméter(

Poisson-eloszlasok (Py(X = k) = A< /k! - e™?)

N



Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Tegyiik fel, hogy Xi, Xa, ..., X, flggetlen, azonos A\ paraméter(i Poisson-eloszlasa
minta, ahol A > 0 ismeretlen paraméter, n = 95, és X = 1, 379.

Poisson-eloszlasnal:

)\k 7)\

PAXj=k)="7¢"  E(X) =X D(X) =V

A megfigyelések az aldbbiak (a gélok szama Gsszesen Z}’Il X; = 131):

Annak valésziniisége \ paraméter mellett, hogy éppen ezt a sorozatot kaptuk:

DS END LD G A2
Los 2(3,0,2,...,2) = 3|eA Ole)‘ 2|e)‘-...-§e)‘—
ABHOFHZAZ \131 esn

T3.0.20... 25 T30 2°



Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Likelihood-fiiggvény

g ' '
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
lambda
131 . . . 4 . . , A
A s5ts—ie 2> likelihoodfiiggvény a A > 0 paraméter fiiggvényében;

a3 131 _
mintaatlag: X = 3¢ = 1,379



Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Loglikelihood-figgvény

log likelihood
-200 -100
L

-300

-400
L

T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 30

lambda

)\1

A log Whe‘%')‘ loglikelihoodfiiggvény a A > 0 paraméter fiiggvényében;

a3 131 _
mintaatlag: X = 3¢ = 1,379



ML-becslés: Poisson-eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, Poisson-eloszlas A > 0 ismeretlen paraméterrel, azaz
G
P(X; = k) = He_)‘ (k=0,1,2,...).
Ekkor




ML-becslés: Poisson-eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, Poisson-eloszlas A > 0 ismeretlen paraméterrel, azaz
)\k
P(X; = k) = e e (k=0,1,2,...).
Ekkor

n
Loa(X1, ..o Xa) = A= Xem™ T X
j=1

log Ly A(X1,..., Xs) = Iog)\ZX—n)\+|ogHX|
j=1



ML-becslés: Poisson-eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, Poisson-eloszlas A > 0 ismeretlen paraméterrel, azaz
)\k
P(X; = k) = e e (k=0,1,2,...).
Ekkor

n
Loa(X1, ..o Xa) = A= Xem™ T X
j=1

log Ly A(X1,..., Xs) = Iog)\ZX—n)\+|ogHX|
j=1

) STX _
oy 108 Loa(Xa, . Xs) = %—n>0<:m<x.
Ezért az ML-becslés: A = X. A log monoton névekedését hasznaltuk.



Hazi feladat marcius 4., 8:15-ig

Tegyiik fel, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott ismerds altal az utébbi egy honap-
ban nézett sorozatok szima geometriai eloszlasi, a paraméter, p > 0 ismeretlen.

A rendelkezésre 4ll6 25 elem(i mintara vonatkozéan irjuk fel a likelihood-fiiggvény
képletét, és abrazoljuk is ezt a fliggvényt.

Hatérozzuk meg a p paraméter maximumlikelihood-becslését (a konkrét adatok-
bol), azaz azt a p-t, amire a likelihoodfiiggvény a legnagyobb (elég az abra alap-
jan).



