Matematikai statisztika (2. el6adas)

A mintavétel eredményeként kapott adatok véletlenek: véletlenszer(ien valasztjuk

a megkérdezetteket, mérési hibat kdvetiink el stb. A kisérlet megismétlésénél mas
eredményeket kapnank.

Statisztikai minta: (Xi, X,

..., Xy) valosziniiségi valtozok (azaz: valdsziniiségi
vektorvaltozd).

Mintaelemszam: n



Matematikai statisztika (2. el6adas)

A mintavétel eredményeként kapott adatok véletlenek: véletlenszer(ien valasztjuk
a megkérdezetteket, mérési hibat kdvetiink el stb. A kisérlet megismétlésénél mas
eredményeket kapnank.

Statisztikai minta: (Xi, Xo,...,X,) valésziniiségi valtozok (azaz: valésziniségi
vektorvaltozd).

Mintaelemszam: n

A minta fiiggetlen, ha az (X1, X, ..., X;,) val6szin(iségi valtozok fiiggetlenek (pél-
daul ha a megkérdezetteket fiiggetleniil valasztottuk, vagy ha a mérések nem be-
folyasoljak egymast), azaz

P(X: < t1,X0 <tg,...,. Xy < tn) =P(X1 < t1) P(Xo <o) ...-P(X, < tp)

teljesiil tetszéleges tq, to, ..., t, valés szamok esetén.



Matematikai statisztika (2. el6adas)

A mintavétel eredményeként kapott adatok véletlenek: véletlenszer(ien valasztjuk
a megkérdezetteket, mérési hibat kdvetiink el stb. A kisérlet megismétlésénél mas
eredményeket kapnank.

Statisztikai minta: (Xi, Xo,...,X,) valésziniiségi valtozok (azaz: valésziniségi
vektorvaltozd).

Mintaelemszam: n

A minta fiiggetlen, ha az (X1, X, ..., X;,) val6szin(iségi valtozok fiiggetlenek (pél-
daul ha a megkérdezetteket fiiggetleniil valasztottuk, vagy ha a mérések nem be-
folyasoljak egymast), azaz

P(X: < t1,X0 <tg,...,. Xy < tn) =P(X1 < t1) P(Xo <o) ...-P(X, < tp)

teljesiil tetszéleges tq, to, ..., t, valés szamok esetén.

Az (Xy,Xa,...,X,) valosziniiségi valtozék eloszlasa nem ismert: nem tudjuk,
hogy mennyi P(X; < t), vagy mennyi X; varhat6 értéke, szérdsa. A cél a va-
[6sziniiségi valtozok eloszlasanak a becslése, ra vonatkozé hipotézisek eldontése a
megfigyelések, vagyis az adatok alapjan.



A siirtiségfiiggvény becslése

ayakorisag
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Testmagassag hisztogramja

n 96
atlag: 174,23
szords: 11,5
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cm

A testmagassag hisztogramja n = 96 elemii mintabdl (valés adatokbdl).

Hogyan becsiilhets a testmagassag siiriiségfiiggvénye? A hisztogram kozeliti a
stirliségfiiggvényt, de nem viladgos, hogy milyen intervallumhosszal érdemes szamol-

ni.
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Hisztogram és stiriségfliggvény becslése
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Testmagassag hisztogramja

n: 96
dflag: 174,3
szoras: 11,5
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A testmagassag hisztogramja n = 96 elem( mintabdl (val6s adatokbdl), a siir(iség-
fliggvény becslése Gauss-magfiiggvénnyel.



A siirtiségfiiggvény becslése

Xy, Xa, ..., X, fliggetlen azonos eloszlast abszolit folytonos minta. A siriiségfiigg-
vény f, azaz

b
P(a< X; <b)= / f(t)dt minden a < b-re.

Az f fiiggvény ismeretlen. Hogyan tudjuk f(t) értékét becsiilni az Xi,..., X,
megfigyelések segitségével?

Hisztogram:

b
1
P(a < X, < b) /Bf(t)dt =Y Ia< X < b),

azaz a becslés a és b kdzé es6 mintaelemek aranya.



A siirtiségfliggvény becslése téglalapos magfiiggvénnyel

siriségfiiggvény becslése
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Minta (Xi1,...,X7): 1, 3, 3, 6, 8, 8, 8. Téglalap magfiiggvény: k(y) =1/2, ha
1

—1 <y <1, nulla kiilénben, azaz k(y) = 5I(|y| < 1) és h az ablakszélesség.




A siirliségfiiggvény becslése haromszoges magfiiggvénnyel

siriségfiiggvény becslése

értekek

Minta (Xi,...,X7): 1, 3, 3, 6, 8, 8, 8. Haromszdges magfiiggvény: k(y) =
max(1 — |y|,0) és h = 1/2 az ablakszélesség.
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A siirtiségfliggvény becslése Gauss-magfiiggvénnyel

siriiségfiiggvény becslése
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Minta (X): 1, 3, 3, 6, 8, 8, 8. Gauss-magfiiggvény: k(y) = \/%exp(—yQ/Z) és
h = 1/2 az ablakszélesség.

. 1 &K (=X 1 i (v — X;)?
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A siirtiségfliggvény becslése Gauss-magfiiggvénnyel

Siriiségfiiggvény becslése
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Minta (X): 1, 3, 3, 6, 8, 8, 8. Gauss-magfiiggvény: k(y) = exp(
h = 2 az ablakszélesség.




Parzen—Rosenblatt-becslés

Legyen k : R — R olyan fiiggvény, mely korlatos, lim,_, yk(y) = 0, tovabba h,
olyan szamsorozat, melyre lim,, ., h, = 0 és lim,_,, nh, = co. A siirliségfiiggvény
becslése a t pontban a Parzen—Rosenblatt-médszerrel a k magfiiggvénnyel és h,
savszélességgel az X, ..., X, fliggetlen minta alapjén:

A 1 < t—X;
f"(t):n-h Zk( h J>'
nj=1 n




Parzen—Rosenblatt-becslés

Legyen k : R — R olyan fiiggvény, mely korlatos, lim,_, yk(y) = 0, tovabba h,
olyan szamsorozat, melyre lim,, ., h, = 0 és lim,_,, nh, = co. A siirliségfiiggvény
becslése a t pontban a Parzen—Rosenblatt-médszerrel a k magfiiggvénnyel és h,
savszélességgel az X, ..., X, fliggetlen minta alapjén:

A 1 < t— X
nJ:1 n

Megfelels feltételek mellett #,(t) — f(t) minden t-re, ha n — oo. Szokasos
magfiiggvények példaul:

o Gauss-magfiiggvény: k(y) = \/%—WGXP(—yz/Q)-

@ Haromszog magfiiggvény: k(y) = (1—|y|), ha ez nemnegativ, nulla kiilénben.

@ Epanechnikov-magfiiggvény: k(y) = (1 — y?), ha ez nemnegativ, nulla kii-
[6nben.

o Téglalap magfiiggvény: k(y) =1/2, ha —1 <y <1, nulla kiilénben.



Parzen—Rosenblatt-becslés

A s(ir(iségfiiggvény becslése a t pontban a Parzen—Rosenblatt-médszerrel a k mag-
figgvénnyel és h, savszélességgel az Xy, ..., X, fiiggetlen minta alapjan:

- 1 < t—X;
f"(t):n-h Zk( h J>'
nJ:1 n

Szokasos savszélesség-valasztasok (normélis eloszlas és Gauss-magfiiggvény esetén
az els6 optimalis), ezekre h, — 0, de nh, — oc:

S*

n hy=0,7-

| min(s;, q)
/5’

h,=0,7- PV
ahol s a korrigalt tapasztalati szérds, g a harmadik és elsé kvartilis tavolsaga.

Ugyaniagy, mint a hisztogramnal, a tal nagy savszélesség tul kevéssé részletes ab-
rahoz, a tal kicsi savszélesség tal részletes abrahoz vezet.



Hisztogram és stiriségfliggvény becslése

Testmagassag hisztogramja

n: 96 = friangular
atlag: 174,8 = rectangular

szoras: 10,5
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A testmagassag hisztogramja n = 96 elemii mintabdl (valés adatokbdl), haromszo-
ges (piros) és téglalapos (fekete) magfiiggvénnyel (ez utébbihoz tal kicsi a savszé-
lesség).
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Testmagassag stiriiségfiiggvényének becslése

Testmagassag hisztogramja

0.04

n: 96 = friangular
atlag: 174,8 —— rectangular
szoras: 10,5 —— Epanechnikov
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Testmagassag siirliségfiiggvényének becslése: haromszdges magfiiggvény 1/3-szoros
savszélességgel (fekete), téglalapos magfiiggvény 3-szoros savszélességgel (kék),
Epanechnikov-magfiiggvény alapértelmezett savszélességgel (piros)

[m] = = =
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Hazi feladat februar 26., 8:15-ig

Tekintsiik az utazassal toltott idékbdl gydjtott 25 elemii mintat. Készitsiik el a
siirliségfiiggvény becslését agy, hogy

@ csak az elsé 5 megfigyelést hasznaljuk, és a magfiiggvény az Epanechnikov-
magfiiggvény;
@ csak a n6k adatait hasznéljuk, és a magfiiggvény az Epanechnikov-magfiiggvény;

@ csak a férfiak adatait hasznaljuk, és a magfiiggvény az Epanechnikov-mag-
fliggvény;

@ az Osszes megfigyelést hasznaljuk, és a magfiiggvény az Epanechnikov-mag-
figgveny;

@ az osszes megfigyelést hasznaljuk, és a magfiiggvény a Gauss-magfiiggvény.

Nem kell mindegyikhez kiilon abra, az 6sszehasonlitas kedvéért lehet egy abran tobb
gorbe is.



Hazi feladat februar 19-ig: megoldas

Kérdezziink meg legalabb huszonét felnétt ismerdst a

@ a nemiikrél;

@ arrdl, hogy hany filmsorozatot (vagy tévésorozatot) néztek rendszeresen az
elmilt egy hénapban (az nem kell, hogy melyik sorozatokat)

@ arrdl, hogy egy hétkdznapon atlagosan hany percet toltenek kdzlekedéssel.
Az adatokra az egész félév soran sziikség lesz a hazi feladatoknal, azzal
egyiitt, hogy melyik valaszok tartoznak Gssze.

Tekintsiik a kdzlekedéssel toltott idGket. Készitsiink (a) hisztogramot; (b) boxplo-
tot; (c) abrazoljuk a tapasztalati eloszlasfiiggvényt kiilon a férfiak és a nék esetében,
illetve dsszesitve. Milyen kovetkeztetéseket vonhatunk le a kapott abrakrél?



Hazi feladat februar 19-ig: megoldas

hist(no_utazas, col="#79a7f2", xlab="Utazassal t5ltétt id8d (perc)",
ylab="Relativ gyakorisagok", main="Utazassal t6ltétt idd
a ndk esetében")

hist(ferfi_utazas, col="#79a7f2", xlab="Utazassal t6ltoétt idé (perc
ylab="Relativ gyakorisagok", main="Utazassal t&ltétt idd
a férfiak esetében")

utazas<-c(no_utazas, ferfi_ utazas)

hist(utazas, col="#79a7f2", xlab="Utazassal t5ltdtt idd (perc)",
ylab="Relativ gyakorisagok", main="Utazassal t6ltétt idd
hisztogramja")



Hazi feladat februar 19-ig: megoldas

boxplot(ferfi_utazas, no_utazas, utazas, col="yellow",

names=c ("férfiak", "nok", "6sszesen"),

ylab="utazassal tdltétt idd (perc)", main="Utazassal t&ltdtt idd
boxplotja'")

plot(ecdf (no_utazas), lwd="’5’’, col="’red’’, main=""Utazassal toéltott
id3 tapasztalati eloszlasfiiggvénye’’, xlab="’id§ (perc)”’,
ylab=""tapasztalati eloszlasfiiggvény’’)

lines(ecdf (ferfi utazas), 1lwd="5", col="blue")

legend ("topleft", c("n8k", "férfiak"), col=c("red", "blue"),
1ud="3")

plot(ecdf (utazas), lwd="’5"’, col="’red’’, main=""Utazassal toéltdétt idd
tapasztalati eloszlasfiiggvénye”’,
xlab=""idd (perc)’’, ylab=""tapasztalati eloszlasfiiggvény’’)



Utazéssal toltott id6 hisztogramja

Utazassal toltott id6 a ndk esetében

Relativ gyakorisagok
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Utazassal t6lt6tt id6 hisztogramja a nék esetében (ny = 17)
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Utazéssal toltott id6 hisztogramja

Utazassal toltott id6 a férfiak esetében

Relativ gyakorisagok
2
|
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Utazassal toltott id6 (perc)

Utazassal t6lt6tt id6 hisztogramja a férfiak esetében (ny = 11)
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Utazéssal toltott id6 hisztogramja

Utazassal toltott idd hisztogramja
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Utazassal t6lt6tt id6 hisztogramja a teljes minta esetében (n = 28)
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Utazassal toltott idé boxplotja

Utazassal toltott idd boxplotja
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Utazassal toltétt id6 boxplotja (n; = 17 n6, ny = 11 férfi, n = 28 6sszes megfigye-
lés)



Utazassal toltott id6 tapasztalati eloszlasfiiggvénye

Utazéssal toltott idd tapasztalati eloszlasfliggvénye
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Utazassal t6lt6tt id6 tapasztalati eloszlasfiiggvénye (ny = 17 n6, np = 11 férfi)



Utazassal toltott id6 tapasztalati eloszlasfiiggvénye

Utazéssal toltott idd tapasztalati eloszlasfliggvénye
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Utazassal toltott id6 tapasztalati eloszlasfiiggvénye (n = 28 megkérdezett)



Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Golok szamanak hisztogramja

= megfigyelések
=—— Poisson(1,375)
— Poisson(1)
— Poisson(2)

Relativ gyakorisagok
0.2

Megfigyelt értékek

A golok szamanak hisztogramja n = 95 mérkézésen, és kiilonb6zé paraméter(
Poisson-eloszlasok (Py(X = k) = Ak/k!-e™*). X\ = 1,375 a gélok 4tlagos szama.

o =) = = D¢



Az exponencialis eloszlasi minta hisztogramja
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Exponencialis eloszlas
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Exponencialis eloszlasi minta hisztogramja és siiriiségfiiggvénye:

f(x) = Aexp(—Ax)I(x > 0); E(X) = D(X) =



Exponencialis eloszlas

Exponencialis minta atlaganak reciproka
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A = 0,5 paraméterii exponencialis eloszlast generdlva a mintaatlag reciproka 0, 5-
hoz tart, azaz konzisztens becslés, hiszen ez minden A-ra teljesiil.



Exponencialis eloszlas

Exponencialis minta atlaganak reciproka
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A = 1 paraméterii exponencialis eloszlast generalva a mintaatlag reciproka 1-hez
tart, azaz konzisztens becslés, hiszen ez minden A-ra teljesiil.



Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlas paraméterének becslése

15

gyakerisag
10

értékek

A = 0,5 paraméterii exponencialis eloszlasbél 100000 elem(i mintat generaltunk, és
ezresével csoportositottuk a megfigyeléseket. Az ezres csoportokhoz hozzarendeltiik
az atlag reciprokat. Ennek hisztogramja lathat6. Az atlagok atlaga: 0,5031. Az
atlagok szérasa: 0,0168.

o 5 = = £ DA



Statisztikai mezé

Definicié
Az (Q, A,P) hirmast statisztikai mezének nevezziik, ha minden P € P-re
(22, A,P) Kolmogorov-féle valdsziniiségi mezd.

Paraméteres statisztika mezé: P = {Py : ¢ € ©}. Ekkor ¥ az ismeretlen paramé-
ter, mely egy © C R9 ismert halmaz eleme.

Példaul: P lehet példaul

@ a )\ paraméterii Poisson-eloszlasok halmaza;
@ a normilis eloszlasok halmaza (ekkor ¥ = (m, o) az ismeretlen paraméter);

@ az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlasok halmaza (ekkor ¥ = (a, b) az
ismeretlen paraméter).



Minta és statiszika

Definici6é (Minta)
Legyen (2, A, P) statisztikai mezé. Egy
X=(X,X,...,X,): Q= BCR"
valoszindségi vektorvaltozét (n elemi) mintanak neveziink. [tt B a mintatér,

n a minta elemszama vagy nagysiga. A minta fiiggetlen, ha az X1, X5,..., X,
valészindiségi valtozok fliggetlenek.

y



Minta és statiszika

Definici6é (Minta)
Legyen (Q, A, P) statisztikai mezd. Egy
X = (X1, X, . Xo) : 2 — BCR”

valoszindségi vektorvaltozét (n elemi) mintanak neveziink. [tt B a mintatér,
n a minta elemszama vagy nagysiga. A minta fiiggetlen, ha az X1, X5,..., X,
valészindiségi valtozok fliggetlenek.

y

Definici6 (Statisztika)

Legyen T : B — R* fiiggvény. Ekkor a T(X1,Xa,...,X,) valosziniiségi valtozét
statisztikanak nevezziik.

v

Példaul: T(Xi,...,X,) = X a mintaatlag, vagy T(Xi,...,X,) = s a korrigalt
tapasztalati szérasnégyzet.



Becslések és tulajdonsagaik

o (Q,A,P) statisztikai mez6;
o P ={Py: 9 € ©) valamely © halmazzal (© a paramétertér);
@ g: 0 — R fiiggvény.

o Cél: olyan T statisztika keresése, amire a T(X) valosziniségi valtozé és a
g(19) érték valamilyen értelemben kozel esnek egymashoz.



Becslések és tulajdonsagaik

o (Q,A,P) statisztikai mez6;
o P ={Py: 9 € ©) valamely © halmazzal (© a paramétertér);
@ g: 0 — R fiiggvény.

o Cél: olyan T statisztika keresése, amire a T(X) valosziniségi valtozé és a
g(19) érték valamilyen értelemben kozel esnek egymashoz.

Definici6 (Torzitatlansag)

A T statisztika torzitatlan becslés 1-re, ha minden ¥ € ©-ra
Eo(T(X1,..., X)) = g(9).

A T statisztika torzitdsa a bt (9) = Ey(T(X1,...,Xn)) — g(¥9) fiiggvény.

X1, X2, ..., X, fiiggetlen minta a [0, 9] intervallumon egyenletes eloszlasbol.
Ekkor 2X torzitatlan becslés g(¢) = ¥-ra.



