Hipotézisvizsgalat (7. el6adas)

Legyen (Q, A, P) paraméteres statisztikai mez8, azaz P = {Py : J € ©} valamilyen

© paramétertérrel. A paraméterteret bontsuk fel két diszjunkt halmaz uniéjara:
© = Oy U B4, ahol tehat ©y N ©; = 0.

Nullhipotézis. Hy : ¥ € ©.

Ellenhipotézis. H; : ) € O;.



Hipotézisvizsgalat (7. el6adas)

Legyen (Q, A, P) paraméteres statisztikai mez8, azaz P = {Py : J € ©} valamilyen
© paramétertérrel. A paraméterteret bontsuk fel két diszjunkt halmaz uniéjara:
© = Oy U B4, ahol tehat ©y N ©; = 0.

Nullhipotézis. Hy : ¥ € ©.
Ellenhipotézis. H; : ) € O;.

A minta X = (X1,...,X,), a mintatér legyen B (vagyis (X1,...,X,) a B C
R" halmaz egy véletlen eleme). A mintateret is felbontjuk két diszjunkt halmaz
unidjara: B = By U By, ahol By N By = 0.

Elfogadasi tartomany: By. Ha (Xi,...,X,) € By, akkor Hp-t elfogadjuk.

Elutasitasi (kritikus) tartomany: B;. Ha (Xi,...,X,) € By, akkor Hp-t eluta-
sitjuk.

Tehat a nullhipotézist akkor fogadjuk el, ha a minta az elfogadasi tartomanyba
esik, kiilénben elutasitjuk.



Hipotézisvizsgalat

Nullhipotézis (null hypothesis). Hp : ¥ € ©q.

Ellenhipotézis (alternative hypothesis). H, : ¥ € ©5.

o Elsdfaja hibat vétiink, ha Hy igaz, és elutasitjuk.

@ A préba szignifikanciaszintje vagy terjedelme (level of significance):

a = sup Py(X € By).
YEOg

@ Masodfaja hibat vétiink, ha Hy nem igaz, és elfogadjuk.

@ A préba eréfiiggvénye az alabbi 5 : ©; — [0, 1] fiiggvény:
B(9) =Py(X € By) (¥ € ©1).



Hipotézisvizsgalat: p-érték

Definicié
Egy hipotézisvizsgalati feladatban a p-érték (p-value) a legnagyobb olyan szignifi-
kanciaszint, ami mellett Hy-t elfogadjuk.

Vagyis ha « a szignifikanciaszint, akkor
p < « esetén elutasitjuk Hy-t, szignifikans eltérés Hy-tol.

p > « esetén elfogadjuk Hp-t, nincs szignifikans eltérés Hp-t6l, nem volt elég
bizonyiték Hi-re.

A szokdsos o = 0,05 értékkel: p < 0,05 esetén elutasitjuk a nullhipotézist,
szignifikans eltérés van, kiilonben elfogadjuk a nullhipotézist, nincs szignifikans
eltérés.

Nagy mintaelemszam esetén kis eltérés is szignifikans. A préba ereje hasznal-
hat6 annak ellenérzésére, hogy nem volt-e tal érzékeny az eljaras.



Prébak tulajdonsagai

A préba szignifikanciaszintje vagy terjedelme (level of significance) az el-
s6faja hiba valosziniiségének szuprémuma:

a = sup Py(X € By).
YEOp

A préba eréfiiggvénye az alabbi 5 : ©; — [0, 1] fiiggvény:
BW) =Py(X € B) (J€6n).

Azonos terjedelmii probak koziill az az erGsebb, amelynek az eréfiiggvénye
minden ¥ € ©1-re nagyobb vagy egyenl8, mint a masiké:

B*(9) =Py(X € By) > B(V) = Py(X € By) (¥ € ©y).

Egy préba konzisztens, ha az eréfiiggvénye 1-hez tart minden © € ©1-re.
Egy préba torzitatlan, ha
Py, (X € B1) < Py, (X € Br)

minden Yy € Og-ra és 1¥; € O1-re.



Neyman—Pearson-lemma

Tegyiik fel, hogy a paramétertér két elembdl all: © = {Jg,91}. A likelihood-
fliggvények: L, illetve L, .

Likelihood-hanyados préba: vélasszunk egy ¢ szamot. Ha

Ln1(X1,...,Xs) S ¢
Lpo(Xe,..., Xn) —

akkor utasitsuk el a nullhipotézist, kiilénben fogadjuk el.

Lemma (Neyman—Pearson-lemma, 1. rész)

Tegyiik fel, hogy a likelihood-hdnyados préba szignifikanciaszintje «. Ekkor a
likelihood-hdnyados préba a legerésebb proba a legfeljebb o szignifikanciaszintd
probak kozott.

Példaul: ¢ esetén indikator eloszlds 0,2 paraméterrel, 9, esetén indikator eloszlas
0,9 paraméterrel. Ha 10 megfigyelésb&l k-nal kovetkezik be az esemény:

Loa(Xa, ., %) (39)0,9%0, 17k <0,9)k(0,1>"k
Ln,o(X17~-~7Xn) - (1[?)072k0’8n7k o 0,2 0,8 .

Ez annél nagyobb, minél nagyobb k. Elutasitjuk Hp-t, ha k > ko megfelel§ ko-lal.




Neyman—Pearson-lemma

Példaul: J¢ esetén indikator eloszlds 0,2 paraméterrel, 9, esetén indikator eloszlas
0,9 paraméterrel. Legyen X az, hogy 10 megfigyelésbdl hanyszor kévetkezik be az

esemény. A Neyman—Pearson-lemma szerint akkor utasitjuk el Hp-t, ha X > kg
megfelels ko-lal.

Ha ko = 5: az els6faja hiba valdszinlisége még megfelels:

10
10 , ,
Po(X >5) = (J, )0,210,8101 = 0,033 < 0, 05.

Jj=5

Ha kg = 4: az els6faja hiba valészin(isége til nagy:

10
10 , ,
Po(X >4)=> <j )0,210,810—1 =0,12 > 0, 05.

j=4



Neyman—Pearson-lemma

Példaul: J¢ esetén indikator eloszlds 0,2 paraméterrel, 9, esetén indikator eloszlas
0,9 paraméterrel. Legyen X az, hogy 10 megfigyelésb&l hanyszor kévetkezik be az
esemény. A Neyman—Pearson-lemma szerint akkor utasitjuk el Hp-t, ha X > kg
megfelels ko-lal.

Ha ko = 5: az els6faja hiba valdszinlisége még megfelels:

10
1 . .
Po(X >5) = (J()) 0,2/0,8'°~/ = 0,033 < 0, 05.

> 2
Ha kg = 4: az els6faja hiba valészin(isége til nagy:

10
1 . .
Po(X >4)=> (j?) 0,2/0,8°~ = 0,12 > 0, 05.

j=4

Pontosan o = 0,05 terjedelem: X > 5 esetén biztosan, X = 4 esetén 19%
valosziniiséggel utasitjuk el a nullhipotézist (0,19 - Po(X = 4) = 0,05 — 0,03).
Ez leger6sebb proba a legfeljebb ov = 0,05 szignfikanciaszint(i probak kozott, és
er6sebb, mint a kg = 5-tel kapott determinisztikus prébaé.



Véletlenitett proba

Tegyiik fel, hogy a paramétertér két elembdl all: © = {dJo,91}. A likelihood-
figgvenyek: L, illetve L, .

Likelihood-hanyados préba: vélasszunk egy ¢ szamot. Ha

Lpa(X1,..., Xn)

—w Vv > C
Lno(Xa,..., Xn)

akkor utasitsuk el a nullhipotézist. Ha a hanyados egyenlé c-vel, akkor p val6szindi-
séggel utasitsuk el, és 1 — p valésziniiséggel fogadjuk el. Ha kisebb c-nél, fogadjuk
el a nullhipotézist.

Lemma (Neyman—Pearson-lemma, 2. rész)

Legyen o € (0,1) tetszéleges. Ekkor lehet olyan c és p szdmokat valasztani, hogy
a likelihood-hanyados préba a szignifikanciaszintje éppen «, és igy ez a legerésebb
préba a legfeljebb o szignifikanciaszintii prébdk kézott.




Szekvencialis prébak

A valésziniiséghanyados n elemii mintabdl:

V. = Ln,l(Xla-~-7Xn) _ Hj:l fl()(/)
8 Ln,O(Xla-”aXn) Hn 1f0()<1)7

J=

ha az eloszlas abszolat folytonos.

A, B rogzitett, a prébara jellemz8 szamok. Addig vesziink mintaelemeket, amig
V, > B vagy V, < A nem teljesiil. Vagyis:

@ ha V, > B, elutasitjuk Hp-t;

@ ha V, < A, elfogadjuk Ho-t;

@ ha A<V, < B: (j mintaelemet vesziink.
Kétlépcsbs valtozat: nq elem( mintat vesziink. Ha V,, > B, elutasitjuk Ho-t, ha

Vi, < A, elfogadjuk Hp-t, kiilonben tovabbi n, darab mintaelemet vesziink, és
akkor utasitjuk el a nullhipotézist, ha V,,,1,, > C teljesiil.



Neyman—Pearson-lemma

Példa: legyen © = {mg, m1}, és P alljon az N(my, o) és N(my, o) eloszlasokbdl.
A likelihood-hanyados:

Loa(X,..., Xns) (VQ%TT)nIIﬁzleXP(—()Q _'nh)2/(202))<_
Loo(X1,...,Xn) (ﬁ)"ﬂfﬂ exp(—(X; — mo)2/(202))

n F—my)? n )2

= exp ( — Zj:l()g ) + Zj_l()g 0)

202 202
. Zjn 1(X —2m X; + m3) n Z;:1(X12 —2moX; + m;)
= e&X —_ =
P 202 202
2(my —mo) X574 X; + (mg — mi)n
= exp .
202

Ha m; > mg: akkor utasitjuk el a nullhipotézist, ha L”" nagyobb egy c kritikus

értéknél, vagyis ha Z _, Xj nagyobb egy ¢’ kritikus értéknél. Ezért a lesz a z-préba
legerésebb préba: ez is |Iyen alaka.



Normalis eloszlas paramétereire vonatkozd prébak
Az alabbi probak akkor hasznalhatok, ha

@ a megfigyelések fiiggetlenek, és feltételezhetjiik, hogy normalis eloszlastak

o a megfigyelések fiiggetlenek, véges sz6rasu eloszlasbél szarmaznak, és a minta
mérete, azaz n "elég nagy", példaul n > 100



Normalis eloszlas paramétereire vonatkozd prébak
Az alabbi probak akkor hasznalhatok, ha

@ a megfigyelések fiiggetlenek, és feltételezhetjiik, hogy normalis eloszlastak

o a megfigyelések fiiggetlenek, véges sz6rasu eloszlasbél szarmaznak, és a minta
mérete, azaz n "elég nagy", példaul n > 100

@ z-proba (vagy u-proba): varhaté értékre vonatkozé hipotézis esetén, ha a
o szoéras ismert



Normalis eloszlas paramétereire vonatkozd prébak
Az alabbi probak akkor hasznalhatok, ha

@ a megfigyelések fiiggetlenek, és feltételezhetjiik, hogy normalis eloszlastak

a megfigyelések fiiggetlenek, véges sz6rasi eloszlasbél szarmaznak, és a minta
mérete, azaz n "elég nagy", példaul n > 100

z-proba (vagy u-proba): varhaté értékre vonatkozé hipotézis esetén, ha a
o szoéras ismert

t-préba (vagy Student-préba): varhaté értékre vonatkozé hipotézis esetén,
ha a o széras nem ismert (csak az s tapasztalati sz6ras)

@ f[-préba: szérasra vonatkozd hipotézis esetén

Kapcsolat a konfidenciaintervallummal: egymintas prébanal akkor fogadjuk el
a nullhipotézist « terjedelem mellett, ha a benne megadott érték (varhaté érték
vagy sz6ras) az 1 — o megbizhat6ségi szintii konfidenciaintervallumba esik.



Hazi feladat aprilis 3., 9:00-ig

Tekintsiik a testmagassagokbdl kapott hiszelemd adatsort. Tegyiik fel, hogy a
testmagassag eloszlasa normalis.

@ o = 0,05 terjedelem allithatjuk-e, hogy a vizsgalt mintaban a testmagassag
szignifikansan eltér a 170 cm-es magyar atlagtél?

@ « = 0,01 terjedelem mellett allithatjuk-e, hogy a férfiak testmagassaganak
varhato értéke szignifikinsan tobb a nékénél?

@ a = 0,01 terjedelem mellett allithatjuk-e, hogy a férfiak testmagassaganak
szérasa szignifikinsan tobb a nékénél?



Hazi feladat marcius 27., 9:00-ig

Tegyiik fel, hogy az emberek testmagassdga normalis eloszlasa, varhat6 értéke m
ismeretlen paraméter, szérdsa s = 10. Az m paraméterrdl tegyiik fel, hogy az
apriori eloszlasa normalis, varhaté értéke 1, szérasa o.

@ Hatdrozzuk meg az m paraméter Bayes-becslését a hiszelem(i mintabél (ez
u-nek és o-nak egy fliggvénye).

@ A kapott kifejezést abrazoljuk p fliggvényében, egy tetsz6legesen rogzitett, de
15-nél nem nagyobb o mellett.

@ A kapott kifejezést abrazoljuk o fliggvényében, egy tetszélegesen rogzitett,
170 és 180 kozotti v érték mellett.



Hazi feladat marcius 27-ig: megoldas

A siiriségfiiggvény, ha a paraméter m:

fr(x) = ﬁexp (_ (XQ_OEJ")Q)

A priori sir(ségfiiggvény az m-re:

w(m) =

Az a posteriori eloszlas siirliségfiiggvénye (itt L, a likelihood-fiiggvény, és 7. a

prediktiv eloszlas sriiségfiiggvénye):

Lm(Xl, s ,X,,)7T(m)
fe(Xey ooy Xn)

() T ()

™ (mX =x) =




Hazi feladat marcius 27-ig: megoldas

Az a posteriori eloszlas siir(iségfiiggvénye (az m-t8l nem fliggd részeket nem sza-
moljuk ki)

P (mlx = x) = FZL R

_ ;T(\/%m)”exp(_ Z;—l(;;jo_ m)2> . \/%Uexp<— (mz;zﬂ)Q> -

S (06 — m)2 - o? + (m— o) 100
200 - 02

B m?(o®n+100) —2m(377; Xjo? + 100u)
T XX SR T 200 - 02
S, Xjo?+100p
_ B m? — 2m="a s
200 - o2 - (o2n + 100)

Sy Xjo?+100p) | 2
_ (m— =) >

200 - 02 - (02n + 100)

12
= Lx,,.,x, &XP




Hazi feladat marcius 27-ig: megoldas

Az a posteriori eloszlas siir(iségfiiggvénye (az m-t8l nem fliggd részeket nem sza-
moljuk ki)

Lm(Xl . Xn)ﬂ'(m)
N X — _ B ) _
7 (m| x) (X, Xn)
STy X;o?+100p) \ 2
_ exp | — (m— W)
X150, X 200 - 02 - (02n + 100)

Tehat az a posteriori eloszlas egy olyan normalis eloszlas,melynek varhaté értéke

S0 Xio? + 1004
o2n+100

100/ 02n + 100.

Négyzetes veszteségfiiggvény esetén a Bayes-becslés az a posteriori eloszlas varhaté
értéke, vagyis

sz6rasa

S04 Xjo? + 1004
o2n + 100

/’/\[/:



Hazi feladat marcius 27-ig: megoldas

testmagassag<-c(186,180,197,191,181,178,193,177,167,163,164,170,178,152,207,15'
> length(testmagassag)

[1] 94

> sum(testmagassag)

[1] 16428

> bayesl<-function(m){(16428*4+100*m)/(94*4+100)}

> plot(bayesl,col="blue", lwd="3", xlim=c(150,200), main="Bayes-becslés mu
fliggvényében", xlab="mu", ylab="becslés")

> bayes2<-function(s){(16428*s%+100*175)/(94*s?+100)}

> plot(bayes2,col="blue", lwd="3", xlim=c(0,20), main="Bayes-becslés sigma
fliggvényében", xlab="sigma", ylab="becslés")



Bayes-becslés o fliggvényében

Bayes-becslés mu fliggvényében

becslés
174 176 178 180
L L L L

172
L

170
L

150 160 170 180 190 200

mu

Bayes-becslés 1 fiiggvényében, ahol az a priori eloszlas N(u,22). A mintaatlag
174,77 cm.



Bayes-becslés u fliggvényében

Bayes-becslés sigma fiiggvényében

becslés
17480 17485 17490 17495 175.00
|

sigma

Bayes-becslés o fiiggvényében, ahol az a priori eloszlas N(175,02). A mintaatlag
174,77 cm. Ha o végtelenhez tart, a becslés limesze a mintaatlag.



