Konfidenciaintervallumok (6. el6adas)

Legyen (2, A, P) statisztikai mez6, P = {Py : J € O} és X = (Xq,...,Xp,)
fiiggetlen azonos eloszlasi minta. Tegyiik fel, hogy ¥ valés paraméter, vagyis
O CR.

Definicié
Azt mondjuk, hogy a (T1(X), To(X)) intervallum legalabb 1 — o« megbizhatésagi

szintd konfidenciaintervallum ¥-ra, ha minden 9 € R esetén teljesiil, hogy

Pg(T]_(K) <Y< Tg(&)) >1—a.

A konfidenciaintervallum megbizhatdsagi szintje: infyco{Py(V € (T1, T2))}.



Konfidenciaintervallum a varhatd értékre

Legyenek Zy, Z1, .. ., Z, figgetlen N(0,1) eloszlastak, és tr , az f szabadsagi foku
« terjedelmii kétoldali t-préba kritikus értéke, azaz az f szabadsagi foki t-eloszlas
1 — a/2-kvantilise:

V4
1—a/2=P(Y <trq)=P| ————= < tra |-
/ (V< tra) ( Z2+...+2¢ f’)
Az Y = ——%____ valésziniiségi valtozé eloszlasa f szabadsagi foka t-eloszlas.

Z2+..+2?

Allitas (Konfidenciaintervallum a varhaté értékre, ismeretlen sz6ras)

Tegyiik fel, hogy Xi,...,X, fiiggetlen N(m,c?) normélis eloszldsi valosziniiségi
véltozék (m, o ismeretlenek). Ekkor a

= g = sk
T, )= (X —th1ia —=, X+ th-10 —
(T1, To) ( 1,a NE + th—1,a \/ﬁ>

intervallum 1 — « megbizhatdsagi szintii kétoldali konfidenciaintervallum az el-
oszlas varhato értékére.

o




Konfidenciaintervallum a szérasra

Fisher—Bartlett-tétel:

(n—1)si2 3L -X)?*
2 = 2 ~ Xn—1s

(2

azaz a hanyados eloszlasa n — 1 szabadséagi fok x? (ami megegyezik n — 1 darab
fliggetlen standard normalis eloszlas négyzetosszegének eloszlasaval).

Allitas
Legyen X1, Xo, ..., X, fiiggetlen normalis eloszlasi minta. Ekkor az eloszlis o?
szérasnégyzetére 1 — o megbizhatésagi szintii konfidenciaintervallum az alabbi:

(T0 To) = (Zf_l(xj - X)2 Y (X - X)2>7

Ch—1,1—a/2 Cn—1,0/2

ahol cf 4 az f-szabadsagi fokii q terjedelmi x2-préba kritikus értéke, azaz az f
szabadsagi fokii x?-eloszlas qg-kvantilise.

Ezzel a valasztassal nem a legrovidebb intervallumot kapjuk.



A x?-eloszlas kvantilisei
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Az f = 59 szabadsagi foka y2-préba kvantilisei ¢ = /2 = 0,025-tel é&s g =
1—a/2=0,975-tel.



Konfidenciaintervallum a valésziniiségre

Az A esemény valdsziniisége p € [0, 1] ismeretlen paraméter. Ezt szeretnénk meg-
becsiilni. Ha n kisérletbsl az A esemény X-szer kovetkezett be:

Ep(X) = np; Dp(X) = v/np(1 = p); E"(f>:p; D”(X):p(\%_p)'

X ~ Bin(n, p) binomialis eloszlast, viszont a relativ gyakorisagot, X/n-t nem
tudjuk egyetlen eloszldssal kozeliteni.
Ezért X/n eloszlasat p varhato értékd, ff”) szérast normalis eloszlassal kozelit-

juk, ahol p az esemény relativ gyakorisiga a mintaban.
1 — o megbizhatésagi szintii konfidenciaintervallum p-re:

R )



Konfidenciaintervallum az ML-becslés alapjan

Ha likelihoodfiiggvény teljesit bizonyos regularitasi feltételeket, akkor a ¥ paramé-
ternek az X1, X5, ..., X, mintabdl szamolt ¥, maximumlikelihood-becslése

létezik;

@ aszimptotikusan torzitatlan: lim,_ ., Ey(¢,) = ¢ minden ¢ € ©-ra;

aszimptotikusan hatasos: lim,_ o \/n/1(19)D79(1§,,) =1 minden ¥ € O-ra;

aszimptotikusan normalis eloszlasa: \/nk (0)({, — 1) eloszlasban tart a stan-
dard normélis eloszlashoz minden ¥ € ©-ra n — oo esetén.



Konfidenciaintervallum az ML-becslés alapjan

Ha likelihoodfiiggvény teljesit bizonyos regularitasi feltételeket, akkor a ¥ paramé-
ternek az X1, X5, ..., X, mintabdl szamolt ¥, maximumlikelihood-becslése

létezik;

@ aszimptotikusan torzitatlan: lim,_ ., Ey(¢,) = ¢ minden ¢ € ©-ra;

aszimptotikusan hatasos: lim,_ o \/n/1(19)D79(1§,,) =1 minden ¥ € O-ra;

aszimptotikusan normalis eloszlasa: \/nk (0)({, — 1) eloszlasban tart a stan-
dard normélis eloszlashoz minden ¥ € ©-ra n — oo esetén.

Ez alapjan aszimptotikus konfidenciaintervallum, ami n — oo esetén 1 — a-hoz
tart6 valdsziniiséggel tartalmazza J-t:

(7em(1-3) i:w); re(1-3) ilw))

n

ahol 1,(9) = n-k(d,), vagyis a Fisher-informacio kifejezésébe a maximumlikelihood-
becslést irjuk be.



Hazi feladat marcius 20., 9:00-ig

Legyen X1, Xs, ..., X, fiiggetlen, n = 10000 elemd, N(m, o) eloszlast minta, ahol
m # 0 és o # 1 tetsz6legesen valasztott értékek.

Csoportositsuk a mintaelemeket agy, hogy minden csoportba tiz megfigyelés es-
sen (els6 tiz, masodik tiz, stb.) Legyen a; a j. csoportba es6 megfigyelések

atlaga, s’ pedig a j. csoportba es6 megfigyelések korrigélt tapasztalati szérasa

(j=1,2,...,1000). Legyen tovabba

Z = afs_*’”.\/ﬁ (j=1,2,...,1000).
j

Készitsiink a Z; értékekbdl hisztogramot, és abrazoljuk ezt egyiitt az f = 9 szabad-
sagi foka t-eloszlds, az f = 10 szabadsagi fokd t-eloszlas, illetve a standard normalis
eloszlas siirliségfiiggvényével (lehet egy abran, de harom kiilon abran is). Melyik
stirtiségfiiggvény illeszkedik a legjobban? Melyik a Z; valodi siirtiségfiiggvénye?



Hazi feladat marcius 20-ig, megoldas

minta<-rnorm(10000, m=12, sd=4)

a=1:1000; for(j in 1:1000){a[j]J=mean(minta[((j-1)*10+1):(j*10)])}
s=1:1000; for(j in 1:1000){s[j]=sd(minta[((j-1)*10+1):(j*10)])}
z=(a-12)/s*sqrt(10)

hist(z, col="4#79a7f2", main="A prébastatisztika hisztogramja", xlab="értékek",
ylab="gyakorisagok", freq=F, ylim=c(0,0.4), xlim=c(-4,4))

x=seq(from=-4, to=4, by=0.02); y=dt(x, df=9); v=dt(x, df=10); u=dnorm(x)
lines(v x, lwd="7", col="orange")

lines(u x, lwd="3", col="blue")

lines(y x, lwd="3", col="red")

legend("topright", c("t-eloszlas, df=9", "t-eloszlas, df=10", "N(0,1)"), col=c("red",
"orange", "blue"), lwd="3")



Hazi feladat marcius 20-ig, megoldas

A probastatisztika hisztogramja

04

= t-eloszlds, df=9
—— t-eloszlds, df=10
— N,

gyakorisagok
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At = ’"\/_ probastatisztikabdl késziilt hisztogram, a t-eloszlas siiriiségfiigg-

vénye 9 és 10 szabadsagi fokokkal, valamint a standard normalis eloszlas siiriiség-
figgvénye

[m] = =

DA



Bayes-becslések

Eddig: frekventista hozzaallas, a © paramétertér rogzitett halmaz sajat struktira
nélkiil, a tulajdonsadgoknak (példaul konzisztencia, torzitatlansag) minden ¥ € ©-ra
teljesiilniiik kell.

Hatrany példaul: egy szabalyosnak tiin6 érmével n dobasbél mindegyik fej lett.
Legyen p az irds valdsziniisége. Ezt relativ gyakorisaggal becsiljilk: 5 = 0 (ez
torzitatlan, konzisztens), az n-t8l fliggetleniil.



Bayes-becslések

Eddig: frekventista hozzaallas, a © paramétertér rogzitett halmaz sajat struktira
nélkiil, a tulajdonsadgoknak (példaul konzisztencia, torzitatlansag) minden ¥ € ©-ra
teljesiilniiik kell.

Hatrany példaul: egy szabalyosnak tiin6 érmével n dobasbél mindegyik fej lett.
Legyen p az irds valdsziniisége. Ezt relativ gyakorisaggal becsiljilk: 5 = 0 (ez
torzitatlan, konzisztens), az n-t8l fliggetleniil.

Bayes-i hozzaallas: a paramétert magat is valdszin(iségi véltozénak tekintjik,
ebbe beépitve valamilyen el6zetes informaciot. Példaul a pénzérménél, mivel sza-
balyosnak tiinik, azt tessziik fel, hogy nagy val6szintiséggel az 1/2-hez kbzel van az
értéke. Példaul feltessziik, hogy az eloszlasa beta-eloszlast a [0, 1] intervallumon.



Beta-eloszlas
Definicié
Az X val6sziniiségi valtozé beta-eloszlasi a, b paraméterekkel, ha siiriiségfiiggvé-
nye:
(a+b—1)!
f(xX) = ———F——"+
M= G-

és nulla kiilénben.

x?7H(1 — x)btdx, hax € [0,1],

Az (a, b) paraméterii beta-eloszlas varhaté értéke és szérasa:

a ab
E(X) = ; D(X) = .
(X) a+b’' (%) \/(a+b)2(a+b+1)
Legyen X1, Xz, ..., X, fliggetlen minta a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasbdl.

Ekkor X;-nak, vagyis a nagysag szerint k. legnagyobb mintaelemnek az eloszlasa
beta-eloszlas a = k és b = n — k + 1 paraméterekkel. Kovetkezmény:

k k(n—k+1)

E(X:):m? D(X¢) = m



Beta-eloszlas

Beta-eloszlas siiriiségfiiggvénye
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Beta-eloszlas siirliségfiiggvénye kiilonbozé paraméterparok mellett



A priori és a posteriori eloszlas

@ a priori eloszlas: eloszlas a © paramétertéren, siirliségfiiggvénye legyen 7.
Ez tartalmazza a paraméterrdl az el6zetes informaciét, feltevést (az el6z6
példaban 7 lehet beta(3,3) eloszlas s(irliségfiiggvénye)

@ prediktiv eloszlas: a minta eloszlasa az a priori eloszlas alapjan, feltétel
nélkiil. Sirdségfiiggvénye:

fﬂ(x):/efg(x)w(ﬁ)dﬁ,

ahol fy(x) a minta siiriiségfiiggvénye a ¥ paraméter mellett.



A priori és a posteriori eloszlas

@ a priori eloszlas: eloszlas a © paramétertéren, siirliségfiiggvénye legyen 7.
Ez tartalmazza a paraméterrdl az el6zetes informaciét, feltevést (az el6z6
példaban 7 lehet beta(3,3) eloszlas s(irliségfiiggvénye)

@ prediktiv eloszlas: a minta eloszlasa az a priori eloszlas alapjan, feltétel
nélkiil. Sirdségfiiggvénye:

fﬂ(x):/efg(x)w(ﬁ)dﬁ,

ahol fy(x) a minta siiriiségfiiggvénye a ¥ paraméter mellett.

@ a posteriori eloszlas: a minta megfigyelt értékeire feltételesen mi lesz a
paraméter eloszlasa a © paramétertéren. Siirliségfiiggvénye:

Ly(X1,. .., Xy)m(9)
Lo(X1,...y Xn)

ahol Ly a likelihood-fiiggvény ¢ mellett, L, pedig az f-b6l szamolt likelihood-
figgveny: L (X1, .., Xn) = [T (X))

(01X = x) =



A priori és a posteriori eloszlas: példa

Egy érmével dobva n dobasbél k iras lett. Az irdasok szama legyen Y. Az iras (1)
valésziniisége ). Az a priori eloszlas legyen beta(a,b) a © = [0, 1] paramétertéren.
SiirGiségfiiggvénye .

Prediktiv eloszlas: annak valésziniisége, hogy irast dobunk, vagyis (diszkrét el-
oszlasnal siirliségfiiggvény helyett a val6sziniiséget hasznélhatjuk):

a

1
IP’W(/):/GIP’g(I)w(ﬁ)dﬁz/O 0 7(9)dY = ,

a+b
hiszen éppen a beta(a,b) eloszlas varhaté értéke jelent meg.

A posteriori eloszlas: feltéve, hogy n dobasbél k iras lett, mi a ¥ paraméter
eloszlasa a [0, 1] intervallumon. Ez beta-eloszlas k + a és n— k + b paraméterekkel:

Lo(Xe,.. ., X)w (@) Po(Y = K)m(¥)
L(X,. X))  P(Y=k

(Z)ﬁk(l _ ﬁ)nfk . (a(_al+)l!n(fb1_)!1)!19371(1 _ 19)1771

MG (- 52)""

_ Ca’b0k+a—1(1 o 19)n—k+b—1'

(Y = k) =




Bayes-becslés

Veszteségfiiggvény:Aa veszteség, ha az igazi J paraméter helyett annak 0 becslését

hasznaljuk, ez W(9, 7). Ez nemnegativ, ¥ — 1 fiiggvénye, példaul (J — V)? vagy

[ — .

Definicié

A 9 € © paraméter Bayes-becslése az a 0 = T(Xi,...,X,) becslés, melyre az
Ro(T) =Ey(E(W(T(X1,...,X,),9))

a priori bayesi rizikot.




Bayes-becslés

Veszteségfijggvény:Aa veszteség, ha az igazi J paraméter helyett annak 0 becslését

hasznaljuk, ez W(9, 7). Ez nemnegativ, ¥ — 1 fiiggvénye, példaul (J — V)? vagy

[¢ — ¥

Definici6

A ¥ € © paraméter Bayes-becslése az a ) = T(Xy,...,X,) becslés, melyre az
Ro(T) =Ey(E(W(T(X1,...,X,),9))

a priori bayesi rizikot.

Tétel

Ha a W(x,y) = (x — y)? négyzetes veszteségfiiggvényt hasznaljuk, akkor a pa-
raméter g(¥) fiiggvényének Bayes-becslése az a g varhaté értéke az a posteriori
eloszlas szerint:

£09) = /e () (91X = x)do.




A priori és a posteriori eloszlas: példa

Egy érmével dobva n dobasbél k iras lett. Az irdasok szama legyen Y. Az iras (1)
valésziniisége ). Az a priori eloszlas legyen beta(a,b) a © = [0, 1] paramétertéren.
Siirliségfiiggvénye . Az a posteriori eloszlas beta-eloszlas k +a és n— k+ b
paraméterekkel.

W(x,y) = (x — y)? négyzetes veszteségfiiggvény esetén a ) paraméter becslése:

k+a

1
D= [ 9 - 7WX=x)dd= [ 9 7*WX =x)d) = ———
Lo ox=x)do = [ 0w @ix = a0 - 2

hiszen éppen a k + a és n — k + b paraméterii beta-eloszlas varhaté értéke jelent
meg.

Tehat példaul ha n = 10 dobasbél k = 0 iras van, és beta(2,2) az a priori eloszlas,

akkor ) 1
9 = —= = = ]_ 0 .
9 =% 6,67%

Tehat példaul ha n = 100 dobasbdl k = 0 iras van, és beta(2,2) az a priori eloszlas,

akkor )
— o
10 1,96%.

D



Hazi feladat marcius 27., 9:00-ig

Tegyiik fel, hogy az emberek testmagassdga normalis eloszlasa, varhat6 értéke m
ismeretlen paraméter, szérdsa s = 10. Az m paraméterrdl tegyiik fel, hogy az
apriori eloszlasa normalis, varhaté értéke 1, szérasa o.

@ Hatdrozzuk meg az m paraméter Bayes-becslését a hiszelem(i mintabél (ez
u-nek és o-nak egy fliggvénye).

@ A kapott kifejezést abrazoljuk p fliggvényében, egy tetsz6legesen rogzitett, de
15-nél nem nagyobb o mellett.

@ A kapott kifejezést abrazoljuk o fliggvényében, egy tetszélegesen rogzitett,
170 és 180 kozotti v érték mellett.



