Momentummaddszer (5. el6adas)
Legyen Xi,..., X, fiiggetlen azonos eloszlasi minta.

@ Az eloszlas k. momentuma, ha ¥ az ismeretlen paraméter: iy = Ey(X]).

Q Legyen fix = %Z};l Xjk az eloszlas k. tapasztalati momentuma.

© Irjuk fel az alabbi egyenleteket a legkisebb olyan k-ig, amire az egyenletrend-
szer egyértelmiien meghatarozza ¥-t (bar nincs mindig ilyen k):

1 n
Ey(X) = > X
=t

1 n
Eo(X}) = - X2
j=1

1 n
By (X)) = n ZXJk
=1

Q@ A ¥ momentummodszerrel kapott becslése az a 9, ami megoldasa a fenti

egyenletrendszernek. Nem mindig létezik, nem mindig egyértelmii, nem
feltétlenil hatasos.



Momentummddszer: Poisson— és exponencialis eloszlas

Xi,..., X, fliggetlen Poisson-eloszlasiiak ismeretlen A\ > 0 paraméterrel. A k =
1-hez tartozé egyenlet:

Ex(X) = X.

Mivel a A paraméterii Poisson-eloszlas varhaté értéke A:

A=X.



Momentummddszer: Poisson— és exponencialis eloszlas

Xi,..., X, fliggetlen Poisson-eloszlasiiak ismeretlen A\ > 0 paraméterrel. A k =
1-hez tartozé egyenlet: -
Ex(Xy) = X.
Mivel a A paraméterii Poisson-eloszlas varhaté értéke A:
A=X.
Xi, ..., X, figgetlen exponencialis eloszlasiak ismeretlen A\ > 0 paraméterrel. A

k = 1-hez tartozé egyenlet:
11 -
Ex(X1) = N EZXJ =X.
j=1
Ez egyértelmiien oldhaté meg \-ra:

- L
X



Momentummaddszer: normalis eloszlas

Xi,..., X, fiiggetlen N(m, 0?) eloszlast minta (azaz normalis eloszlast m varhaté
értékkel és o szorassal).

A k = 1-hez és k = 2-hoz tartozd egyenletek:
Emo(X1)=m= X:

1 n
Em,U(XIQ) =0’ + m? = E ZXJQ
j=1

. . ~ 2 . -
A masodikba beirva az els6t: 0® = =37 | X? — X" = s} (a tapasztalati széras-
négyzet). Tehat az els6 két egyenlet egylitt egyértelmiien oldhaté meg, a momen-
tummodszerrel kapott becslés:

m=X;

Q>
Il
[0)
3



Momentummddszer: egyenletes eloszlas

Legyen Xi,..., X, fliggetlen minta az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlasbdl

Ennek varhaté értéke (a + b)/2, szérasa (b — a)/v/12. Ezek alapjan a k = 1-hez
és k = 2-hoz tartozé egyenlet:

: ) . (b—a)? -2 4
A masodikba beirva az elsgt: (2x2 — Y XP = X" =57, amibs|

§:Y—\/§sn; B:Y—i—\/gs,,.

Hatranya: el6fordulhat, hogy ezek nem is lehetséges értékek: ha 4 nagyobb a

legkisebb megfigyelésnél, vagy b kisebb a legnagyobb megfigyelésnél.



Elégséges statisztika
Definicié
Legyen Xu, ..., X, fliggetlen minta ¥ paraméter(i eloszlasbol. A T statisztika elég-

séges, ha a likelihood-fiiggvény felirhaté a kovetkezé alakban megfelels h és g
fliggvényekkel:

Loo(Xe,. .., X0) = h(X1,..., %) go(T(X1,..., X))




Elégséges statisztika
Definicié
Legyen Xu, ..., X, fliggetlen minta ¥ paraméter(i eloszlasbol. A T statisztika elég-

séges, ha a likelihood-fiiggvény felirhaté a kovetkezé alakban megfelels h és g
fliggvényekkel:

Lno(Xa,..., X)) = h(Xq,..., X)) - go(T(Xq,..., Xs)).

Példaul Poisson-eloszlas esetén T(Xq, Xz, ..., X,) = Z;:l X; elegséges statisztika:
LN | X m
Loa(X1,- . %) =] <€)= Hﬂ D X gmnA
j=1 j=1"Y

Poisson-eloszlas esetén a T (X1, Xa,..., X,) = Zj’zl Xjvagya T(X1,...,X,) =X,
normalis eloszlas esetén T(Xy,...,X,) = (X, s2) elégséges statisztika.

Az elégséges statisztika nem egyértelmdi.

Ha létezik ML-becslés, T pedig elégséges statisztika, akkor az ML-becslés felirhaté
s(T(Xy,...,X,)) alakban valamely s fiiggvényre.



Rao—Blackwell-tétel
Tétel (Rao—-Blackwell)

Tegyiik fel, hogy a T statisztika torzitatlan becslés a ) paraméterre, valamint S
elégséges statisztika 19-ra. Ekkor megadhato olyan T* becslés, melyre

@ T* = h(S) megfelelé h fiiggvénnyel;
@ T* torzitatlan ¥-ra: Ey(T*) = ¢ minden ¥ € ©-ra;
@ T* hatasosabb, mint T: Dy(T*) < Dy(T) minden ¥ € O-ra.

Ha az S statisztika teljes is (azaz minden olyan f fiiggvény, melyre Ey(f(S)) =0
minden 9-ra, ,majdnem mindeniitt” nulla), akkor T* hatasos, azaz minden torzi-
tatlan becslésnél hatdsosabb.

A megoldas az E(T|S) feltételes varhat6 érték lesz. Példaul Poisson-eloszlasnal
E(X1]>57-; Xj) = X hatésos.

Allitas

Poisson-eloszlasnal normalis eloszlasoknal (m-re) a mintaelemek dsszege teljes elég-
séges statisztika, a mintaatlag pedig hatdsos becslése a paraméternek.




Fisher-informacio
Egy mintaelem Fisher-informaciéja:

h(9) =Ey <<8819 log fﬂ(Xl))2>,

ahol fy a likelihoodfiiggvény Py mellett.



Fisher-informacio
Egy mintaelem Fisher-informaciéja:

h(9) =Ey (<8819 log flg(Xl))2>,

ahol fy a likelihoodfiiggvény Py mellett.

o Megfelel§ (regularitasi) feltételek mellett a fiiggetlen azonos eloszlasa, n elemdi
minta Fisher-informéacidja: 1,(9) = n- L(9).

@ Ha T elégséges statisztika, akkor T(Xy, ..., X,) Fisher-informaciéja ugyanaz,
mint (Xi,...,X,) Fisher-informaciéja (példaul Poisson-eloszlasnal az atlag
Fisher-informaci6ja ugyanaz, mint a teljes mintaé).

@ Cramér—Rao-egyenlGtlenség: megfelels (regularitasi) feltételek mellett, ha
T torzitatlan becslés J-ra, akkor
1 1

DTN = 16y = w0y

(Ebben az értelemben feleakkora szérashoz négyszer annyi mintaelem kell.)



Fisher-informacié

Egy mintaelem Fisher-informaciéja:

L(9) = E, ((;9 log fﬁ(x1)>2),

ahol fy a likelihoodfiiggvény Py mellett.

Néhany nevezetes eloszlas Fisher-informaciéja egy mintaelembél:

@ binomiélis eloszlas n renddel és p paraméterrel:
n
p(1—p)
@ Poisson-eloszlas A paraméterrel: 1/\

@ normalis eloszlas, ha ¥ = (m, o):

(

th,‘v—l

QN‘I\J o
N———



Fisher-informéacié: Poisson-eloszlas

Egy mintaelem Fisher-informaciéja (az f, likelihood-fliggvény most a valészindi-
ség):

h(Y) _EA(( log fA(Xl))2> _EA<<6)8)\ o8 (i: A>)2> -
(e ) =((5)-

X X1 A+ A2
=E\( 2 -2 +1) = —2+1=
A(/\ /\-i-) \ +

>/\|—‘

Felhasznaltuk, hogy Poisson-eloszlasnal Ex(X1) = Dy(X1) = A, igy

Ex(X?) = Di(X1) + E5(X1) = A+ N2



Hazi feladat marcius 13., 9:00-ig

Tekintsiik a testmagassagokrol kapott hiaszelemi adatsort. Tegyiik fel, hogy a
testmagassag normalis eloszlast m varhaté értékkel és o szérassal (ezek ismeretlen
paraméterek).

@ Irjuk fel a likelihood-fiiggvényt.
@ Abrazoljuk az L, m. (X1, Xs,. .., X,) fiiggvényt m fiiggvényében gy, hogy

0=5,—2,0=s, 0=s, illetve 0 = s} 4 2 (egy abran szerepeljen a négy
kiilonb6z6 gorbe). Ezeken a lehetéségeken beliil milyen (m, o) parra latjuk a

legnagyobb értéket?

° AbréchIjUk az Lnmo (X1, Xa, ..., X,) fliggvényt o fiiggvényében agy, hogy
m=X—-3m= X, illetve m = X + 3 (egy abran szerepeljen a harom
kiilonb6z6 gorbe). Ezeken a lehetéségeken beliil milyen (m, o) parra latjuk a
legnagyobb értéket?

(Vagy: abrazoljuk a likelihood-fiiggvényt mint (m, o) kétvaltozés fliggvényt.)



Hazi feladat marcius 13., 9:00-ig

Tekintsitk a testmagassagokrdl kapott haszelemii adatsort. Tegyiik fel, hogy a

testmagassag normalis eloszlast m varhaté értékkel és o szérassal (ezek ismeretlen
paraméterek).

A likelihood-fiiggvény egy 94 elemii val6s mintabdl:

1 e} 2no
Ly ~ (X - m)2>

= ex — _— =

<v2m> P < Jz:; 202
— ]- ! ex _ Zjn:]. )92 - 2m ZJ”:]. )<J + nm2 —

V2ro P 202

(1N exo [ 2881400 —2m - 16428 + 94 - m?
- \V2r0 P 202 '



Hazi feladat marcius 13., 9:00-ig
testmagassag<-c(186,180,197,191,181,178,193,177,167,163,164,170,178,152,207,15!

A testmagassagadatok mindegyikébdl vonjunk le 175-6t, hogy ne legyen tal kicsi a
figgveény értéke, és numerikusan szamolhaté legyen, ne nullakat kapjunk.

> sum(testmagassag-175)

[1] —22

> sum((testmagassag-175)*(testmagassag-175))
[1] 10350

> length(testmagassag)

[1] 94

202

o 10350 — 2m - (—22) + 94 - m?
&P\ 202

n ToX2—2m> " X: + nm?
Ln,m,a(Xl,u-,Xn) _ ( > exp (_ Ejfl J ijl J > _

1
\V2ro

(s



Hazi feladat marcius 13., 9:00-ig

Abrazoljuk az L, m (X1, Xa, ..., X,) fiiggvényt m fiiggvényében agy, hogy o =
Sn—2,0 =sp, 0 =5, illetve 0 = 5% + 2 (egy abran szerepeljen a négy kiilonb6z6
gorbe). Ezeken a lehetSségeken beliil milyen (m, o) parra latjuk a legnagyobb
értéket?

270 202

(1 94ex 10350 — 2m - (—22) + 94 - m?
B 2mo P 202

Mostaoc =5,—2=8,5,0=5,=10,5,0 =5, =10,6 éso =5,+2 = 12,5
értékeket fogjuk beirni.

1 n T X2 —2mY 1 Xi + nm?
Ln7m7a(X1,.,.,Xn) = ( > exp <_ Zj—l ' Zj—l \j > _




Likelihood-fliggvény m fiiggvényében
slikelihood<-function(s) {

mlikelihood<-function(m){ (1/(sqrt(2*pi)*s)"94)*
exp(-(10350-2*m*(-22)+94*m"2) /2/s"2) }

return(mlikelihood)}
x=seq(from=-1, to=1, by=0.01)

[1=sapply(x, slikelihood(10.5))

plot(I1 x, col="red", lwd="3", xlim=c(-1, 1), ylim=c(107(-156), 2*10"(-154)),
xlab="m", ylab="likelihood", main="Likelihood-fiiggvény m fiiggvényében")
[2=sapply(x, slikelihood(8.5))

lines(I2 x, col="blue", lwd="3")

[3=sapply(x, slikelihood(10.6))

lines(I3 x, col="orange", lwd="3")

[4=sapply(x, slikelihood(12.5))

lines(l4 x, col="black", lwd="3")

legend("topright", c("s=10.5", "s=8.5", "s=10.6", "s=12.5"), col=c("red", "blue",
"orange", "black"), lwd="3")



Likelihoodfliggvény m fliggvényében

Likelihood-fiiggvény m fiiggvényében

— s=105
— 5285

$=10.6
— s=125

likelihood
0.0e+00 50e-155 1.0e-154 15e-154 20e-154

n = 94 elem( minta testmagassag-adatok alapjan, normilis eloszlast feltételezve.
Az atlag: X = 174,8, ez —0,2-nek felel meg (mindenbdl levontunk 175-6t), a
tapasztalati széras s, = 10,5. Ezek adjak a maximumot.



Likelihoodfliggvény o fliggvényében

Abrazoljuk az Ly m o (X1, X2, ..., X,) fiiggvényt o fiiggvényében agy, hogy m =
X —3,m= X, illetve m = X + 3 (egy abran szerepeljen a harom kiilénb6z6 gor-
be).Ezeken a lehetéségeken beliil milyen (m, o) parra latjuk a legnagyobb értéket?

1 5 2;21 ij - 2’"2}1:1 X; + nm? .
Lomo(X1,. ..., Xp) = 7\/27 exp | — =
o

202
1\ op 10350 —2m - (—22) +94- m?
B 2ro P 202

Mostaz m=X—-3=-3,2, m=X = —-0,2, m= X + 3 = 2,8 értékeket fogjuk
beirni (a valédi atlag 174,8, de mindenbdl levontunk 175-6t).




Likelihood-fliggvény o fliggvényében

mlikelihood <-function(m)

{ slikelihood<-function(s){
(1/(sqrt(2*pi)*s)"94)*exp(-(10350-2*m*(-22)+94*m"2) /2/s"2) }
return(slikelihood)}

x=seq(from=9, to=11, by=0.01)

[1=sapply(x, mlikelihood(-0.2))

plot(I11 x, col="red", lwd="3", xlim=c(9, 11), ylim=c(10°(-156), 1.5*10%(-154)),
xlab="m", ylab="likelihood", main="Likelihood-fiiggvény s fiiggvényében")
[2=sapply(x, mlikelihood(-3.2))

lines(I2 x, col="blue", Iwd="3")

[3=sapply(x, mlikelihood(2.8))

lines(I3 x, col="orange", lwd="3")

legend("topleft", c("m=-0.2", "m=-3.2", "m=2.8"), col=c("red", "blue", "orange",
"black"), lwd="3")



Likelihoodfliggvény o fliggvényében

Likelihood-fiiggvény s fiiggvényében

71— m=02
- m=32
m=2.8

15e-154

likelihood
1.0e-154

50e-155

0.0e+00
1
|

n = 94 elem( minta testmagassag-adatok alapjan, normilis eloszlast feltételezve.
Az atlag: X = 174,8, ez —0,2-nek felel meg (mindenbdl levontunk 175-6t), a
tapasztalati széras s, = 10,5. Ezek adjak a maximumot.



Log-likelihoodfiiggvény o fliggvényében

Loglikelihood-fliggvény s fiiggvényében

-354

71— m=02
- m=32
m=2.8

-356
1

likelihood
358
|

-362
1

90 95 100 105 1o

n = 94 elem( minta testmagassag-adatok alapjan, normilis eloszlast feltételezve.
Az atlag: X = 174,8, ez —0,2-nek felel meg (mindenbdl levontunk 175-6t), a
tapasztalati széras s, = 10,5. Ezek adjak a maximumot.



Likelihoodfliggvény
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n = 94 elem(i minta testmagassag-adatok alapjan, normilis eloszlast feltételezve.

Az atlag: X = 174, 8, a tapasztalati szoras s, = 10, 5.



Log-likelihoodfiiggvény

266 -
268

270 -
272 4
274 4
276

-278

n = 94 elem(i minta testmagassag-adatok alapjan, normilis eloszlast feltételezve.
Az atlag: X = 174, 8, a tapasztalati szoras s, = 10, 5.



Konfidenciaintervallumok

Legyen (2, A, P) statisztikai mez6, P = {Py : ¥ € O} és X = (Xq,...,Xy)
fiiggetlen azonos eloszlasi minta. Tegyiik fel, hogy ¥ valés paraméter, vagyis
O CR.

Definicié
Azt mondjuk, hogy a (T1(X), To(X)) intervallum legalabb 1 — o« megbizhatésagi

szintd konfidenciaintervallum ¥-ra, ha minden 9 € R esetén teljesiil, hogy

IP@(T]_(K) <Y< Tg(&)) >1—a.

A konfidenciaintervallum megbizhatdsagi szintje: infyco{Py(V € (T1, T2))}.



Konfidenciaintervallum

Példa: hatvan kiilonb6z6 mintabdl megmértiik a talajviz pH-értékét egy adott
helyen.

A minta egy részlete:

5,98 61 599 6,21 5,97 6,23 5,85

Alapstatisztikak: n = 60 (méret), X = 5,99 (atlag), si = 0,18 (korrigalt tapasz-
talati széras)



Konfidenciaintervallum

Példa: hatvan kiilonb6z6 mintabdl megmértiik a talajviz pH-értékét egy adott
helyen.

A minta egy részlete:

5,98 61 599 6,21 5,97 6,23 5,85

Alapstatisztikak: n = 60 (méret), X = 5,99 (atlag), si = 0,18 (korrigalt tapasz-
talati széras)

Cél: a varhaté érték becslése az adatok alapjan

pontosabban: adjunk meg egy olyan intervallumot, ami legalabb 95% valészind-
séggel tartalmazza az "igazi" varhat6 értéket — ezt fogjuk 95 % megbizhatosagi
szintii konfidenciaintervallumnak hivni



Konfidenciaintervallum a varhatd értékre

A ® a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye, azaz ha Z ~ N(0,1):

t
O(t) =P(Z < t) = \/% / /245,

Allitas (Konfidenciaintervallum a varhaté értékre, ismert szoras)

Tegyiik fel, hogy Xi,...,X, fiiggetlen azonos eloszlasi normalis eloszlasa valo-
sziniiségi valtozok, melyek szorasa, o ismert.
Ekkor a

T m = (g X ) )

intervallum 1 — « megbizhatdsagi szintii kétoldali konfidenciaintervallum az el-
oszlds varhato értékére.

v




A kétoldali z-préba kritikus értéke

Standard normalis eloszlas

<
3
@ |
2
.
:
Z
:
2
5
g .
D o 7
3
:
g -
o |
=
T T T T T T T
-3 2 -1 0 1 2 3
értékek

Az o = 0,05 terjedelm( kétoldali z-préba (u-préba) kritikus értéke:
®1(1 — a/2) = d~1(0,975) = 1, 96.



Konfidenciaintervallum a varhatd értékre

rem)= (3o (- )5 R e (- 5) )

ahol felhasznaltuk, hogy mivel Xy, ..., X, fiiggetlen N(m, 0?) eloszlasuak, igy X ~
N(m,o?/n) eloszlasi. Ezért Z = (X — m)/(o/+/n) standard normalis eloszlasa,
vagyis

P(—a< Z <a)=d(a) — P(—a) = P(a) — (1 — P(a) =2¢(a) — 1.



Példa konfidenciaintervallumra

Minta: megmeértiik a talajviz ph-értékét, tegyiik fel, hogy ez normalis eloszlasi,
valédi szérasa 0, 2.

n =60 (méret), X = 5,99 (4tlag), s = 0,18 (korrigélt tapasztalati sz6ras)

Adjunk meg olyan intervallumot, ami legalabb 95% valdszintiséggel tartalmazza a
ph-érték val6di varhato értékét.

megbizhatésagi szint: 1 — o = 95%, azaz o = 0,05. Ebbsl ®~1(1 — a/2) =
®-1(0,975) = 1, 96.

95 %-o0s megbizhatésagi szintii konfidenciaintervallum a varhaté értékre:

0,2 0,2
5,00 —1,96- ——, 5,99+1,96  —— | = (5,94:6,04).
( V60 \/60) ( )

Kisebb mintaelemszamhoz hosszabb, nagyobb megbizhatésaghoz szintén hosszabb
konfidenciaintervallum tartozik.



Fisher—Bartlett-tétel

Val6jaban az eloszlas valédi szérdsa a legtobb esetben nem ismert. A o szérast

az s, korrigalt tapasztalati szérassal helyettesitjiik. Kérdés, hogyan valtozik igy az
eloszlas.

Tétel (Fisher—Bartlett)

Tegyiik fel, hogy X1, Xa, ..., X, fiiggetlen m varhaté értékd, o szorasd, normalis
eloszlasa valdszintiségi valtozok. Ekkor

Q X~ N(m, %),
Q X és s fiiggetlenek;

© (n—1)s:?/0? eloszldsa n — 1 szabadsagi foki x>-eloszlas;

Q *=7 . \/n eloszlssa n — 1 szabadsagi fokii t-eloszlas.

Itt

=g - (G5 )




t-eloszlas kritikus értékei

t-eloszlas
|
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3 2 1 0 1 2 3
értékek

Az f = 59 szabadsagi fokii & = 0,05 terjedelm( kétoldali t-préba kritikus értéke:
t5g70705 = 2, 001.



Konfidenciaintervallum a véarhaté értékre
Legyenek Zy, Z1, .. ., Z, figgetlen N(0,1) eloszlastak, és tr , az f szabadsagi foku

« terjedelmii kétoldali t-préba kritikus értéke, azaz az f szabadsagi foki t-eloszlas
1 — a/2-kvantilise:

V4
1—a2=P(Y <tr,) =P ——=—— < t,|.
/ (V< tra) ( ZZ+...+ Z; f’)

Az Y = ﬁ valészinliségi valtozé eloszlasa f szabadsagi foki t-eloszlas.
it T4f



Konfidenciaintervallum a varhatd értékre

Legyenek Zy, Z1, .. ., Z, figgetlen N(0,1) eloszlastak, és tr , az f szabadsagi foku
« terjedelmii kétoldali t-préba kritikus értéke, azaz az f szabadsagi foki t-eloszlas
1 — a/2-kvantilise:

V4
1—a/2=P(Y <trq)=P| ————= < tra |-
/ (V< tra) ( Z2+...+2¢ f’)
Az Y = ——%____ valésziniiségi valtozé eloszlasa f szabadsagi foka t-eloszlas.

Z2+..+2?

Allitas (Konfidenciaintervallum a varhaté értékre, ismeretlen sz6ras)

Tegyiik fel, hogy Xi,...,X, fiiggetlen N(m,c?) normélis eloszldsi valosziniiségi
véltozék (m, o ismeretlenek). Ekkor a

= g = sk
T, )= (X —th1ia —=, X+ th-10 —
(T1, To) ( 1,a NE + th—1,a \/ﬁ>

intervallum 1 — « megbizhatdsagi szintii kétoldali konfidenciaintervallum az el-
oszlas varhato értékére.

o




Példa konfidenciaintervallumra

Minta: megmértitk a talajviz ph-értékét, tegyiik fel, hogy ez normalis eloszlasa,
szérdsa nem ismert.

n =60 (méret), X = 5,99 (atlag), s; = 0,18 (korrigalt tapasztalati szo6ras)

Adjunk meg olyan intervallumot, ami legalabb 95% valdszin(iséggel tartalmazza a
ph-érték valédi varhato értékét.

megbizhat6sagi szint: 1 — a = 95%, azaz a = 0,05. Az f = 59 szabadsagi foka
o = 0,05 terjedelmii kétoldali t-préba kritikus értéke: tsg o975 = 2.

95 %-0s megbizhatdsagi szintii konfidenciaintervallum a varhaté értékre:

0,18 0,18
5,99 -2 =, 59942 - = (5,94;6,04).
( V60 \/60> ( )

Hosszabb intervallumot kaptunk, mint ismert szoras esetén.



Hazi feladat marcius 20., 9:00-ig

Legyen X1, Xs, ..., X, fiiggetlen, n = 10000 elemd, N(m, o) eloszlast minta, ahol
m # 0 és o # 1 tetsz6legesen valasztott értékek.

Csoportositsuk a mintaelemeket agy, hogy minden csoportba tiz megfigyelés es-
sen (els6 tiz, masodik tiz, stb.) Legyen a; a j. csoportba es6 megfigyelések

atlaga, s’ pedig a j. csoportba es6 megfigyelések korrigélt tapasztalati szérasa

(j=1,2,...,1000). Legyen tovabba

Z = afs_*’”.\/ﬁ (j=1,2,...,1000).
j

Készitsiink a Z; értékekbdl hisztogramot, és abrazoljuk ezt egyiitt az f = 9 szabad-
sagi foka t-eloszlds, az f = 10 szabadsagi fokd t-eloszlas, illetve a standard normalis
eloszlas siirliségfiiggvényével (lehet egy abran, de harom kiilon abran is). Melyik
stirtiségfiiggvény illeszkedik a legjobban? Melyik a Z; valodi siirtiségfiiggvénye?



