Poisson-eloszlads paraméterének becslése (4. eléadas)

Golok szamanak hisztogramja

= megfigyelések
=—— Poisson(1,375)
— Poisson(1)
— Poisson(2)

Relativ gyakorisagok
0.2

Megfigyelt értékek

A golok szamanak hisztogramja n = 95 mérkézésen, és kiilonb6zé paraméter(
Poisson-eloszlasok (Py(X = k) = A< /k! - e™?)
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Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Tegyiik fel, hogy Xi, Xa, ..., X, flggetlen, azonos A\ paraméter(i Poisson-eloszlasa
minta, ahol A > 0 ismeretlen paraméter, n = 95, és X = 1, 379.

Poisson-eloszlasnal:

)\k 7)\

PAXj=k)="7¢"  E(X) =X D(X) =V

A megfigyelések az aldbbiak (a gélok szama Gsszesen Z}’Il X; = 131):

Annak valésziniisége \ paraméter mellett, hogy éppen ezt a sorozatot kaptuk:

DS END LD G A2
Los 2(3,0,2,...,2) = 3|eA Ole)‘ 2|e)‘-...-§e)‘—
NSO \131 esn

T3.0.20... 25 T30 2°



Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Likelihood-fiiggvény

g ' '
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
lambda
131 . . . 4 . . , A
A s5ts—ie 2> likelihoodfiiggvény a A > 0 paraméter fiiggvényében;

a3 131 _
mintaatlag: X = 3¢ = 1,379



ML-becslés: Poisson-eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, Poisson-eloszlas A > 0 ismeretlen paraméterrel, azaz
G
P(X; = k) = He_)‘ (k=0,1,2,...).
Ekkor




ML-becslés: Poisson-eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, Poisson-eloszlas A > 0 ismeretlen paraméterrel, azaz
G
P(X; = k) = He_)‘ (k=0,1,2,...).
Ekkor

n

" 1

Loa(Xe,. .., X,) = A= Xie A-H@.
j=1

n n 1
log Lo (X1,..., Xn) = |0g)\ZXj —nA — IogHm
Jj=1 j=1



ML-becslés: Poisson-eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, Poisson-eloszlas A > 0 ismeretlen paraméterrel, azaz
G
P(X; = k) = He_)‘ (k=0,1,2,...).
Ekkor

n

" 1

Loa(Xe,. .., X,) = A= Xie A-Hm.
j=1

n n 1
log Lo (X1,..., Xn) = |0g)\ZXj —nA — IogHW
Jj=1 j=1

"X -
0 log L (X1, ..,xn):%—wo@moc

oA
Ezért az ML-becslés: A = X, mivel a derivalt itt valt elgjelet.



Maximumlikelihood-mddszer

Definicié (Likelihood-fiiggvény)

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta diszkrét (a lehetséges értékeinek szama véges
vagy megszamlilhaté sok), akkor a likelihood-fiiggvénye:

Loo(ke,- o kn) = [[Pio(Yi=k)  ((ki,... ki) € H).

Jj=1




Maximumlikelihood-mddszer

Definicié (Likelihood-fiiggvény)

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta diszkrét (a lehetséges értékeinek szama véges
vagy megszamlilhaté sok), akkor a likelihood-fiiggvénye:

Loo(ki,. .., kn H oY =k) (K, ..., ko) € H).

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta abszolit folytonos, és Y; siiriiségfiiggvénye (a

Py valoszmuseg mellett) f; y, akkor a minta likelihood- fuggvenye

Loo(te, - ta) =[] fio(t)  (tr,....tn €R).




Maximumlikelihood-mddszer

Legyen (£, A, P) statisztikai mez8, ahol P = {Py : ¥ € O}, vagyis az ismeretlen
eloszlas a ¥ paraméterrel jellemezhet6.

Definicié (Maximum-likelihood becslés)

A 9 maximumlikelihood-becslése (ML-becslése) az Xy, ..., X, mintabdl U, ha U
maximalizalja a 0 — L, 5(X1,...,X,) fiiggvényt, ahol L,y a minta likelihood-
fliggvénye. Azaz, ha

L,,,@(Xh ooy Xn) 2 Ly w(Xq, ..., X,) minden 9 € O-ra.




ML-becslés: normalis eloszlas

X1, ..., X, fuggetlenek, eloszlasuk normalis eloszlas m, o > 0 paraméterekkel. Ek-
kor

Ln,m,o(XL . ;Xn) = H 6,19()(/) = H [;ﬂ_g exp <_ w>] ’



ML-becslés: normalis eloszlas

Xi, ..., X, fuggetlenek, eloszlasuk normalis eloszlas m, o > 0 paraméterekkel.

kor

Ln,m,o(X1,~--;Xn) = Hﬂﬂ(XJ) = H [1 exp <_ w>]




ML-becslés: normalis eloszlas

X1, ..., X, fuggetlenek, eloszlasuk normalis eloszlas m, o > 0 paraméterekkel. Ek-
kor

Ln,m,U(X1,~--;Xn) = HfJﬂ(XJ) = H [1 exp (_ (ij_o.zm))]

1 \" "L (X — m)?
Ln,m,g(xl,...,xn):( 2m) exp(— (1202)>

X —
log Ly mo(X1,...,X5) = —nlog(v2m) — nlogo — Z M

Régzitett o mellett ez akkor maximalis, ha Y27 | (Xj—m)* = 377 | X?=23"7 | Xjm+-

nm? minimalis = m = X.



ML-becslés: normalis eloszlas

log L+ (X1 X):—nlog(\/271')—n|oga—zn:M
n,o s+ /\n = 202 .
A o szerinti parcialis derivalt:
0 noe= (X —X)?
—log Lpo(Xy,..., Xp) = —— A A A
da_ og n, ( 1, bl n) o + j:1 0_3

Ez pontosan akkor pozitiv, ha 0% < 2 Y77 | (X; — X)? = s3.

Tehat az ML-becslés:

m=X;

Tehat normalis eloszlasnal az m paraméter becslése a mintaatlag, a szdérasé a ta-
pasztalati szoréas.



Az ML-becslés tulajdonsagai

@ Nem minden statisztikai mezén létezik ML-becslés.

@ Az ML-becslés nem feltétleniil egyértelm.

@ Az ML-becslés nem feltétleniil torzitatlan.

o A (V) fiiggvény ML-becslése (1), ahol I ML-becslés ¥-ra.

o Megfeleld feltételek (erds regularitasi feltételek mellett) az ML-becslés aszim-
potikusan torzitatlan, aszimptotikusan hatasos (vagyis minimalis sz6rasa) és
aszimptotikusan normalis eloszlasi, azaz v/n(1), — 9) normalis eloszlashoz
konvergal eloszlasban n — oo esetén (a Py val6sziniiségre vonatkozoan).

@ Az alabbi egyenlet a maximumlikelihood-egyenlet:

0

—log Lp.9(X1,...,X,) =0.

99 og Lns(Xa )

Megfelelg feltételek mellett az ML-becslés a maximumlikelihood-egyenlet meg-
oldasa (ha az ML-becslés nem szamithat6 ki, de az egyenlet megoldhato,
gyakran az egyenlet megoldasaval helyettesitik az ML-becslést).



ML-becslés: egyenletes eloszlas

Ebben az esetben az ML-becslés nem szamithaté ki az ML-egyenlet gyokeként,
vagyis nem kaphaté meg derivalassal.

X1, ..., X, flggetlenek, eloszlasuk egyenletes eloszlas az [a, b] intervallumon. Ekkor

n

‘ 1
Lnab(X1, .. Xn) :1_1:[1&,19(&-) :Eﬂ(a <X <b) g

Loab(Xi, ... Xn) = (bi a) I(a < min X; és maxX; < b).



ML-becslés: egyenletes eloszlas

Ebben az esetben az ML-becslés nem szamithaté ki az ML-egyenlet gyokeként,
vagyis nem kaphaté meg derivalassal.

X1, ..., X, flggetlenek, eloszlasuk egyenletes eloszlas az [a, b] intervallumon. Ekkor

n

. 1
Ln,ab(X1,. ., Xn) :J];[lf;ﬁ(xj) :Eﬂ(a < Xj<b)- b—a

]_ n
Loab(Xi, ... Xn) = (E) I(a < min X; és maxX; < b).

Az els6 tényez6 legyen minél nagyobb (vagyis b — a minél kisebb) agy, hogy a
masodik tényez6 nem nulla. Ebb4l:

a=minXj; b = max X;.
J J



Maximum-likelihood becslések

@ binomiilis eloszlas ismert k renddel: p = X/k

~

@ Poisson-eloszlas: A = X
@ geometriai eloszlas: p=1/X
@ normdlis eloszlas: m = X,6 = s,

~

@ exponenciélis eloszlas: A\ = 1/X

o>
I

@ egyenletes eloszlas: 4 = min; X; max; X;



Momentummaddszer ismeretlen paraméterek becslésére
Legyen Xi,..., X, fliggetlen azonos eloszldsi minta.

@ Az eloszlas k. momentuma, ha ¥ az ismeretlen paraméter: iy = Ey(X]).

Q Legyen fix = %Z};l Xjk az eloszlas k. tapasztalati momentuma.

© Irjuk fel az alabbi egyenleteket a legkisebb olyan k-ig, amire az egyenletrend-
szer egyértelmiien meghatarozza ¥-t (bar nincs mindig ilyen k):

1 n
Ey(X) = > X
=t

1 n
Eo(X}) = - X2
j=1

1 n
By (X)) = n ZXJk
=1

Q@ A ¥ momentummodszerrel kapott becslése az a 9, ami megoldasa a fenti

egyenletrendszernek. Nem mindig létezik, nem mindig egyértelmii, nem
feltétlenil hatasos.



Momentummddszer: Poisson— és exponencialis eloszlas

Xi,..., X, fliggetlen Poisson-eloszlasiiak ismeretlen A\ > 0 paraméterrel. A k =
1-hez tartozé egyenlet:

Ex(X) = X.

Mivel a A paraméterii Poisson-eloszlas varhaté értéke A:

A=X.



Momentummddszer: Poisson— és exponencialis eloszlas

Xi,..., X, fliggetlen Poisson-eloszlasiiak ismeretlen A\ > 0 paraméterrel. A k =
1-hez tartozé egyenlet: -
Ex(Xy) = X.
Mivel a A paraméterii Poisson-eloszlas varhaté értéke A:
A=X.
Xi, ..., X, figgetlen exponencialis eloszlasiak ismeretlen A\ > 0 paraméterrel. A

k = 1-hez tartozé egyenlet:
11 -
Ex(X1) = N EZXJ =X.
j=1
Ez egyértelmiien oldhaté meg \-ra:

- L
X



Momentummaddszer: normalis eloszlas

Xi,..., X, fiiggetlen N(m, 0?) eloszlast minta (azaz normalis eloszlast m varhaté
értékkel és o szorassal).

A k = 1-hez és k = 2-hoz tartozd egyenletek:
Emo(X1)=m= X:

1 n
Em,U(XIQ) =0’ + m? = E ZXJQ
j=1

. . ~ 2 . -
A masodikba beirva az els6t: 0® = =37 | X? — X" = s} (a tapasztalati széras-
négyzet). Tehat az els6 két egyenlet egylitt egyértelmiien oldhaté meg, a momen-
tummodszerrel kapott becslés:

m=X;

Q>
Il
[0)
3



Momentummddszer: egyenletes eloszlas

Legyen Xi,..., X, fliggetlen minta az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlasbdl

Ennek varhaté értéke (a + b)/2, szérasa (b — a)/v/12. Ezek alapjan a k = 1-hez
és k = 2-hoz tartozé egyenlet:

a+b
2

E,o(X2) = I;V + (H b> ZX2

E.p(X1) = =X;

: ) w2 4
A masodikba beirva az elsét: (blz‘g) =20 XP = X" =57, amibs|

ész\/is,,; B:YJr\/gs,,.



Elégséges statisztika

Definicié
Legyen X, ..., X, fliggetlen minta ¢ paraméter( eloszlasbol. A T statisztika elég-

séges, ha a likelihood-fiiggvény felirhaté a kévetkezé alakban megfelel6 h és g
fliggvényekkel:

Loo(Xt, -, Xn) = B(X0s -, Xn) - go(T (X, - - X))




Elégséges statisztika

Definicié

Legyen X, ..., X, fliggetlen minta ¢ paraméter( eloszlasbol. A T statisztika elég-
séges, ha a likelihood-fiiggvény felirhaté a kévetkezé alakban megfelel6 h és g
fliggvényekkel:

Lno(X1,..oy, Xn) = h(X1,..., X)) - go(T(X1,..., Xs)).

Példaul a Poisson-eloszlas esetén T(Xy,...,X,) = X, normélis eloszlas esetén
T(X1,...,X,) = (X, s2) elégséges statisztika.

Az elégséges statisztika nem egyértelmdi.

Ha létezik ML-becslés, T pedig elégséges statisztika, akkor az ML-becslés felirhaté
s(T(Xi,...,X,)) alakban valamely s fiiggvényre.



Rao—Blackwell-tétel

Teétel (Rao—-Blackwell)

Tegyiik fel, hogy a T statisztika torzitatlan becslés a ) paraméterre, valamint S
elégséges statisztika 19-ra. Ekkor megadhato olyan T* becslés, melyre

o T* = h(S) megfelelé h fiiggvénnyel;
@ T* torzitatlan ¥-ra: Ey(T*) = minden ¥ € ©-ra;
@ T* hatasosabb, mint T: Dy(T*) < Dy(T) minden ¥ € O-ra.

Ha az S statisztika teljes is (azaz minden olyan f fiiggvény, melyre Ey(f(S)) =0
minden 9-ra, ,majdnem mindeniitt” nulla), akkor T* hatasos, azaz minden torzi-
tatlan becslésnél hatdsosabb.

A megoldas az E(T|S) feltételes varhat6 érték lesz.
Allitas

Poisson, exponencialis, normélis eloszldsoknal (m-re) a mintaelemek Gsszege teljes
elégséges statisztika, a mintaatlag pedig hatasos becslése a paraméternek.




Fisher-informacio
Egy mintaelem Fisher-informaciéja:

h(9) =Ey <<8819 log fﬂ(Xl))2>,

ahol fy a siirliségfiiggvény Py mellett.



Fisher-informacio
Egy mintaelem Fisher-informaciéja:

h(9) =Ey (<8819 log flg(Xl))2>,

ahol fy a siirliségfiiggvény Py mellett.

o Megfelel§ (regularitasi) feltételek mellett a fiiggetlen azonos eloszlasa, n elemdi
minta Fisher-informéacidja: 1,(9) = n- L(9).

@ Ha T elégséges statisztika, akkor T(Xy, ..., X,) Fisher-informaciéja ugyanaz,
mint (Xi,...,X,) Fisher-informaciéja (példaul Poisson-eloszlasnal az atlag
Fisher-informaci6ja ugyanaz, mint a teljes mintaé).

@ Cramér—Rao-egyenlGtlenség: megfelels (regularitasi) feltételek mellett, ha
T torzitatlan becslés J-ra, akkor
1 1

DTN = 16y = w0y

(Ebben az értelemben feleakkora szérashoz négyszer annyi mintaelem kell.)



