Becslések és tulajdonsagaik (3. el6adas)

o (Q,A,P) statisztikai mez6;
o P ={Py: 9 € ©) valamely © halmazzal (© a paramétertér);
@ ¢ : © — R fiiggvény.

o Cél: olyan T statisztika keresése, amire a T(X) valosziniségi valtozé és a
(1) érték valamilyen értelemben kozel esnek egyméashoz.
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(1) érték valamilyen értelemben kozel esnek egyméashoz.

Definici6 (Torzitatlansag)

A T statisztika torzitatlan becslés 1-re, ha minden ¥ € ©-ra
Ey(T(X1,..., X)) = ¥(9).

A T statisztika torzitasa a bt (9) = Eg(T(X1,...,Xn)) — ¥(9) fiiggvény.

X1, X2, ..., X, fiiggetlen minta a [0, 9] intervallumon egyenletes eloszlasbol.
Ekkor 2X torzitatlan becslés ¢(¢) = ¥-ra.



Torzitatlan becslések

Allitas (A varhaté érték torzitatlan becslése)

Legyen Xi, ..., X, fiiggetlen azonos eloszldsii véges varhaté értéki minta. Ekkor

Ey(X) =Ey(X1) minden ¥ € ©-ra,

vagyis a mintaatlag torzitatlan becslés 1)-re.

Allitas (A szérasnégyzet torzitatlan becslése)

X, ..., X, figgetlen azonos eloszlasi véges szordsi minta. Ekkor Ekkor
Eg(s:?) = D3(X1) minden ¥ € ©-ra,

vagyis a korrigalt tapasztalati szérasnégyzet torzitatlan becslés a sz6rdsnégyzet-
re.
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Az atlag varhaté értéke

Allitas
Legyen Xy, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlasi minta, és m = E(X;) < co. Ekkor

E(X) = m.




Az atlag varhaté értéke

Allitas
Legyen Xy, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlasi minta, és m = E(X;) < co. Ekkor
E(X) = m.
Bizonyitas.
- Xi+...+ X 1 1
E(X):E(M) Bt X)) =~ nm=m.
n n n

Felhasznéltuk a varhaté érték linearitasat, és hogy csak eloszlastdl fiigg:

o E(cX) = cE(X), haceR;
e E(Y+2Z)=E(Y)+E(2);
@ ha Y és Z eloszlasa megegyezik, akkor E(Y) = E(Z)

Tehat a mintaatlag torzitatlan becslés a varhaté értékre.



Az atlag szoérasa

Allitas
Legyen Xi, ..., X, fiiggetlen azonos eloszldsi minta, és E(X}) < oo. Ekkor

D(X) = D(X)




Az atlag szoérasa

Allitas
Legyen Xi, ..., X, fiiggetlen azonos eloszldsi minta, és E(X}) < oo. Ekkor
—. DX
D(X) = (%)
vn
Bizonyitas.
D(X):D<X1+"'+X") _ D(Xi+...+Xp) _ no? _ o
n n n n

Felhasznaltuk a széras alabbi tulajdonsagait:

@ D(cX) = |c|D(X), haceR;
@ D*(Y +Z)= DY)+ D?(Z), ha Y és Z fiiggetlenek;
@ ha Y és Z eloszlasa megegyezik, akkor D(Y) = D(Z)



A korrigalt tapasztalati szérasnégyzet

n n
2 n n |1 2| 2 1 2 n -2
n n_1>" nl{n[Z k} } nl{; k} -1

n
k=1

Az els6 tag varhat6 értéke a szérasnégyzet definicija alapjan:

Es ( > XE) =3 Ey(X) = n-Eg(X?) = n- [D3(X1) + Eg(X1)?].
k=1 k=1
A masodik tag varhato értéke az atlag szorasnégyzete alapjan:

Ey (Yz) = D3(X*) + Ey(X)? = %Dg(xl) +Ey(X1)2

Vagyis valéban s;2 torzitatlan becslés a szérasnégyzetre:

n
n—1

[D5(X1) + Eg(X1)°] — niﬁl

Ey(s;%) =

1
;D§(X1) +Eo(X1)?| = D3(X1).



Becslések 6sszehasonlitasa
Definicié (Hatasossag)

Legyenek Ty, T, torzitatlan becslései a paraméter i)(1)) fiiggvényének. T, hata-
sosabb T,-nél, ha

D3(T1) < D3(T»)
teljesiil minden ¥ € ©-ra.

A T, becslés hatasos ) (1})-ra, ha () minden torzitatlan becslésénél hatidsosabb
(és 6 maga is torzitatlan).
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Becslések 6sszehasonlitasa
Definicié (Hatasossag)

Legyenek Ty, T, torzitatlan becslései a paraméter i)(1)) fiiggvényének. T, hata-
sosabb T,-nél, ha
D3(T1) < D3(T»)

teljesiil minden ¥ € ©-ra.

A T, becslés hatasos ) (1})-ra, ha () minden torzitatlan becslésénél hatidsosabb
(és 6 maga is torzitatlan).

@ Nem mindig létezik hatasos becslés, és lehetséges, hogy T; és T, koziil egyik
sem hatasosabb a masiknal.

@ A varhaté értékre nézve a mintaatlag hatasosabb minden Z}’Zl ¢ X; alaka
, 4 n
becslésnél (ahol Zj:1 ¢ =1).
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Becslések 6sszehasonlitasa
Definicié (Hatasossag)

Legyenek Ty, T, torzitatlan becslései a paraméter i)(1)) fiiggvényének. T, hata-
sosabb T,-nél, ha
D3(T1) < D3(T»)

teljesiil minden ¥ € ©-ra.

A T, becslés hatasos ) (1})-ra, ha () minden torzitatlan becslésénél hatidsosabb
(és 6 maga is torzitatlan).

v

@ Nem mindig létezik hatasos becslés, és lehetséges, hogy T; és T, koziil egyik
sem hatasosabb a masiknal.

@ A varhaté értékre nézve a mintaatlag hatasosabb minden Z}’Zl ¢ X; alaka
, 4 n
becslésnél (ahol 2121 ¢ =1).

@ Bizonyos feladatokban lehet a mintaatlagnal hatasosabb becslés a var-

hato értékre: A [0, b] intervallumon egyenletes eloszlas esetén b-re
ﬂnl max(Xi, ..., X,) hatdsosabb a mintaatlag kétszeresénél.



A siirtiségfiiggvény becslése

gyakorisag
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Testmagassag hisztogramja

n 98
aflag: 174,3
sz6ras: 11,5

140 160 180 200

cm

A testmagassag hisztogramja n = 96 elemii mintabdl (valés adatokbdl).

Hogyan becsiilhet6 a testmagassag sir(iségfiiggvénye? A hisztogram kozeliti a si-
riiségfiiggvényt, de nem vildgos, hogy milyen intervallumhosszal érdemes szamolni
=) =] = = =
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Hisztogram és stiriségfliggvény becslése

oyakorisag
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Testmagassag hisztogramja
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dflag: 174,3
szoras: 11,5
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A testmagassag hisztogramja n = 96 elem( mintabdl (val6s adatokbdl), a siir(iség-
fliggvény becslése Gauss-magfiiggvénnyel.



A siirtiségfiiggvény becslése

X1, Xa, ..., X, fuggetlen azonos eloszlast abszolat folytonos minta. A siir(iségfiigg-
vény f, azaz

b
Pla< X; < b) = / f(t)dt minden a < b-re.

Az f fuggvény ismeretlen. Hogyan tudjuk f(t) értékét becsiilni az Xi,..., X,
megfigyelések segitségével?



Parzen—Rosenblatt-becslés

Legyen k : R — Ry olyan fiiggvény, mely korlatos, lim,_.o, yk(y) = 0, tovabba h,
olyan szamsorozat, melyre lim,_, o, h, = 0 és lim,_,. nh, = co. A siiriségfiiggvény
becslése a t pontban a Parzen—Rosenblatt-médszerrel a k magfiiggvénnyel és h,
savszélességgel az X, ..., X, fliggetlen minta alapjn:

1

~ n t—X'
fult) = k(—).
(1) n~hn§ ( e )




Parzen—Rosenblatt-becslés
Legyen k : R — Ry olyan fiiggvény, mely korlatos, lim,_.o, yk(y) = 0, tovabba h,
olyan szamsorozat, melyre lim,_, o, h, = 0 és lim,_,. nh, = co. A siiriségfiiggvény

becslése a t pontban a Parzen—Rosenblatt-médszerrel a k magfiiggvénnyel és h,
savszélességgel az X, ..., X, fliggetlen minta alapjn:

R 1 < t—X;
o - o k().
I'IJ-:1 n

Szokasos magfiiggvények példaul:

o Gauss-magfiiggvény: k(y) = exp( —y?/2).
@ Haromszog magfiiggvény: k(y) = (1—|y|), ha ez nemnegativ, nulla kiilénben.

@ Epanechnikov-magfiiggvény: k(y) = 3(1 — y?), ha ez nemnegativ, nulla ki-
[6nben.

o Téglalap magfiiggvény: k(y) =1/2, ha —1 <y <1, nulla kiilénben.



Parzen—Rosenblatt-becslés

A s(ir(iségfiiggvény becslése a t pontban a Parzen—Rosenblatt-médszerrel a k mag-
figgvénnyel és h, savszélességgel az Xy, ..., X, fiiggetlen minta alapjan:

- 1 < t—X;
f"(t):n-h Zk( h J>'
nJ:1 n

Szokasos savszélesség-valasztasok (normélis eloszlas és Gauss-magfiiggvény esetén
az els6 optimalis):

S*

n hy=0,7-

| min(s;, q)
/5’

h,=0,7- PV
ahol s a korrigalt tapasztalati szérds, g a harmadik és elsé kvartilis tavolsaga.

Ugyaniagy, mint a hisztogramnal, a tal nagy savszélesség tul kevéssé részletes ab-
rahoz, a tal kicsi savszélesség tal részletes abrahoz vezet.



Hisztogram és stiriségfliggvény becslése

Testmagassag hisztogramja

n: 96 = friangular
atlag: 174,8 = rectangular

szoras: 10,5
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A testmagassag hisztogramja n = 96 elemii mintabdl (valés adatokbdl), haromszo-
ges (piros) és téglalapos (fekete) magfiiggvénnyel (ez utébbihoz tal kicsi a savszé-
lesség).
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Hazi feladat marcius 6., 9:00-ig

Tekintsitk a testmagassdgokrdl kapott hiszelemii adatsort, abrazoljuk a hisztog-

ramot (Ggy, hogy az Osszteriilet egy legyen), és illessziik ra a siirliségfiiggvény
becslését

@ haromszoges magfliggvénnyel Ggy, hogy a savszélesség az alapértelmezett har-
mada;

o téglalapos gy, hogy a savszélesség az alapértelmezettnek a haromszorosa;

@ Epanechnikov-magfiiggvénnyel Ggy, hogy a sivszélesség az alapértelmezett

(Alapértelmezett: ez tetszéleges beallitas szerinti alapértelmezett lehet, viszont a
harom megoldasnal ugyanaz legyen.)



Hazi feladat februar 27., 9:00-ig

Generéljunk n = 100000 elem(i exponencialis eloszlast mintdkat A = 1/2, A =1
és A\ = 5 paraméterekkel.

@ Mindharom kiildnb6z6 paraméterre abrazoljuk k fliggvényében (de csak a k =
1,2,...,1000 értékekre) az els6 k mintaelem atlaganak reciprokat, és ezt
hasonlitsuk 6ssze a mintahoz tartozd paraméterrel.

@ Csoportositsuk a mintaelemeket ezresével, és legyen Y; az i. csoport (vagyis az
(7—1)-1000+1,(i—1)-1000+2,...,i-1000 index(i mintaelemek) atlaganak
reciproka. Szamitsuk ki az Y1, Ya, ..., Yigo atlagat, és ezt hasonlitsuk Gssze
a A paraméterrel.

@ Ertelmezziik az eredményeket: mennyire lathaté, hogy exponencialis eloszlas-
nal az atlag reciproka konzisztens, de nem torzitatlan becslése a paraméter-
nek?



Hazi feladat februar 27., 9:00-ig, megoldas

Példaul A = 0, 5-re a mintaatlag reciprokanak valtozasa:
mintal<-rexp(100000, rate=0.5)

atlagrepl<-1:1000

for(j in 1:1000)atlagrepl[j]=1/mean(mintal[1:j])

plot(atlagrepl, main="Exponencialis minta atlaganak reciproka", xlab="mintaelemsz
ylab="4tlag reciproka")

x=rep(0.5, 1000)

lines(x, lwd=2, col="red")



Hazi feladat februar 27-ig, megoldas

Exponencialis minta atlaganak reciproka
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A = 0,5 paraméterii exponencialis eloszlast generdlva a mintaatlag reciproka 0, 5-
hoz tart, azaz konzisztens becslés, hiszen ez minden A-ra teljesiil.



Hazi feladat februar 27-ig, megoldas

Exponencialis minta atlaganak reciproka
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A = 1 paraméterii exponencialis eloszlast generalva a mintaatlag reciproka 1-hez
tart, azaz konzisztens becslés, hiszen ez minden \-ra teljesiil. .



Hazi feladat februar 27-ig, megoldas

A = 0,5 paraméter(i exponencialis eloszlasnal:

> mintal<-rexp(100000, rate=0.5)

> atlagrepl<-1:100

> for(j in 1:100)atlagrepl[j]J=1/mean(mintal[((j-1)*1000+1):(j*1000)])
> mean(atlagrepl)

[1] 0.5016493

Hasonloképpen A = 1-re:
> mean(atlagrep2)
[1] 1.002733

Hasonl6oképpen A = 5-re:
> mean(atlagrep3)
[1] 4.981833

Ugyan az atlag reciproka nem torzitatlan becslés a paraméterre, a megfigyelt értékek
nem kildonbdznek nagyon a valédi értékektél.



Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Golok szamanak hisztogramja

Relativ gyakorisagok
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Megfigyelt értékek

megfigyelések

Poisson(1,375)
Poisson(1)
Poisson(2)

A golok szamanak hisztogramja n = 95 mérkézésen, és kiilonb6zé paraméter(

Poisson-eloszlasok (Py(X = k) = A< /k! - e™?)

N



Geometriai eloszlas paraméterének becslése

Egy haztartasban él6k szama

> — megfigyelések
b= —— geom(0.423)
w0 — geom(0.3)
g 4 = geom(0.6)
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Lehetséges értékek

Egy haztartasban él6k szamanak hisztogramja (forras: KSH, 2011) és a geometriai
eloszlas p = 0,423 (piros), p = 0, 3 (fekete), és p = 0,6 (kék) paraméterekkel

n = 4105698 a haztartasok szama, 1/X = 0,423; P,(X = Q =(1-p)Ft-p

D¢



Maximumlikelihood-mddszer

Definicié (Likelihood-fiiggvény)

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta diszkrét (a lehetséges értékeinek szama véges
vagy megszamlilhaté sok), akkor a likelihood-fiiggvénye:

Loo(ke,- o kn) = [[Pio(Yi=k)  ((ki,... ki) € H).

Jj=1




Maximumlikelihood-mddszer

Definicié (Likelihood-fiiggvény)

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta diszkrét (a lehetséges értékeinek szama véges
vagy megszamlilhaté sok), akkor a likelihood-fiiggvénye:

Loo(ki,. .., kn H oY =k) (K, ..., ko) € H).

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta abszolit folytonos, és Y; siiriiségfiiggvénye (a

Py valoszmuseg mellett) f; y, akkor a minta likelihood- fuggvenye

Loo(te, - ta) =[] fio(t)  (tr,....tn €R).




Maximumlikelihood-mddszer

Legyen (£, A, P) statisztikai mez8, ahol P = {Py : ¥ € O}, vagyis az ismeretlen
eloszlas a ¥ paraméterrel jellemezhet6.

Definicié (Maximum-likelihood becslés)

A 9 maximumlikelihood-becslése (ML-becslése) az Xy, ..., X, mintabdl U, ha U
maximalizalja a 0 — L, 5(X1,...,X,) fiiggvényt, ahol L,y a minta likelihood-
fliggvénye. Azaz, ha

L,,,@(Xh ooy Xn) 2 Ly w(Xq, ..., X,) minden 9 € O-ra.




